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Anna Czopek

ANALIZA POROWNAWCZA EFEKTYWNOSCI
METOD REDUKCJI ZMIENNYCH

— ANALIZA SKLADOWYCH GLOWNYCH

| ANALIZA CZYNNIKOWA

Wprowadzenie

Analiza sktadowych gléwnych i analiza czynnikowa to dwie najbardziej
popularne metody pozwalajace na sprowadzenie duzej liczby badanych zmien-
nych do znacznie mniejszej liczby wzajemnie niezaleznych sktadowych glow-
nych lub czynnikéw. Nowe zmienne (sktadowe glowne lub czynniki) zachowuja
stosunkowo duza czg$¢ informacji zawartych w zmiennych pierwotnych, a jed-
noczes$nie kazda z nich jest nosnikiem innych tresci merytorycznych. Obie po-
wyzsze metody redukcji zmiennych sa czesto stosowane, gdyz zbyt duza ilos§¢
rozpatrywanych cech powoduje wzrost skali trudnosci interpretacji.

Zasadnicza przyczyna podjecia tematu jest proba pokazania, ze wyzej wy-
mienionych metod, cho¢ sa bardzo podobne, nie mozna utozsamia¢. Mimo tego,
iz w obu przypadkach sa obliczane warto$ci wlasne, tadunki czynnikowe itp., to
jednak istnieja migdzy nimi réznice w sposobie dziatania, o czym nalezy pamig-
ta¢. Zatem stosowanie tych nazw zamiennie jest niedopuszczalne.

Artykut sktada si¢ z trzech czg$ci. Rozdzialy pierwszy i drugi sa poswigco-
ne, odpowiednio, analizie sktadowych gtownych i analizie czynnikowej, gdzie
zostata dokonana krotka charakterystyka tych metod. W rozdziale trzecim, na
podstawie przykladu empirycznego, poréwnano efektywnos$¢ analizy sktado-
wych glownych i analizy czynnikowe;.

1. Analiza sktadowych gtéwnych

Poczatki techniki analizy sktadowych gléwnych pochodza od Pearsona
(1901). Jednak gtowny rozwoj tej metody zawdzigcza si¢ pracom amerykan-
skiego statystyka Hotellinga (1933), ktéry wykorzystatl ja do analizy testow
osiagniec¢ szkolnych.
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Podstawowa idea metody jest transformacja wyjsciowego zbioru zmien-
nych Xj, ..., X, na nowy zbior zmiennych Zy, ..., Z,, zwanych sktadowymi
glownymi. W konsekwencji liczba gléwnych sktadowych jest réwna liczbie
zmiennych pierwotnych. W praktyce nie ma to jednak duzego znaczenia, gdyz
liczbg sktadowych glownych ogranicza si¢ w dalszych rozwazaniach do kilku
najwazniejszych. Zatem celem analizy skladowych gltéwnych jest redukcja liczby
zmiennych przy zachowaniu tak duzej zmiennos$ci danych, jak to tylko mozliwe.

Model matematyczny w analizie sktadowych glownych jest sformutowany

w postaci nastgpujacego uktadu rownan liniowych:

Xl = allzl + alzzz + -+ alpr
XZ = a21Z1 + azzzz + -+ aszp

Xp == aplzl + apzzz + -+ appr

Zmienne rzeczywiste podlegajace obserwacji X; dla i € {1, ..., p} sa wy-
razone jako kombinacje liniowe zmiennych nieobserwowalnych Z; dla j €
{1,...,p}, zwanych skladowymi glownymi. Wspodlczynniki a; j dla i,j€
{1, ..., p} okresélaja wage danej sktadowej w opisie zmiennych empirycznych.

1.1. Algorytm postepowania w analizie sktadowych gtéwnych

Ponizsze kroki opisuja schemat postgpowania w analizie sktadowych glow-
nych [2; 5; 8].

Krok I — Sprawdzenie zalozen
Przed rozpoczeciem analizy sktadowych glownych nalezy sprawdzi¢ pod-
stawowe zalozenie, aby oceni¢ zasadno$¢ jej zastosowania, a mianowicie skore-
lowanie zmiennych — im wyzsze korelacje migdzy zmiennymi pierwotnymi, tym
bardziej uzasadnione jest wykorzystanie tej analizy. Korelacj¢ bada si¢ analizu-
jac macierz korelacji dla zmiennych wzigtych do analizy lub wykorzystujac test
Bartletta [8].
Nalezy rowniez zwroci¢ uwage na ponizsze warunki [3; 8]:
1. Normalno$¢ rozkladu — zalozenie to nie jest konieczne, gdy analizuje si¢
duzy zbioér danych.
2. LiczebnoS$¢ i reprezentatywno$é proby — do analizy przystepuje sig, gdy
préba liczy co najmniej 50 obserwacji. Probe nalezy pobra¢ w sposéb loso-
wy. Zbior obserwacji musi by¢ jednorodny.
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3. Punkty odstajace — punkty odstajace niestety czgsto znieksztalcaja praw-
dziwe zalezno$ci migdzy zmiennymi. Dobrze jest na poczatku analizy wy-
kry¢ takie punkty i usunaé je z danych.

4. Braki danych — w przypadku brakujacych danych w analizowanej probie nalezy
zastapi¢ braki przez $rednie lub usunac¢ przypadki z brakujacymi danymi.

Krok II - Wybor odpowiedniej macierzy

Nastepnie nalezy przyjrze¢ si¢ poczatkowym zmiennym. Jezeli analizowa-
ne zmienne sa porownywalne (wyrazaja si¢ w tych samych jednostkach i sa tego
samego rzedu), to w dalszej analizie wykorzystuje si¢ macierz kowariancji. Jeze-
li natomiast zmienne maja rozne jednostki lub sa roznego rzedu, analize sktado-
wych gtdéwnych przeprowadza si¢ wykorzystujac macierz korelacji. Jest to waz-
ny krok rozpoczynajacy cala analize, gdyz sktadowe gléwne otrzymane dla
macierzy kowariancji i korelacji nie musza by¢ takie same.

Krok III - Wyznaczenie skladowych gléwnych

T
Niech X = (Xl, ,Xp ) bedzie wektorem zmiennych wzietych do anali-
zy. Sktadowe gltéwne sa kombinacja liniowa zmiennych poczatkowych:

Zl = a11X1 + a21X2 + -+ aplxp
ZZ = a12X1 + a22X2 + -4+ apzxp

Zp = ale]_ + aszZ + -+ aprp

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie macierzy wspotczynnikow a;; dla
i,j €{1,..,p} dla zadanego z gory wektora obserwacji X. Algorytm wyzna-
czania wspotezynnikow a;; dla i, j € {1, ..., p} bardzo doktadnie opisuje D.F. Mor-
rison [5] i A. Stanisz [8].

Krok IV — Redukcja wymiaru — kryteria wyboru

Wazng informacja jest to, ze kazda kolejna wyznaczona sktadowa gtowna
wyjasnia coraz mniejsza cz¢§¢ zmiennosci poczatkowych zmiennych. W jakims
momencie okaze si¢, ze ktoras z kolei skltadowa okresla znikoma czeS¢ zmien-
nos$ci. Nalezy zatem dokona¢ redukcji sktadowych, stosujac w dalszych rozwa-
zaniach tylko najwazniejsze.

Popularne kryteria redukcji [2; 4; 8]:
1. Kryterium wystarczajacej proporcji — stopien wyjasnionej wariancji oryginal-

y e e e

przy 2-3 gléwnych sktadowych stopien wyjasnienia wariancji jest wystarczajacy.
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2. Kryterium Kaisera — climinacja sktadowych gltownych, ktorych wartosci
wiasne sa mniejsze od 1.

3. Wykres osypiska — wyznaczenie na wykresie liniowym kolejnych wartosci
wlasnych. Interpretacja polega na znalezieniu miejsca, od ktorego na prawo
wystepuje tagodny spadek wartosci wiasnych. Nie powinno si¢ uwzgledniaé
wigcej czynnikdw, niz te znajdujace si¢ po lewej stronie tego punktu.

Wybdr odpowiedniego kryterium lezy w gestii statystyka, dlatego tez decy-
zja ta jest dosy¢ subiektywna i wptywa na rezultaty analizy.

Krok V — Interpretacja

Interpretacje otrzymanych wynikow przeprowadza si¢ za pomoca tzw. ta-
dunkéw czynnikowych. Ladunki czynnikowe sa wspotczynnikami korelacji
pomigdzy dang zmienng a sktadowymi.

Jezeli powyzsza analiza jest przeprowadzana na podstawie macierzy kowa-
riancji, to wspotczynnik korelacji pomiedzy i-ta zmienng X; a j-ta sktadowa Z;
dlai,j € {1, ..., p} oblicza si¢ ze wzoru:

covXpZ)) _ Ay _ JAai;

Tx,z; = sl sl s,

gdzie:

S; — odchylenie standardowe zmiennej X;,

Aj — wariancja sktadowej gtéwnej Z;, a takze j-ta co do wielkosci wartos¢ wia-
sna macierzy korelacji (kowariancji), na ktorej opiera si¢ cata analiza,

\//1_]- — odchylenie standardowe sktadowe;j Z;.

Jesli natomiast sktadowe sa generowane z macierzy korelacji, to:
Txz; = |44
Suma wszystkich wartosci wlasnych macierzy korelacji (kowariancji)
A+t Ap jest catkowita wariancja uktadu. Dzigki temu mozna zdefiniowaé

czes$¢ catkowitej wariancji wyznaczong przez j-ta sktadowa:

h=— 100%
J 11++Ap
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Natomiast procentowy udziat zmiennosci catkowitej wyjasnionej przez k pierw-
szych sktadowych oblicza si¢ nastepujaco:

h:

sz i

~.
||M~s
o

2. Analiza czynnikowa

Tworcami gtownej koncepcji tej metody sa psychologowie CH. Spearman
(1904) i L.L. Thurstone (1913). Ch. Spearman wprowadzit pojgcie pojedynczego
czynnika ogolnego dla wyjasnienia wynikow testow inteligencji. Dopiero L.L. Thur-
stone stworzyt podstawy teoretyczne analizy czynnikowej. Celem analizy czyn-
nikowej jest dazenie do wyodrgbnienia wszystkich czynnikow, ktére moga rze-
czywiscie tkwi¢ w korelacjach danego uktadu zmiennych, jednocze$nie zachowujac
jak najwigcej informacji zawartych w zmiennych pierwotnych, a nastgpnie reduk-
cja tych czynnikow.

Model analizy czynnikowej konstruuje si¢ jako zatozenie wstgpne, ktore
jest sformutowane w postaci uktadu rownan:

Xl = a11F1 + a12F2 + -+ almFm + blUl
X2 s a21F1 + azze + -+ aZmFm + bZUZ

Xp S ap1F1 + aszZ + o+ amem + prp

gdziem < p.

Standaryzowane zmienne pierwotne X; dla i € {1, ..., p} sa wyrazone jako
liniowe funkcje zmiennych nieobserwowalnych F; dla j € {1, ...,m}, zwanych
czynnikami wspélnymi i pojedynczego czynnika losowego U; dla i € {1, ..., p},
zwanego czynnikiem swoistym. Wspotczynniki a;; oraz b; dla i € {1, ..., p},
j €{1,..,m} sa zwane ladunkami czynnikowymi i okre$laja wage danego
czynnika w opisie zmiennych empirycznych.

W analizie czynnikowej przyjmuje si¢ dwa zalozenia o zmiennych i czyn-
nikach:

1. Zmienne i czynniki sa zestandaryzowane.

2. Czynniki wspolne F; sa ze soba nieskorelowane, czynniki swoiste U; sa ze
soba nieskorelowane, czynniki wspolne F; sa nieskorelowane z czynnikami
swoistymi U; dla i € {1, ...,p},j € {1, ...,m}.
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2.1. Algorytm postepowania w analizie czynnikowej

Ponizsze kroki opisuja schemat postgpowania w analizie czynnikowej [2; 5; 8; 9].

Krok I — Sprawdzenie zalozen

Zatozenia w analizie czynnikowej sa podobne jak w analizie sktadowych
gltownych z tym wyjatkiem, ze zmienne pierwotne powinny mie¢ rozktad nor-
malny lub by¢ doprowadzone do takiej postaci droga odpowiednich transforma-
cji. Punktem wyjscia obliczen jest macierz korelacji. Nalezy dokona¢ wstegpnej
oceny istniejacych korelacji.

Krok II — Metody estymacji modelu analizy czynnikowej

Rozwiazanie analizy czynnikowej polega na wyznaczeniu uktadu czynni-
kow wspolnych F; dla j € {1, ..., m} , co jest rownowazne z okresleniem dla
kazdego czynnika F; odpowiadajacego mu wektora (a1 jr e Qpj ) Dokonuje
si¢ tego wykorzystujac jedna z podstawowych metod estymacji, do ktorych m.in.
naleza [1; 5;7; 8; 9]:
1. Metoda gloéwnych skladowych — opracowana przez Hotellinga (1933).
2. Metoda glownego czynnika — opracowana przez Harmana (1960).
3. Metoda najwigkszej wiarygodnosci — opracowana przez Lawleya (1940).
4. Metoda centroidalna — opracowana przez Thurstone’a (1931).

Najwigksze uznanie matematykow zdobyta metoda glownych sktadowych.
Nie bez przyczyny jest ona ustawiona jako metoda domyslna w programie Stati-
stica w analizie czynnikowej. Wybor kazdej z tych metod jest zawsze obciazony
mniejsza czy wieksza doza arbitralnosci.

Krok IIT — Redukcja wymiaru — kryteria wyboru

Kryteria redukcji liczby czynnikoéw sg analogiczne jak w analizie sktado-
wych gtownych. Natomiast opierajac analize¢ czynnikowa na metodzie najwigk-
szej wiarygodnosci, mozna za pomoca istniejacego testu dobroci dopasowania
okresli¢, czy ilos¢ wybranych czynnikow jest wlasciwa liczba dla danego mode-
lu, czy tez nie [2; 5; 9].

Krok IV — Rotacja czynnikow

Czgsto zdarza sig, ze zmienna ma wysokie tadunki na kilku czynnikach, co
uniemozliwia jednoznaczng interpretacje. W takiej sytuacji nalezy przeprowa-
dzi¢ rotacje czynnikow. W wigkszosci przypadkow rotacja czynnikéw redukuje
dwuznaczno$¢ interpretacji, jaka moze wystapi¢ w rozwiazaniu bez rotacji.
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Dzigki obrotowi mozna latwiej utozsami¢ kazdy czynnik ze zmiennymi, z ktd-
rymi jest mocno skorelowany.

Ustalenie najwlasciwszej pozycji uktadu odniesienia jest jednym z najtrud-
niejszych krokow. Wedhug L.L. Thurstone’a (1935) nalezy dazy¢ do tzw. pro-
stej struktury, ktéra znacznie ulatwia interpretacje wynikow. Prostota takiej
struktury tadunkéw czynnikowych polega na tym, ze kazda zmienna ma stosun-
kowo najprostsza zawarto$¢ czynnikowa, tj. dominujacy tadunek jakiegos jed-
nego czynnika i odwrotnie — miara danego czynnika sa tylko niektore sposrod
analizowanych zmiennych. W praktyce rzadko mozna doprowadzi¢ do struktury
czynnikowej spetniajacej kryteria struktury prostej, nalezy jednak dazy¢ do uzy-
skania wyniku najbardziej do niej zblizonego.

Do wykonania rotacji najczegSciej stosuje si¢ metode VARIMAX Ilub
QUARTIMAX [5; 9], ktore ostatecznie decyduja o interpretacji modelu, gdyz
rézne metody daja rézne pozycje uktadow osi czynnikow.

Krok V — Interpretacja

Podstawowym zadaniem analizy czynnikowej jest wyznaczenie macierzy
wspolczynnikow a;; zwanych ladunkami czynnikowymi dla i € {1, ...,p},
j € {1, ..., m}. Ladunki te mozna interpretowaé w ten sposob, ze waga czynnika
jest wspdlczynnikiem korelacji migdzy zmienna a czynnikiem. Zatem:

rXiFj = a'ij
dlai € {1,...,p},j €{1,..,m}.

Do interpretacji otrzymanych wynikow szuka si¢ tych zmiennych, ktore
maja najwyzsze (w wartosciach bezwzglednych) wartosci tadunkéw czynniko-
wych dla danych czynnikow. Ladunki czynnikowe opisuja wkiad zmiennej do
poszczegblnych czynnikow.

Czgs¢ catkowitej wariancji wyjasnionej przez j-ty czynnik jest obliczany ze
wzoru:

h Y 100%
T e— 0
1 Al + + /‘{m
gdzie:
Aj — j-ta warto$¢ wiasna macierzy korelacji dla j € {1, ..., m}.
Natomiast procentowy udzial zmienno$ci calkowitej wyjasnionej przez
k pierwszych czynnikoéw oblicza si¢ nastepujaco:
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j=1
3. Poréwnanie efektywnosci analizy sktadowych gtéwnych

I analizy czynnikowe;

3.1. Informacje wstepne

Do badan postuzyty dane z Rocznika Statystycznego Pracy 2010. Analizie

poddano 311 powiatéw Polski ze wzgledu na osiem zmiennych:

Ao e

Bezrobotni poprzednio pracujacy — BPP.

Bezrobotni zwolnieni z przyczyn dotyczacych zaktadow pracy — BZ.
Bezrobotni zamieszkali na wsi — BZW.

Bezrobotni nieposiadajacy prawa do zasitku — BNPZ.

Zatrudnieni w warunkach zagrozenia zwiazanego ze §rodowiskiem pracy — ZSP.
Zatrudnieni w warunkach zagrozenia zwiazanego z uciazliwoscia pracy — ZUP.
Zatrudnieni w warunkach zagrozenia zwiazanego z czynnikami mechanicz-
nymi — ZCM.

Poszkodowani w wypadku przy pracy — PPP.

3.2. Wyniki analizy empirycznej

W artykule tym dokonano redukcji liczby zmiennych opisujacych zrézni-

cowanie powiatéw Polski. Uzyskane wyniki pozwalaja na poréwnanie metody
analizy sktadowych gléwnych oraz analizy czynnikowej, wskazujac przede
wszystkim stopien efektywno$ci kazdej z nich. Obie analizy zostaty przeprowa-
dzone za pomoca programu Statistica.

Przeprowadzajac badanie za pomoca analizy sktadowych gléwnych, wyko-

rzystano macierz korelacji i otrzymano nastgpujace rezultaty:

1.

Korzystajac z kryterium wystarczajacej proporcji, dokonano redukcji o$miu
zmiennych do trzech sktadowych glownych. Na podstawie tabeli 1 mozna
odczytac, iz pierwsza skladowa wyjasnia niecale 42% catkowitej zmiennosci.
Druga sktadowa wyjasnia 26%, a trzecia 10%, co daje tacznie ponad 78%
catkowitej zmienno$ci.
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Tabela 1

Wartosci wlasne wyznaczone dla analizowanych danych, procent calkowitej wariancji
wyjasnionej przez j-ta sktadowa (h j), skumulowane warto$ci wlasne oraz

skumulowany procent wyjasnionej wariancji (H), )

Wartodé Skumulowana
wlasna hj (%) wartosé Hy, (%)
wlasna

Zy 3,349941 41,87426 3,34994 41,87426
Z, 2,087453 26,09316 5,43739 67,96743
Z3 0,813020 10,16275 6,25041 78,13018
Zy 0,645555 8,06943 6,89597 86,19961
Zs 0,477604 5,97005 7,37357 92,16966
Zeg 0,371222 4,64027 7,74479 96,80993
Z7 0,215750 2,69689 7,96055 99,50681
Zg 0,039455 0,49319 8 100

Wykres osypiska ponizej potwierdza t¢ decyzje (rysunek 1).

Wartosci wiasne (korelacje)
Tylko zmienne aktywne

4,0
35¢ 41,87%
30¢F
25}
20 ¢t

15}

Wartos$¢ wlasna

1.0}

0,5}

0,0

-1 0 1 2 3 4 b5 6 7 8 9 10

Numer wart. wtasnej

Rys. 1. Wykres osypiska

Zrédto: Opracowanie whasne z wykorzystaniem programu Statistica.
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2. Ladunki czynnikowe traktuje si¢ jako korelacje miedzy zmiennymi a skladowy-
mi. Dla trzech pierwszych sktadowych fadunki przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2
Ladunki czynnikowe dla trzech pierwszych sktadowych
Zy 2y Z3
BPP -0,833739 0,449623 0,073746
Bz -0,511962 0,137246 -0,818869
BZw -0,564090 0,673689 0,213194
BNPZ -0,826374 0,505603 0,112882
ZSP -0,549488 -0,655135 -0,003492
ZUP -0,534307 -0,460750 0,279763
ZCM -0,539138 -0,511579 -0,020974
PPP -0,716612 -0,503744 0,011093

Pierwsza skladowa ma najwyzsze, ujemnie tadunki czynnikowe ze zmien-
nymi BPP, BNPZ, PPP. Okre§la ona zatem bezrobotnych poprzednio pracuja-
cych, bezrobotnych nieposiadajacych prawa do zasitku, poszkodowanych
w wypadku przy pracy. Druga sktadowa ma najwyzsze tadunki ze zmiennymi
BZW i ZSP, lecz korelacje te nie sa zbyt wysokie. Obie zmienne oddzialuja w
sposob przeciwny na ta sktadowa, BZW dodatnio, a ZSP ujemnie. Trzecia skta-
dowa najsilniej i ujemnie jest zwiazana ze zmienng BZ. Brakuje natomiast skta-
dowej najmocniej skorelowanej ze zmiennymi ZUP i ZCM. Obie te zmienne
maja podobne (w wartosciach bezwzglednych) wartosci tadunkéw dla dwoch
sktadowych — pierwszej i drugiej. Opisana struktura jest daleka od spelnienia
warunkow tzw. prostej struktury.

Warto sprawdzi¢, czy dodanie czwartej skltadowej gtownej nie poprawi po-
wyzszej sytuacji. Jest to do§¢ ryzykowne posunigcie, znacznie wplywajace na
rezultaty, gdyz jedynie kryterium wystarczajacej proporcji jest spetnione. Wyni-
ki przedstawia tabela 3.

Tabela 3
Ladunki czynnikowe dla czterech pierwszych sktadowych
Zy Z, Z3 Zy
1 2 3 4 5
BPP -0,833739 0,449623 0,073746 -0,012254
BZ -0,511962 0,137246 -0,818869 0,179866
BZW -0,564090 0,673689 0,213194 -0,086882
BNPZ -0,826374 0,505603 0,112882 -0,013554
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cd. tabeli 3
1 2 3 4 5
ZSP -0,549488 -0,655135 -0,003492 -0,028257
ZUP -0,534307 -0,460750 0,279763 0,561679
ZCM -0,539138 -0,511579 -0,020974 -0,537121
PPP -0,716612 -0,503744 0,011093 -0,023245

Dodana czwarta sktadowa gtéwna faktycznie jest w najwigkszym stopniu
zwiazana ze zmiennymi ZUP 1 ZCM, ale mimo wszystko w niezbyt wysokim.
Krok ten jeszcze bardziej oddalit od spetnienia warunkoéw prostej struktury, gdyz
zmienne ZUP i ZCM maja teraz podobne (w wartosciach bezwzglednych) war-
tosci tadunkow dla trzech sktadowych.

Przeprowadzajac badanie za pomoca analizy czynnikowej, do wyodrebnie-
nia czynnikéw wykorzystano cztery metody: gtownych sktadowych, gléwnego
czynnika, najwigkszej wiarygodnosci oraz centroidalna. Za kazdym razem wy-
niki sa poprawione za pomoca rotacji Varimax. Wnioski przedstawiono ponizej:
1. Ponizsze tabele zawieraja: warto$ci wlasne wyznaczone dla analizowanych

danych, procent catkowitej wariancji wyjasnionej przez j-ta sktadowa (h;),
skumulowane wartosci wlasne oraz skumulowany procent wyjasnionej wa-
riancji (Hy ) wyliczone za pomoca wymienionych wyzej metod.

Tabela 4
Metoda sktadowych glownych
o I e
F; 3,349941 41,87426 3,34994 41,87426
F, 2,087453 26,09316 543739 67,96743
F; 0,813020 10,16275 6,25041 78,13018
F, 0,645555 8,06943 6,89597 86,19961
Tabela 5
Metoda gtownego czynnika
Wi hy (%) watoké whama Hy (0%
F; 3,04155 38,01933 3,04155 38,01933
F, 1,69275 21,15934 4,73429 59,17867
F; 0,10162 1,27021 4,83591 60,44889
F, 0,02170 0,27129 4,85761 60,72017
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Tabela 6
Metoda najwigkszej wiarygodnosci
i hy 00 watofé winsn Hic (04
F, 2,89747 36,21835 2,89747 36,21835
F, 1,97842 24,73027 4,87589 60,94862
F; 0,27838 3,47970 5,15427 64,42832
F, 0,09061 1,13264 5,24488 65,56097
Tabela 7
Metoda centroidalna
i hy 4 wartofé wiasm Hi (%)
F; 3,08785 38,59812 3,08785 38,59812
F, 1,80870 22,60878 4,89655 61,20690
F, 0,14521 1,81512 5,04176 63,02201
F, 0,11341 1,41763 5,15517 64,43964

2. Wykresy osypiska:

Wykres wartosci wiasnych
4,0

35

3,0

25

2,0

Wart.

0,5

0,0

1 2 S} 4 5 6 7 8

Liczba wartosci wiasnych

Rys. 2. Wykres osypiska — metoda sktadowych glownych

Zrédto: Opracowanie wiasne z wykorzystaniem programu Statistica.
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Wykres wartosci wiasnych
35

3,0

2,5

2,0

Wart.

0,5

1 2 3 4 5
Liczba wartosci wiasnych

Rys. 3. Wykres osypiska — metoda gtéwnego czynnika

Zrédto: Opracowanie wlasne z wykorzystaniem programu Statistica.

Wykres warto$ciwtasnych
35

301

2571

201

Wart.

05

0,0

1 2 3 4
Liczba warto$ciwtasnych
Rys. 4. Wykres osypiska — metoda najwigkszej wiarygodnosci

Zrédto: Opracowanie wlasne z wykorzystaniem programu Statistica.
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Wykres warto$ci wiasnych

3,5

3,0

2,5

2,0

Wart.

0,5

0,0
1 2 3 4 5 6 7 8

Liczba wartosci wiasnych
Rys. 5. Wykres osypiska — metoda centroidalna

Zrédto: Opracowanie whasne z wykorzystaniem programu Statistica.

Zgodnie z wybranymi dwoma kryteriami — kryterium osypiska i kryterium
wystarczajacej proporcji, w ktorym dazy si¢ do jak najwickszego stopnia wyja-
$nionej wariancji oryginalnych zmiennych — dokonano redukcji o$§miu zmien-
nych do trzech czynnikdéw w kazdej z wybranych metod.

3. Tablice z wyodrebnionymi tadunkami czynnikowymi za pomoca wybranych
metod z zastosowana rotacja Varimax przedstawiono ponize;.

Tabela 8
Metoda sktadowych glownych
F F F3
BPP 0,906088 0,193881 0,210087
BZ 0,231644 0,105452 0,941652
BzZw 0,894938 -0,128081 0,013673
BNPZ 0,947446 0,151940 0,174731
ZSP -0,028337 0,846350 0,118490
ZUP 0,162886 0,727659 -0,141502
ZCM 0,051718 0,727890 0,142561
PPP 0,192596 0,838455 0,165270
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Tabela 9
Metoda gléwnego czynnika
F F, F3
BPP 0,937549 0,182561 -0,150723
BZ 0,364813 0,191573 -0,131111
BZwW 0,785418 -0,133661 0,233355
BNPZ 0,971192 0,138627 0,030187
ZSP 0,028123 0,783307 0,021218
ZUP 0,127301 0,571153 0,044913
ZCM 0,103189 0,618082 0,023434
PPP 0,227712 0,804953 -0,095227
Tabela 10
Metoda najwigkszej wiarygodnosci
BPP 0,952829 0,172299 -0,202474
Bz 0,367004 0,190854 -0,079508
BzZw 0,787298 -0,134078 0,253331
BNPZ 0,981287 0,140274 0,064358
ZSP 0,021719 0,830838 0,116879
ZUP 0,130949 0,571697 0,005766
ZCM 0,089348 0,616609 -0,033913
PPP 0,234874 0,825477 -0,181597
Tabela 11
Metoda centroidalna
BPP 0,932927 0,186528 0,175063
BZ 0,361677 0,190384 0,147319
BzZw 0,785637 -0,131191 -0,167420
BNPZ 0,990931 0,135145 -0,053094
ZSP 0,025362 0,811870 -0,079666
ZUP 0,124214 0,573591 -0,115914
ZCM 0,106654 0,616626 0,006779
PPP 0,220190 0,837739 0,134804

Uzyskane wyniki wskazuja, ze najefektywniejsza metoda redukcji zmien-
nych w analizie czynnikowej jest metoda gldownych sktadowych z zastosowana



22 Anna Czopek

rotacja Varimax. Wybdr trzech czynnikow w tej metodzie pozwolil na wyjasnie-
nie 78% catkowitej zmiennoS$ci, co spelnia kryterium wystarczajacej proporcji.
Metoda ta w najlepszym stopniu przyblizyta wyniki analizy do tzw. prostej
struktury, kazda zmienna jest wysoko skorelowana tylko z jednym czynnikiem.

W pozostatych trzech metodach wybér trzeciego czynnika wydaje si¢ zbed-
ny. Niewiele on wnosi do wyjasnienia calkowitej zmiennosci, ktdra sigga mimo
wszystko znacznie ponizej wymaganego poziomu 75%. Wyznaczone czynniki
zachowuja stosunkowo nieduza cze$¢ informacji zawartych w zmiennych pier-
wotnych. Co wigcej, zmienna BZ nie jest powigzana z zadnym czynnikiem,
nawet dodanie czwartego czynnika nie zmienitoby tej sytuacji.

Interpretujac zatem wyniki analizy czynnikowej za pomoca metody skta-
dowych gtownych, czynnik pierwszy wykazuje najwyzsze tadunki dla zmien-
nych BPP, BZW oraz BNPZ, a wigc jest zwiazany glownie z bezrobociem.
Czynnik drugi jest najwyzej skorelowany ze zmiennymi ZSP, ZUP, ZCM oraz
PPP, a wigc jest zwiazany z zatrudnieniem w warunkach zagrozenia i poszko-
dowaniem w wypadkach przy pracy, ogolnie dotyczy cigzkich warunkéw pracy.
Czynnik trzeci, najsilniej zwiazany ze zmienna BZ, réwniez dotyczy bezrobot-
nych, ale konkretnie bezrobotnych zwolnionych. Mozna si¢ zatem pokusi¢
o0 nast¢pujace nazwy dla opisanych czynnikow:

— czynnik pierwszy — ,,Bezrobocie”,
— czynnik drugi —,,Cigzkie warunki pracy”,
— czynnik trzeci — ,,Zwolnienie”.

Podsumowanie

Celem artykutlu bylo poréwnanie efektywnosci analizy sktadowych glow-
nych i analizy czynnikowej. Obie metody stuza do redukcji zmiennych oraz do
wyjasniania istniejacych korelacji migdzy zmiennymi za pomoca kilku nieob-
serwowalnych i nieskorelowanych sktadowych glownych czy czynnikéow. Do
badan postuzyly dane z Rocznika Statystycznego Pracy 2010. Analizie poddano
311 powiatéw Polski ze wzgledu na osiem zmiennych, ktére w konsekwencji
w analizie sktadowych gtéwnych oraz analizie czynnikowej zostaty zredukowa-
ne do trzech sktadowych i trzech czynnikow.

Analiza wybranego przykladu wykazata, iz wyniki otrzymane droga analizy
czynnikowe]j wykorzystujacej metode gtownych sktadowych tatwiej poddaja si¢
interpretacji niz wyniki analizy sktadowych gtownych. Wptyw na to ma niewat-
pliwie mozliwo$¢ wykorzystania rotacji. W tym przypadku analiza czynnikowa
okazata si¢ efektywniejsza.
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COMPARATIVE ANALYSIS OF EFFECTIVENESS OF THE METHODS FOR
REDUCTION OF VARIABLES - PRINCIPAL COMPONENT ANALYSIS AND
FACTOR ANALYSIS

Summary

Principal component analysis and factor analysis are the two most popular met-
hods that allow to bring a large number of studied variables to a much smaller number of
mutually independent principal components or factors. New variables (principal compo-
nents or factors) retain a relatively large part of the information contained in the original
variables, while each of them is a carrier of other substantive content. Both of these
methods of reduction of the variables are often used, because too many pending attribu-
tes increases the range of the difficulty of interpretation.

The main reason of undertaking the project is an attempt to show, that the above-
mentioned methods, although they are very similar, cannot be indentified. Despite the
fact, that in both cases eigenvalues are calculated, factor loadings, etc., but still there are
differences in the way of action, about which it must be remembered. So the usage of
these names the variables are unacceptable.

The article consists of three parts. The first and second chapter are devoted, re-
spectively, to the analysis of the principal components and factor analysis, where a short
characterization of these methods had been made. In the third chapter, on the basis of an
empirical example, we compared the effectiveness of the principal components analysis
and factor analysis.
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WIELOKRYTERIALNY, NIELINIOWY MODEL
WIELKOSCI ZAMOWIENIA MATERIALOW
DLA KOPALNI WEGLA KAMIENNEGO®

Wprowadzenie

W teorii sterowania zapasami wystgpuje wiele modeli, ktore pozwalaja
ustali¢ polityke ustalania zapaséw 1 wyznaczania wielkosci zamowienia.
W wigkszo$ci modeli jako kryterium oceny rozwiazan uzywa si¢ funkcji kosz-
tow (zamawiania i utrzymania zapasoéw) [11; 8].

W pracach [3; 4] przedstawiono wielokryterialne modele, na podstawie kto-
rych mozna wyznaczy¢ wielkosci:

— zamoOwienia,

— terminu zamowienia,

— zapasOw magazynowych,

gdzie jako funkcji skalaryzujacej uzyto funkcji kosztow zwiazanych z wielko-
$cig zamowienia, zapaséw magazynowych oraz brakiem materiatu do produkcji.
W kopalniach wegla kamiennego wchodzacych w sklad Kompanii Weglowej
S.A. wielko$¢ zamowienia podlegajacego ustawie o zamowieniach publicznych
planuje si¢ okoto roku wczesniej. Jest to zwigzane z czasem ustalenia planow
zakupow dla wszystkich kopalni oraz z czasem postgpowania przetargowego.
Zatem wielko$¢ zamowienia materialu dla kopalni nalezy wyznaczy¢ jednora-
zowo na podstawie planow finansowych oraz planéw wydobycia na nastgpny
rok. Do rozwiazania tego problemu zaproponowano wielokryterialny model
wielko$ci zamowienia dla materiatow, ktorych zuzycie, a wigc takze zapotrze-
bowanie jest zmienna losowa o znanym rozktadzie prawdopodobienstwa.

" Praca powstala w ramach realizacji projektu badawczego nr N N524 552038 , Wiclokryterialne
wspomaganie planowania i kontrolowania potrzeb materialowych w przedsigbiorstwie gorni-
czym” finansowanego przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego.
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1. Konstrukcja wielokryterialnego modelu wielko$ci zamdwienia

Niech X; bedzie zmienna losowa o znanej dystrybuancie F; oznaczajaca
wielkos¢ zuzycia materialu M; na ton¢ wydobycia, natomiast z poszukiwana
wielkos$cia zamowienia materiatu M; na tong wydobycia (i = 1, 2,..., S). Zgodnie
Z teorig zapasOw nalezy zamowié taka ilo$¢ z materiatu M;, aby z jak najwigk-
szym prawdopodobienstwem pokryta ona popyt na ten material. Wiadomo, ze
zamrozony w magazynie material zwicksza koszty przedsigbiorstwa. Nalezy
wigc zamawia¢ taka ilo§¢ materiatu, aby wielkos¢ zakupu byta jak najmniejsza,
lecz nie odchylata si¢ zbytnio od przesztych wielkosci zapotrzebowania na mate-
rial, natomiast koszty zakupu wszystkich materiatdw nie przekraczaly pewnej
zadanej kwoty K. Zalozono, ze wielko$¢ zuzycia na materiat M; (i = 1, 2,..., 9)
nie wykazuje trendu ani wahan okresowych. Przyjeto takze, ze wszystkie wia-
domosci o warunkach panujacych w kopalni, majacych wplyw na wielko$ci
zuzycia materiatow, znajduja si¢ w danych z przesztych okresow.

Za funkcje kryteria przyje¢to dla kazdego materiatu M;:

— wielko$¢ zamoéwienia z,

— wielkosci odchylen wielkosci zamowienia z od rzeczywistych wielkosci
zuzycia materialu X1, Xiz,... ,Xin W ostatnich n okresach,

— prawdopodobienstwo braku materialu M; do wykonania robét.
Model ten mozna zapisa¢ w postaci:

Z, — min,
F.(z ) - max,

|Xit -z | — min,

ici z, <K,

i1 (1)
z, 20,

i=12,..,S,

t=12,.,n,

gdzie:

G — cena jednostki materiatu M;,

K — kwota przeznaczona na zakup materiatow My, Mo,..., M,
Przyjeto oznaczenie:

fCHU(ZbZZa- . ZS) = (Fl(zl)aFZ(ZZ)a' ey FS(ZS)7 217 227' ey ZS,

X = Z oo afx — 2] t=1,2,, 1),
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W celu wyznaczenia rozwiazan efektywnych wielokryterialnego problemu naj-
czesciej wprowadza si¢ skalaryzacje zagadnienia [1; 5; 6; 7]. W przypadku roz-
wazanego modelu bedzie ona miata postac:

max(s(u, £, (2,25502,) 1 2, 255002, €0) uel,

gdzie:
u — wektor parametréw sterujacych,
s:U X Y - R — funkcja skalaryzujaca,
Q — zbidr ograniczen.

Jesli oznaczy si¢ przez u; wage nadang przez decydenta materialowi M;
(i=12,...,5) na podstawie wazno$ci materiatu w procesie produkcyjnym, tak
aby u,,u,,..u, >0 oraz u, +u, +...+u =1, to mozna przeprowadzi¢ skala-

ryzacje za pomoca $rednich wazonych. Model wtedy przyjmie postaé:

( iuizi — min (a)
SuF(z)omax  (b)

i=1

S
< Zui|xi, - Zi| — min @

t=12.,...,n

Zcizi <K

i=1

z,20
\i=1,2,..s.

Poniewaz w grupie kryteriéw (c) wystepuja roznice |x” - Zl.| pomiedzy wielko-
$ciami zamdOwienia materialu z; a jego zuzyciem x; w minionych okresach
t=1,2,...,n, wigc warto przeprowadzi¢ proces postarzania obserwacji poprzez

wprowadzenie dla poszczegdlnych okreséw odpowiednich wag. Mozna zasto-
sowac¢ jeden z nastgpujacych sposobéw wyznaczania wag:

t
- w,=——— dlar=1, 2,..., n (wagi liniowe),
n(n+1)
- W EW, b dla =1, 2,..., n przy wy = 0 (wagi harmoniczne),

n(n+1-1t)



Wielokryterialny, nieliniowy model wielkosci zamdwienia materiatow... 27

(1-a)

W, =———dat=1,2,.,noraz a €[0,1] (wagi wykladnicze).

> (-a)

t=1

Dla grupy kryteriow (c) mozna wigc wprowadzi¢ skalaryzacjg nastgpujaco:
n N
Z Zuiwt|xit - Zi|'
t=1 i=1

Jesli decydent wyznaczy wagi @, , ., = 0 ustalajace wazno$¢ po-

szczegblnych grup kryteriow (a), (b), (c), mozna wprowadzi¢ skalaryzacje w posta-
ci:

S
u
a(b)zuiFi(Z )
— i=1
s(u,f (2, 2,,...,2,)) = - = , (2)
u u u
a(a)Zuiz Pt Z:uiwt(xit -z
i=l1 t=1 i=l
gdzie:
z"; — zunitaryzowane wielkosci zamowienia z,,
u . ;. . ;. . .
X, — zunitaryzowane warto$ci wielko$ci zuzycia.
Do unitaryzacji zostanie wykorzystana reguta [7]:
W _ y—min(y, :t =1,2,...,n) 3)
" omax(y,:t=1,2,.,n)—min(y, :t=1,2,...,n)
Wartosci z"i, x"u dla i =1,2,...,5 wyznaczono ze wWzorow:
4 .
Zui = J X . l=1,2,...S,
max(x;, :t=1,2,..,n)—min(x,, :t =1,2,...,n)
X, )
§ = = , i=12,.s

" max(x, :t=1,2,..,n)—min(x, :t =1,2,...,n)

gdzie x; to obserwacje wielko$ci zuzycia materiatu M; w okresach r =1, 2,...n.
Model (1) przyjmie wigc postac:
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a(b)zui F(z")
=

S n s —> max
a(a)zui z' +a(c)z Z:UiWI (‘Xuit - Zui‘)
i=1 t=1 =l
max(X, :t=1,2,..,n)>2z 20
i=1,2,.,S (4)

Zs:ci z <K
i=1

u,u,,.u;,>0, U +uU, +...+u, =1

Aay> Uy Aoy > 0 Ay Ty Ty =1

2. Wskazniki oceny rozwigzan

W artykule przyjeto, ze wszystkie informacje o procesie produkcyjnym,
warunkach panujacych w kopalni majacych wplyw na zuzycie materiatow sa
zawarte w danych historycznych dotyczacych wielkosci wydobycia oraz wielko-
$ci zuzycia materiatdéw. Zatozono, ze w planowanym okresie warunki te si¢ nie
zmienia. Do oceny wielkosci zamowienia z materiatu M; zaproponowano wskazniki
oparte na danych historycznych:

— wskaznik nadmiaru i braku materiatu M; (W),
— wskaznik sumy nadmiaru i braku materiatu M; (Wa).

Zostaly one zdefiniowane na podstawie prostych wskaznikow zyskow
i strat [2] stosowanych na rynkach finansowych:

_ count G, )
" count L,
Y. G,
=1
Wy =, (6)
> L
t=1
gdzie:
X, —Z dy x, —z <0
Glt_\.t | ody x, -z -
0 gdy x;, —z >0,
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X, —z. d x. —z.>0
L _{ it i gy it i (8)

0 gdy x, -z <0,

x; — obserwacje wielkos$ci zuzycia materialu M; w okresach 1 =1, 2,...n,
count G; — liczba r6znych od zera wartosci Gy,
count L; — liczba r6znych od zera warto$ci L;,.
Jesli wskaznik W, >1, to oznacza, Ze przy wielkosci zaméwienia z;

w minionych okresach czg$ciej wystgpowalby nadmiar materiatu M; niz jego
brak. Zaktadajac niezmienno$¢ warunkéw, mozna wtedy stwierdzi¢, ze w pla-
nowanym okresie ta tendencja si¢ utrzyma.

Jesli wskaznik W, >1, to oznacza, ze przy wielkosci zamowienia z;

w minionych okresach sumaryczny nadmiar materiatu M; (zapasy) bylby wigk-
szy niz jego sumaryczny brak. Wynika stad, ze jesli wskaznik W, ma wysoka

warto$¢ (wigksza niz 1), to przy zamoéwieniu z; narastaltyby zapasy materiatu M;.

3. Przyktad zastosowania wielokryterialnego modelu
dla ustalenia wielkosci zamowien na drewno kopalniane
I klej poliuretanowy

Drewno kopalniane jest zuzywane w trakcie robdt eksploatacyjnych do
tworzenia obudoéw wyrobisk kopalnianych, natomiast klej poliuretanowy do
uszczelniania wyrobisk [10]. Na podstawie medianowego testu serii na poziomie
istotno$ci 0,05 stwierdzono, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o braku
trendu miesiecznych wielkosci zuzycia drewna kopalnianego w m’ na tong wy-
dobycia oraz kleju poliretanowego w kg na tong wydobycia. Wykazano takze, ze
wielko$ci zuzycia obu tych materiatdéw nie wykazuja wahan okresowych. Mozna
wigc przyjaé, ze miesigczne zuzycie drewna oraz kleju poliuretanowego wyka-
zuja staty $redni poziom z wahaniami przypadkowymi. W tabelach 1 i 2 podano
podstawowe parametry rozktadu zuzycia drewna i kleju poliuretanowego wy-
znaczone na podstawie miesigcznych danych z lat 2008-2010.

Tabela 1
Podstawowe parametry rozktadu miesi¢cznego zuzycia drewna
Parametry Zuzycie drewna w m>/t
1 2
Warto$¢ maksymalna 0,006892
Warto$¢ minimalna 0,002427
Wartos$¢ srednia m 0,003580
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cd. tabeli 1
1 2
Odchylenie standardowe ¢ 0,00086
Wspolczynnik zmiennosci 0,238
Mediana 0,003506
Kurtoza 4,796
Skosnosé 1,687

Zrodto: Opracowanie whasne na postawie danych z kopalni zrzeszonej w Kompanii Weglowej S.A.

Wielkosci zuzycia drewna wykazuja silng koncentracje wokot Sredniej oraz
lewostronng asymetrie. Na podstawie wielkosci zuzycia drewna (w m’/t) w ostat-
nich trzech latach stwierdzono (testem Kotmogorowa-Smirnowa na poziomie istot-
nosci  0,05), ze jest ono zmienna losowa o rozkladzie normalnym
N(0,00358;0,0086).

Tabela 2
Podstawowe parametry rozktadu miesigcznego zuzycia kleju poliuretanowego
Parametry Zuzycie kleju poliuretanowego w kg/t

Warto$¢ maksymalna 0,201134

Warto§¢ minimalna 0,016772

Warto$¢ $rednia m 0,122

Odchylenie standardowe ¢ 0,045472

Wspolczynnik zmiennosci 0,371583

Mediana 0,120728

Kurtoza -0,140458099

Skosnosé¢ -0,368422971

Zrodto: Jak w tabeli 1.

Wielkosci zuzycia kleju poliuretanowego wykazuja staba koncentracjg wo-
kot $redniej oraz prawostronng asymetri¢. Na podstawie wielkos$ci zuzycia kleju
(w kg/t) w ostatnich trzech latach stwierdzono, ze wielko$¢ zuzycia jest zmienna
losowa o rozktadzie normalnym N(0,122; 0,045472) (badanie wykonano testem
Kotmogorowa-Smirnowa na poziomie istotnosci 0,05). Mozna takze zauwazyc,
ze oba materialy wykazuja duza zmienno$¢ zuzycia.

Dodatkowo stwierdzono na poziomie istotnosci 0,05, ze nie wystgpuje ko-
relacja liniowa pomig¢dzy wielko$ciami zuzycia drewna i kleju poliuretanowego.

W tabeli 3 przedstawiono $rednie ceny jednostkowe drewna, kleju, plano-
wane roczne wydobycie oraz planowana roczna kwot¢ wydatkow na zakup
drewna i kleju poliuretanowego.
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Tabela 3

Ceny jednostkowe drewna, kleju, planowane roczne wydobycie oraz planowana roczna
kwota wydatkéw na drewno i klej poliuretanowy

Cena za kg kleju — ¢, 13,75 zt
Cena za m> drewna — ¢, 296 zt
Planowane wydobycie — W 4 000 000 t
Maksymalny koszt zakupu materiatoéw — K 10 970 000,00 zt

Zrédlo: Jak w tabeli 1.

W modelu (4) zastosowano liniowe wagi w, (¢t = 1, 2,...,36) 1 rozwiazano
zagadnienie dla réznych warto$ci parametréw sterujacych.

W tabeli 4 zamieszczono wartosci rozwiazan optymalnych zagadnienia nie-
liniowego (4) przy réoznych wartosciach parametréw sterujacych (wag). Dodat-
kowo w tabeli zamieszczono wielkosci wskaznikow nadmiaru i braku materiatu
dla kleju poliuretanowego 1 drewna kopalnianego.
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Jak wida¢, dla réznych parametrow sterujacych otrzymano rozwiazania
niewiele si¢ od siebie rozniace. Jesli przyjmie si¢ zamowienie drewna kopalnia-
nego z; = 0,0036 m*/t, to przy zatozeniu, ze warunki w kopalni si¢ nie zmienia,
beda si¢ tworzy¢ zapasy drewna (W, = 1,25). Jesli przyjmie si¢ zamowienie
kleju poliuretanowego z; = 0,12466 kg/t, to przy zatozeniu, ze warunki w kopal-
ni si¢ nie zmienia, beda si¢ tworzy¢ zapasy kleju (W,; = 1,16). Opierajac si¢ na
powyzszych rozwazaniach, decydent musi wybraé rozwiazanie, ktore moze by¢
podstawa ustalania planow asortymentowych w poszczegélnych grupach prze-
targowych drewna kopalnianego oraz kleju poliuretanowego.

Podsumowanie

Na podstawie analizy przyktadu mozna stwierdzi¢, ze wielko$¢ rocznego
zamoOwienia zalezy od warto$ci parametrow sterujacych. Stad zaproponowana
metoda powinna by¢ stosowana w postaci interaktywnej, w ktorej decydent be-
dzie okreslal wielko$ci parametréw sterujacych, poréwnujac koszty zamowien
oraz wielkoSci wskaznikow W,. Zaproponowany model moze stuzy¢ jako po-
moc przy planowaniu rocznych zaméwien na materiaty do produkcji.
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THE MULTI-CRITERIA, NONLINEAR MODEL
OF ORDER SIZE OF MATERIALS FOR HARD-COAL MINE

Summary

In the work there is a multi-criteria model of order size of materials used in produc-
tion presented. It was assumed that the consumption size of each material is a random varia-
ble of known probability distribution. In the model with the purchase cost of materials orde-
red limited there were three criteria: order size, probability of lack of materials in the
production process, deviations of order size from the consumption size in the past periods.

It was shown on an example how to use the model for determining the order sizes
for polyurethane adhesive and wood in one of the hard-coal mines.



Anna Janiga-Cmiel

WYZNACZENIE OKRESU ROWNOWAGI
| STABILIZACJI DLUGOOKRESOWEJ

Wprowadzenie

W rozwoju kazdego zjawiska niezaleznie od tego, jak rozwdj ten jest
uksztattowany przez trend i wahania, mozna wyznaczy¢ okres rownowagi istot-
ny dla krétkiego lub dhugiego okresu i okres ustabilizowanej zaleznoS$ci, rowniez
istotny dla krotkiego lub dtugiego okresu.

W okresie rownowagi sa zachowane parametry rozktadu charakteryzujace
warto$¢ oczekiwana, wariancj¢ i asymetrig, poniewaz w okresie tym ma si¢ do
czynienia z niezmienniczo$cia rozktadu badanych zmiennych. Z kolei okres
ustabilizowanej zaleznos$ci dotyczy kolejnych lat, w ktorych nie obserwuje sig
istotnych zmian w charakterze, sile i kierunku zaleznosci. Dtugookresowa row-
nowaga dotyczy okresu, w ktorym istnieja mechanizmy samoregulujace pozwa-
lajace osiagnaé stan oczekiwany. Jedna z metod wyznaczania przedmiotowych
podokresow opiera si¢ na analizie przyrostow badanych zmiennych.

Zaroéwno w przypadku gospodarki Polski, jak i gospodarek panstw Unii Eu-
ropejskiej zostanie wyznaczony najdluzszy mozliwy okres ustabilizowanego
rozwoju, czyli taki, w ktérym gtéwne wskazniki nie wykaza istotnych zmian.
Taki okres jest potrzebny w celu dokonania poréwnania rozwoju gospodarki
w Polsce i w krajach Unii Europejskie;j.

Rozwdj gospodarczy mozna scharakteryzowa¢ w dwojaki sposob. Jednym
z nich jest analiza wielowymiarowa wybranego, mozliwie najliczniejszego zbio-
ru czynnikow. Moga by¢ one stymulantami lub destymulantami rozwoju gospo-
darczego. Podstawa drugiego ze sposobow jest zmienna charakteryzujaca PKB
ujmujaca w pewnym sensie W sposOb syntetyczny czynniki wykorzystane
w pierwszym sposobie. W niniejszym artykule postuzono si¢ druga metoda wy-
korzystujaca PKB. Ponadto analizie poddano gospodarki nastepujacych krajow:
Polski, Francji, Wielkiej Brytanii, Belgii, Holandii. Analiz¢ wykonano na podstawie
danych obejmujacych lata 1949-2006 zaczerpnigtych z Rocznikéw Statystycznych
i sprowadzonych uprzednio do postaci wzajemnie porownywalnych.



36 Anna Janiga-Cmiel

1. Wyznaczenie macierzy mnoznikow dtugookresowych

Badanie podobienstwa stanu gospodarki w r6znych okresach oparto na ma-
cierzy wartosci mnoznikow charakteryzujacych wariancje i kowariancje stanow
rozwoju gospodarek w poszczegdlnych krajach. Liczba obserwacji wyjsciowego
szeregu powinna obejmowac dlugi okres. Wymiar szeregu czasowego odpowia-
da liczbie porownywanych krajow. W dalszej analizie przez m oznaczono ilo$¢
badanych krajoéw Unii Europejskiej z wylaczeniem Polski. Macierz danych em-
pirycznych szeregu czasowego wielowymiarowego oznaczono przez W. Macierz
W jest wielowymiarowym szeregiem czasowym jednostkowego PKB w rozpa-
trywanych krajach. Macierz W przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1
Wskazniki poziomu jednostkowego PKB Polski i krajow UE

t Lata Polska Francja Wielka Brytania Holandia Belgia

1 2 3 4 5 6 7
1 1958 0,0048 0,0099 0,0420 0,0056 0,0134
2 1959 0,0049 0,0157 0,0363 0,0033 0,0135
3 1960 0,0049 0,0185 0,0405 0,0041 0,0143
4 1961 0,0050 0,0208 0,0451 0,0048 0,0180
5 1962 0,0054 0,0160 0,0501 0,0082 0,0184
6 1963 0,0054 0,0187 0,0555 0,0085 0,0190
7 1964 0,0054 0,0291 0,0614 0,0082 0,0190
8 1965 0,0055 0,0327 0,0597 0,0115 0,0190
9 1966 0,0055 0,0378 0,0598 0,0122 0,0200
10 1967 0,0053 0,0464 0,0706 0,0178 0,0222
11 1968 0,0053 0,0487 0,0734 0,0213 0,0257
12 1969 0,0054 0,0503 0,0763 0,0236 0,0284
13 1970 0,0056 0,0525 0,0809 0,0255 0,0301
14 1971 0,0063 0,0417 0,0636 0,0206 0,0325
15 1972 0,0098 0,0573 0,0938 0,0220 0,0341
16 1973 0,0100 0,0607 0,1180 0,0234 0,0363
17 1974 0,0102 0,0642 0,1273 0,0248 0,0370
18 1975 0,0103 0,0751 0,1346 0,0261 0,0374
19 1976 0,0106 0,0781 0,1386 0,0324 0,0483
20 1977 0,0106 0,0798 0,1416 0,0365 0,0532
21 1978 0,0109 0,0814 0,1443 0,0406 0,0579
22 1979 0,0111 0,0838 0,1474 0,0461 0,0681
23 1980 0,0107 0,0858 0,1535 0,0505 0,0783
24 1981 0,0107 0,0887 0,1622 0,0555 0,0866
25 1982 0,0094 0,0921 0,1644 0,0566 0,0966
26 1983 0,0135 0,0956 0,1710 0,0625 0,1068
27 1984 0,0137 0,1000 0,1833 0,0682 0,1134
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cd. tabeli 1
1 2 3 4 5 6 7
28 1985 0,0140 0,1050 0,1890 0,0732 0,1205
29 1986 0,0139 0,1098 0,1949 0,0787 0,1283
30 1987 0,0143 0,1151 0,2036 0,0842 0,1287
31 1988 0,0222 0,1221 0,2257 0,0877 0,1398
32 1989 0,0198 0,1279 0,2163 0,0915 0,1483
33 1990 0,0182 0,1324 0,2400 0,0933 0,1636
34 1991 0,0189 0,1494 0,2315 0,0975 0,1922
35 1992 0,0186 0,1436 0,2420 0,1149 0,1809
36 1993 0,0189 0,1470 0,2185 0,1052 0,1878
37 1994 0,0369 0,1655 0,2486 0,1049 0,2225
38 1995 0,0380 0,1847 0,2556 0,1217 0,2342
39 1996 0,0391 0,1870 0,2705 0,1181 0,2336
40 1997 0,0403 0,1900 0,2772 0,1369 0,2370
41 1998 0,0421 0,1929 0,2838 0,1286 0,2384
42 1999 0,0430 0,1965 0,2904 0,1296 0,2368
43 2000 0,0529 0,2008 0,2918 0,1478 0,2360
44 2001 0,0683 0,2055 0,3128 0,1504 0,2346
45 2002 0,0690 0,2101 0,2883 0,1734 0,2343
46 2003 0,0809 0,2157 0,2881 0,1691 0,2345
47 2004 0,0974 0,2217 0,3052 0,1757 0,2362
48 2005 0,1090 0,2266 0,3090 0,1983 0,2390
49 2006 0,1303 0,2372 0,3156 0,2060 0,2429

Na podstawie macierzy W wyznaczono macierz teoretyczng przyblizonych
warto$ci mnoznikéw dlugookresowych [5]. Macierz mnoznikéw oznaczono
przez «, przy czym:

17
T=—W'W (D
p

gdzie p oznacza ilo$¢ okresow, jakich dotycza szeregi czasowe. Jest to macierz
W postaci:

SOO SOI SO2 S03 SO4
Sio Szl
=8, T, =% 0 ()
S30 . 72'0 7Z'mm
_S40 _

Dodatkowo przez 7, 0znaczono wektor:
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Sto

%=2° 3)
0

840

Elementami macierzy sg iloczyny skalarne w postaci:

P
5=~ D ww, “

P
Dlai, j = 0,...,m przy czym 0 oznacza wektor wskaznika rozwoju gospodarcze-
go w Polsce, a indeksy j = 1,...,m dotycza wskaznikow rozwoju gospodarczego
w rozpatrywanych krajach. Przez B oznaczono podmacierz macierzy W doty-
czaca krajow innych niz Polska. Przez 7, o0znaczono macierz powstala z ma-

cierzy 7w przez skreslenie pierwszego wiersza i pierwszej kolumny.

2. Wyznaczenie macierzy wag

Poszczegolne wariancje i kowariancje zawarte w macierzy 7 mozna od-
powiednio zrangowac przez przyporzadkowanie im macierzy wag. Kazda z wag
bedzie ilustrowata relacje migdzy stanem gospodarki w kraju i oraz stanem go-
spodarki w kraju j. Wyznaczona macierz wag oznaczono przez K. Macierze K
oraz B maja ten sam wymiar, tzn. maja po p wierszy i mkolumn.

Macierz wag [5] jest zdefiniowana nastgpujaco:

K =Sy (B7,,B")"'B )

Jest tu rozpatrywany model jednoréwnaniowy, wigc w powyzszej definicji So
jest macierza jednoelementowa okreslona wzorem:

1 N
%fBZ%% (6)
t=1

Warto$¢ Sy to czynnik stanowiacy charakterystyke rozpatrywanego rozwoju
gospodarczego w Polsce.

Uwzgledniajac przedstawione oznaczenia, otrzymano macierz struktury
zrownowazonego rozwoju, ktora ma postac:

S=B®K 7
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Przedstawiony iloczyn &® macierzy B oraz K jest rozumiany jako macierz ilo-
czynéw skalarnych odpowiednich wektorow kolumn. Oznaczajac elementy ma-
cierzy B przez wij.J, macierzy K przez [kl.jJ, buduje si¢ macierz S elementow

W postaci:

S. =W, - k:. (8)

Macierze B i K s3 jednakowych wymiardw i takie same wymiary ma ma-
cierz S, ktéra jest macierza iloczynéw elementéw na tych samych pozycjach
w macierzach B i K.

Analiza macierzy S pozwala na wykrycie kolejnych podokresow z przedzia-
hu p okresowego, w ktorym wspotczynnik korelacji wywazonych kolumn PKB
bedzie najwyzszy. Maksymalnej dlugosci przedzial wyznaczony w ten sposob
bedzie okresem rownowagi i stalej zaleznosci dtugookresowej w przedziale da-
nych historycznych. Przedstawiona wyzej macierz S stanowi punkt wyjscia do
wyznaczenia dalszych macierzy charakteryzujacych relacj¢ migedzy dynamika
rozwoju gospodarczego w poszczegolnych panstwach. Macierze te przedstawia-
ja zasadnicza charakterystyke wielowymiarowego rozwoju i sa 0znaczone przez
E i F. Macierz F dotyczy rozwoju gospodarczego w wybranych krajach, macierz
E przedstawia wywazone roznice rozwoju gospodarczego w Polsce i w innych
krajach Unii Europejskiej uwzglednionych tacznie. Macierz F jest wyznaczona
zgodnie ze wzorem:

F=343®wacm3:lsw )
P P

Macierz E wyznaczono wedlug wzoru:
E=F-n,Syr, (10)

Macierze E i F sa macierzami kwadratowymi o wymiarze mxm, gdzie m to ilo§¢
krajow, z ktorymi porownuje si¢ rozw6j gospodarczy w Polsce.

Dla macierzy F, E wyznacza si¢ warto$ci wtasne. O zréwnowazonym roz-
woju zjawiska w poréwnywanych zbiorowosciach mozna méwi¢ wtedy, gdy
macierze E i F (zgodnie z [2]) sa jednakowe lub nie wykazuja istotnej staty-
stycznie réznicy. Ponadto jesli w uporzadkowanych ciagach wartosci wlasnych
stwierdza si¢ réznice i dla kolejnych wartosci wlasnych te roznice beda coraz to
nizsze, to ma si¢ do czynienia ze zjawiskiem, ktore w okreslonych zbiorowo-
$ciach dazy do rownowagi. Natomiast jezeli przyrosty wzgledne kolejnych war-
tosci wilasnych sa coraz to wigksze, oznacza to, ze zjawisko w badanych zbioro-
wosciach nigdy nie osiagnie wzajemnej rownowagi. Minimalny okres rownowagi
w zakresie danych historycznych mozna wyznaczy¢ jako:
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tmin:ﬂl'ﬂ'z'ﬁ%'/h'p (11)

gdzie mnoznik jest iloczynem warto$ci wlasnych A, macierzy E. Liczba warto$ci

wlasnych odpowiada liczebnosci grupy krajow, z ktorymi tacznie poréwnuje si¢
rozwoj gospodarczy Polski.

3. Wyznaczenie macierzy struktury zrownowazonego rozwoju

Zgodnie z rozwazaniami teoretycznymi analiz¢ rozpoczyna si¢ od wyzna-
czenia macierzy mnoznikéw dhugookresowych 7 :

Tabela 2
Macierz mnoznikow dtugookresowych 77
Polska Francja Wlelk? Holandia Belgia
Brytania
Polska 0,00146 0,00435 0,00632 0,00328 0,00482
Francja 0,00435 0,01613 0,02443 0,01153 0,01807
Wielka Brytania 0,00632 0,02443 0,03752 0,01727 0,02725
Holandia 0,00328 0,01153 0,01727 0,00844 0,01302
Belgia 0,00482 0,01807 0,02725 0,01302 0,02068

Na podstawie analizy otrzymanych mnoznikow mozna stwierdzi¢, ze w Polsce
stonno$¢ do dtugookresowej rownowagi byta najnizsza, natomiast w krajach Unii
Europejskiej znaczaco wyzsza.

W tabelach 3 i 4 przestawiono charakterystyke podazania poszczegdlnych
gospodarek do stanu rownowagi. Wida¢, ze w okresie ostatnich pigtnastu lat
wskazniki te sa odpowiednio nizsze dla wybranych krajow Unii Europejskiej
z wyjatkiem Holandii, co oznacza, ze dla tych krajoéw istotne znaczenie ma row-
nowaga rozwoju gospodarczego w okresie catego rozpatrywanego pigédziesie-
ciolecia. Wskaznik dla Polski dla okresu pigédziesigciu lat wynosi 7,22%, a dla
ostatnich pigtnastu lat wzrasta do 13,43%, co oznacza istotno§¢ rownowagi w okre-
sie pigtnastu ostatnich lat.

Tabela 3
Udziat mnoznika dla rozpatrywanego okresu
Kraje Ud.ZIE.ll
mnoznika
Polska 7,22%
Francja 21,48%
Wielka Brytania 31,24%
Holandia 16,21%
Belgia 23,85%
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Sposrod badanych krajow najwyzsza sktonno$¢ do dlugookresowej rowno-
wagi wykazuje Wielka Brytania w skali 31,24% catkowitej zmiennosci w roz-
woju gospodarki. Belgia i Francja charakteryzowaly si¢ podobnym poziomem,
ponad 20%, Holandia 16%, Polska 7%. Wynik ten otrzymano z uwzglednieniem
czterdziestu dziewigciu lat rozwoju gospodarczego tych krajow. Powtarzajac te
sama analiz¢ dla ostatnich pigtnastu lat rozpatrywanego okresu, mozna stwier-
dzi¢ istotne zmiany w dazeniu do réwnowagi:

Tabela 4
Udziat mnoznika dla ostatnich pigtnastu lat
Kraje Ud.ZIE.l}
mnoznika
Polska 13,43%
Francja 25,44%
Wielka Brytania 35,33%
Holandia 20,12%
Belgia 25,67%

Wida¢, ze daznos¢ do rownowagi rozwoju gospodarczego w krotszym
okresie jest wyzsza, a sposrod badanych krajow najwyzszy wzrost notuje Polska.
W celu dalszego i pogiebionego poréwnania rozwoju gospodarczego Polski
i panstw Unii Europejskiej wyznaczono macierz F' zgodnie ze wzorem:

F=10V®KVUV®K)=153' (12)
P P

Jest to macierz w postaci:

Tabela 5
Mnozniki zréwnowazonego rozwoju w UE
Francja Wielka Brytania Holandia Belgia
Francja 2,9 -1,9 -0,7 -0,2
Wielka Brytania -1,9 1,3 0,5 0,1
Holandia -0,7 0,5 0,2 0,1
Belgia -0,2 0,1 0,1 0

Macierz ta ilustruje mnozniki zréwnowazonego rozwoju gospodarki w panstwach
Unii Europejskiej. W dalszej kolejnosci wyznaczono macierz E zgodnie ze wzorem:

E=F-rn,Syr, (13)
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Macierz E przedstawia mnozniki zréwnowazonego rozwoju gospodarki z wyta-
czeniem wptywu Polski na rozwoj gospodarki w tych krajach i odwrotnie,
otrzymujac tym samym macierz w postaci:

Tabela 6

Mnozniki zrbwnowazonego rozwoju gospodarczego krajow UE z wylaczeniem Polski

Francja Wielka Brytania Holandia Belgia
Francja 2,92 -1,93 -0,739 -0,239
Wielka Brytania -1,93 1,291 0,443 0,125
Holandia -0,739 0,443 0,2 0,045
Belgia -0,239 0,125 0,045 0,005

Jednak dla nas interesujacy jest iloczyn wartosci wlasnych jednej macierzy
i drugiej; iloczyn wartosci wiasnych jest rowny wartosci wyznacznika odpo-
wiedniej macierzy:

A - A, =det FF =0,00001708 (14)
Natomiast dla macierzy £ otrzymano:

Ay oo Ay = det E =0,00010795 (15)

Przedstawione iloczyny warto$ci wlasnych nie maja zasadniczo interpretacji
ekonomicznej. Interpretacji podlega jedynie ich zmiana. Przedstawione wartos$ci
wyznacznikdéw spetniaja nastepujacy zwiazek:

det £ = 6,3205-det F (16)

Oznacza to, ze wyznacznik macierzy, w ktorej pominigto powiazania roz-
woju gospodarek Unii Europejskiej z rozwojem gospodarki w Polsce, zwigkszyt
si¢ 6,3205 razy, co oznacza brak jakiejkolwiek wspotzaleznosci migdzy rozwo-
jem gospodarki w Polsce w okresie rozpatrywanych czterdziestu dziewigciu lat.
Wspolzaleznos¢ rozwoju wystepowataby w przypadku, gdyby wartosci defE
i detF istotnie si¢ nie roznity.

W dalszym toku analizy z okresu czterdziestu dziewigciu rozpatrywanych
lat wyodrebniono krotszy podokres obejmujacy pigtnascie lat, tzn. lata dzie-
wigcdziesiate i po 2000 roku. Dla rozpatrywanych pigtnastu lat powtoérzono ana-
liz¢ rownowagi rozwoju gospodarki Polski i wybranych krajow Unii Europe;j-
skiej. Macierz F przyjeta postac:



Wyznaczenie okresu rdwnowagi i stabilizacji dlugookresowej 43

Tabela 7
Mnozniki zréwnowazonego rozwoju w UE dla pigtnastu lat
Francja Wielka Brytania Holandia Belgia
Francja -1936,67 -983,996 1154,162 1738,798
Wielka Brytania -304,538 -92,003 167,692 233,593
Holandia 992,001 419,411 -569,027 -829,409
Belgia 1236,342 658,355 -744,711 -1136,102
Analogiczna macierz E przyjeta nastepujaca postac:
Tabela 8
Mnozniki zréwnowazonego rozwoju gospodarek krajow UE z wytaczeniem Polski
dla pigtnastu lat
Francja Wielka Brytania Holandia Belgia
Francja -1936,704 -984,043 1154,136 1738,761
Wielka Brytania -304,585 92,069 167,655 233,54
Holandia 991,975 419,374 -569,048 -829,438
Belgia 1236,305 658,302 -744,74 -1136,145

Okazuje sig, ze w rozpatrywanym przypadku iloczyny warto$ci wlasnych
réwniez si¢ zmienily, przyjmujac warto$¢ dla macierzy F odpowiednio:

A A, =det FF =1817338,421 a7
Natomiast dla macierzy E otrzymano:
Y ‘A, =det E =1712559,000 (18)

Relacja migdzy wyznaczonymi warto$ciami wyznacznikow jest nastgpujaca:

det E
det F

=0,9424 (19)

Powyzsza zalezno$¢ oznacza, ze pomigdzy wartosciami wyznacznikdw macie-
rzy E oraz F nie wystepuja istotne statystycznie rdznice. Z ekonomicznego
punktu widzenia nalezy zaznaczy¢, ze rozw6j gospodarki polskiej i rozwdj go-
spodarek panstw Unii Europejskiej wraz z uptywem czasu staje si¢ coraz bar-
dziej do siebie zblizony. Nie mozna jeszcze méwié o petnej rownowadze rozwo-
ju gospodarek w Polsce i w panstwach Unii Europejskie;.
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Podsumowanie

Przedstawiona w artykule metoda Johansena wyznaczania okresu roéwno-
wagi i stabilizacji dtugookresowej pozwala na oceng poroéwnawcza dynamiki
szeregow czasowych. Mozna ja rozpatrywac¢ w catym okresie danych historycz-
nych lub poszczegélnych podokresach. Zastosowana metoda pozwala wyzna-
czy¢ minimalny okres réwnowagi lub odpowiedzie¢ na pytanie, w jakim okresie
procentowym rozwdj gospodarczy w rozpatrywanym czasie mozna uznaé za
ustabilizowany. Dla catego pigcdziesigciolecia otrzymano niskie wartosci wila-
sne, a dla ostatnich pigtnastu lat istotnie wyzsze. Oznacza to, ze w ostatnim pict-
nastoleciu wystepuje znaczaca kointegracja rozpatrywanych gospodarek.
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DETERMINATION OF THE PERIOD OF LONG-TERM
EQUILIBRIUM AND STABILITY

Summary

The study examines the development of the Polish economy as well as the econo-
mies of selected European Union countries in the period from 1949 to 2006. Much space
is devoted to a comparative analysis of the development economies in the countries
concerned. Based on statistical data appropriate synthetic variables were set. Much space
is devoted to the theory of the Johansen’s method, to present the dependencies occurring
in the dynamics of economic development in subsequent subperiods. The method allows
for a comparative assessment of the dynamics of time series. The methods are adopted to
examine the level of economic development, to determine the period of long-term equ-
ilibrium and stability.
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TEORIA FAL ELLIOTTA A TEORIA FRAKTALI
— PODOBIENSTWA | ROZNICE W PODEJSCIU
DO MODELOWANIA SZEREGOW ORAZ OPISU
ZACHOWAN INWESTORA

Wprowadzenie

Opisem zachowania inwestora w procesie podejmowania decyzji zajmuje
si¢ wiele teorii ekonomicznych oraz psychologicznych. Niniejszy artykut wska-
zuje na dwie z nich: teori¢ fal Elliotta oraz teori¢ bazujaca na geometrii fraktal-
nej. Obydwie teorie sg interesujace z matematycznego, a w szczegolnosci geo-
metrycznego punktu widzenia, i uwzgledniaja w procesie podejmowania decyzji
inwestycyjnych wptyw danych historycznych na zachowania inwestora, jednak-
ze opieraja si¢ na roznych przestankach, wykorzystuja inne narzedzia matema-
tyczno-ekonometryczne. Zaskakujace sa jednak pewne podobienstwa w mode-
lowaniu np. szeregdw czasowych za pomoca tych dwoéch podejs¢é. Niniejszy
artykut jest zatem polemika na temat mozliwos$ci konstrukcji modelu zachowa-
nia inwestora z zastosowaniem wybranych metod.

Artykut sklada si¢ z trzech cze$ci. W pierwszej krotko podano opis teorii
fal, w drugiej skupiono si¢ na wybranych elementach teorii fraktali, za§ czes¢
trzecia ma charakter empiryczny.

1. Elementy teorii fal

Teoria fal zostala stworzona w latach 30. XX wieku przez Ralpha Nelsona
Elliotta, ktory probowat uwzgledni¢ aspekt psychologiczny w zachowaniu
uczestnikow rynku [4]. Teoria fal Elliotta jest analizqa zmian na rynku akcji
w konteks$cie psychologii thumu. Migdzy innymi na bazie teorii Elliotta rozwingta
si¢ analiza techniczna rynkéw finansowych. Polaczenie metod analizy technicz-
nej, fundamentalnej oraz teorii fraktali zdaje si¢ by¢ ciekawym uzupetnieniem
dotychczas stosowanych metod w teorii inwestowania na gieldzie.



46 Adrianna Mastalerz-Kodzis

1.1. Cykle, ciagi liczb Fibonacciego

Istnieje teoria gloszaca, ze wszystkie zjawiska na $wiecie maja charakter
cykliczny [6]. Niektore cykle trwaja lata, inne miesiace, tygodnie, dni czy minu-
ty. Rynki finansowe takze zachowuja si¢ cyklicznie.

Zgodnie z teoria Elliotta istnieje dziewig¢é stopni trendu ze wzgledu na dhu-
gos¢ cyklu:

— wielki supercykl — od kilku dziesigcioleci do kilku wiekow,
— supercykl — od kilku lat do kilku dziesigcioleci,

— cykl — od roku do kilku Iat,

— fale pierwotne — od kilku miesigcy do kilku lat,

— fala posrednie — od kilku tygodni do kilku miesigcy,

— fale mniejsze,

— fale minutowe,

— fale minutkowe,

— fale subminutkowe.

Ze wzgledu na brak danych trudno jest rozwaza¢ wielki supercykl. Jednak
efekty supercykli az do fal minutowych mozna obserwowa¢ biorac pod uwage
dane makroekonomiczne oraz gieldowe (przyktady w rozdziale 3 niniejszego
artykutu).

Teoria Elliotta opiera si¢ na analizie trzech elementow rynku: ksztattu fali,
proporcji i czasu. Uwzglednia sig¢ w niej aspekty psychologiczne, ktore oddziatu-
jana rynki finansowe. Podstawowe zalozenia tej teorii to:

— rynek podlega cyklicznemu zachowaniu pigciofalowego ruchu w gorg oraz
trojfalowego spadku w dot,
— kazdej akcji odpowiada reakcja.

Wedtug teorii Elliotta ceny zmieniaja si¢ zgodnie z cyklami opartymi na
ciagu liczb Fibonacciego. Moze on by¢ zdefiniowany rekurencyjnie w nastgpu-
jacy sposob:

F(]:O,Fl = 1,
Fn:Fn—l +Fn—27 dlanZZ (1)

Ciag ten posiada wiele interesujacych wilasnosci. Granica ilorazu stosunku
wyrazu ciagu do wyrazu go poprzedzajacego wynosi 1,618. Liczba ta nazywana
»ztotym podzialem” jest jednym z rozwigzan réwnania:

9’ —p-1=0 )

czyli:
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2 3)

Klasyczny wzrost sktada si¢ z pigciu fal, z ktérych trzy stanowia fale wzro-
stu (1,3,5), za§ dwie kolejne fale korygujace (2,4). Podczas spadku powstaja trzy
fale: dwie sa znizkowe (A, C) i jedna wzrostowa (B).

Faza impulsu Faza korygujaca

Rys. 1. Pojedynczy cykl

Zrédto: Opracowanie na podstawie [4].

1.2. Charakterystyka fal cyklu

Fale cyklu posiadaja nastepujace cechy. Fala numer:

1. Jest poczatkiem nowego trendu, moze zaja¢ potowe dlugosci trendu wzrosto-
wego. Jest najczesciej najkrotsza z pigeiu fal. W tym czasie rynek wykazuje
si¢ duza dynamika.

2. Zabiera czes¢ fali 1, nie moze zej$¢ ponizej poziomu poczatku fali 1.

3. Jest zazwyczaj najdtuzsza, najszybciej zmieniaja si¢ ceny podczas jej trwania,
wystepuje najwyzszy wolumen obrotdéw, nigdy nie jest najkrotsza z fal. Co-
raz wigksza rol¢ odgrywaja elementy fundamentalne rynku.

4. Koryguje wzrosty z fali 3. Nie powinna zachodzi¢ na falg 1. Rozni si¢ nachy-
leniem od fali 2.

5. Wykazuje mniejsza dynamike niz fala 3, w trakcie jej trwania dochodzi do
spadkow obrotow, ostabienia sity rynku i zmiany trendu.

A. Jest poczatkiem trendu spadkowego. Czgsto wraz ze spadkami cen docho-
dzi do wzrostu wolumenu, nastgpuje korekta rynku.
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B. Nastgpuje odbicie do géry przy niskim wolumenie obrotéw. Zwyzka mo-
ze siggna¢ szczytu fali 5, jest widoczny podwdjny szczyt, stanowi on sy-
gnat zmiany trendu.

C. Kolejne znizki. Ceny moga spas¢ nawet ponizej dotka fali A.

W praktyce fale moga przybiera¢ rozne zmodyfikowane formy. Na przy-
ktad fale impulsu w trendzie wzrostowym moga si¢ wydtuzaé. Taka sytuacja
zazwyczaj dotyczy jednej z fal impulsu, przy czym pozostale dwie fale sa do
siebie podobne. Na przyktad jezeli wydtuzaniu ulega fala 3, to wowczas fala 1
1 2 maja podobna dhugos¢, budowe i czas trwania. Zmianie moga podlegac takze
fale korygujace.

Kazda fala dzieli si¢ na fale nizszego stopnia, ktore dziela si¢ na fale jesz-
cze nizszego stopnia. Na rysunku 2 przedstawiono dwie duze fale — wzrostowa
i korekcyjna, sktadajace si¢ na jeden pelny cykl. Dziela sig¢ one na osiem mnie;j-
szych fal sktadajacych si¢ z 34 fal jeszcze nizszego stopnia. Przy kolejnym po-
dziale uzyskano 144 fale jeszcze nizszego stopnia.

Pelny cykl dzieli si¢ na cykl hossy, w ktorym wystepuja odpowiednio na-
stgpujace ilosci fal: 1, 5, 21, 89. W nastgpujacym po nim cyklu bessy mozna
wyroznié 1, 3, 13, 55 fal réznych stopni. Wszystkie wymienione powyzej liczby
naleza do ciagu Fibonacciego. Analizujac fale korekty A, B, C, mozna dostrzec,
ze fale spadkowe A i C dziela si¢ na pi¢¢ fal. Wynika to z faktu, ze zmierzaja
one w kierunku zgodnym z fala wyzszego stopnia. Fala B sktada si¢ w tym
przypadku z trzech fal, poniewaz jej kierunek jest przeciwny do fali wyzszego
stopnia.
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5 3| &
Impuls z!: Korekta 1: f«i

b)

Rys. 2. a) Rozne poziomy fal Elliotta, b) Pelny cykl rynkowy (144 fale)

Zrodto: [4].

1.3. Proporcje fal

Przy badaniu proporcji fal maja zastosowanie liczby z ciagu Fibonacciego.

Glowne zalezno$ci mozna zapisa¢ w nastgpujacych punktach:

1.

Jezeli fala 3 si¢ wydtuza, to minimalny jej zasigg stanowi sumg¢ wartosci po-
ziomu doftka fali 2 oraz iloczynu dtugosci fali 1 i liczby 1,618.

. Zasigg fali 5 stanowi sume wartos$ci szczytu lub dna fali 1 oraz podwdjnego

iloczynu dhugosci fali 1 i liczby 1,618.

. Jezeli fale 1 1 3 sa jednakowej dlugosci, wowczas najprawdopodobniej fala 5

bedzie wydtuzona. Jej zasigg oblicza si¢ poprzez dodanie do poziomu dna fa-
li 4 iloczynu liczby 1,618 oraz roznicy odleglosci szczytu fali 3 i poziomu
dna fali 1.

. W przypadku zygzaka (5-3-5) dtugosc¢ fali C oblicza si¢ mnozac liczbg 0,618

i dlugos¢ fali A. Otrzymany wynik jest odejmowany od poziomu dna fali A.
Jezeli ma miejsce ptaska korekta (3-3-5), dlugos¢ fali C stanowi 1,618 fali A.
Obliczone wspotczynniki procentowe Fibonacciego pozwalaja okresli¢

wielkos$¢ przysziej korekty cen. Wykorzystuje si¢ zaokraglone wspotczynniki
38%, 50%, 62%. Podczas silnego trendu korekta moze wynie$¢ 38%, natomiast
w stabym trendzie — 62%.
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Problem analizy czasu w teorii Elliotta jest uwazany za najmniej istotny.
W tym przypadku analitycy doszukuja si¢ rowniez na osi czasu sekwencji liczb
ciagu Fibonacciego.

Teoria Elliotta wyglada efektownie, budzi duze zainteresowanie wsréd ma-
tematykow, a takze inwestorow. Stosowanie analizy rynku z wykorzystaniem
teorii fal wymaga duzego do$wiadczenia. Dlatego tez réwnolegle do analizy
z wykorzystaniem teorii Elliotta powinny by¢ stosowane inne narzedzia i meto-
dy analityczne. Dopiero znalezienie w nich potwierdzenia przypuszczen wysu-
ni¢tych na podstawie teorii fal moze prowadzi¢ do wlasciwych wnioskow.

Teoria fal Elliotta opiera si¢ na regutach czysto matematycznych, graficznie
fale w prostokatnym uktadzie wspotrzednych sa suma odcinkéw (czasem o nie-
skonczenie matej dtugosci). Cykle dlugoletnie sktadaja si¢ z cykli krotszych, na
ktore jeszcze sktadaja sig fale minutowe, minutkowe. Mozna zatem szuka¢ analogii
pomigdzy podziatem fal a elementami geometrii fraktalnej czy tez multifraktalne;.

2. Wybrane elementy geometrii fraktalnej

Ceny akcji oraz indeksow gietdowych w wyniku gry rynkowej zmieniaja
si¢ w czasie. Zmiany te sa odnotowywane w dyskretnych momentach czasu
(kazdego dnia) badz co minutg (notowania ciagte). Wykresy obrazujace zacho-
dzace zmiany w czasie cen instrumentow gietdowych sa famanymi o wymiarze
topologicznym réwnym jeden.

Fraktalem nazywa si¢ zbior A < R" (n > l) , ktory:

— ma wymiar Hausdorffa wigkszy niz wymiar topologiczny”,

— posiada pewna formg samopodobienstwa (samoafinicznosci), moze to by¢
samopodobienstwo przyblizone lub statystyczne,

— w miar¢ powigkszania fragmentoéw zbioru A wigcej jego detali staje si¢ wi-
docznych,

— jest zdefiniowany w prosty, czesto rekurencyjny sposob.

W modelach matematycznych stosowanych w finansach, modelach z cza-
sem ciaglym stosuje si¢ analizg stochastyczna. Wychodzi si¢ z zatozenia, Ze
dynamika procesu zmian cen instrumentéw finansowych (akcji, indeksow giet-
dowych, kursow walutowych) jest opisana za pomoca stochastycznych rownan
roézniczkowych It6. Rozwiazaniami tych rownan sa procesy stochastyczne, kto-
rych trajektorie aproksymuja realne, quasi-fraktalne szeregi czasowe, tj. wykresy
zmian cen instrumentéw finansowych w czasie. Fraktalami losowymi sa wykre-
sy trajektorii procesow stochastycznych z czasem ciaglym, takie jak proces ru-

’ Wymiar Hausdorffa mozna zastapi¢ wymiarem pojemno$ciowym, samopodobienstwa badz tez
korelacyjnym. Zob. [7; 3].
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chu Browna (standardowy, arytmetyczny, geometryczny), utamkowy i multiu-
tamkowy proces ruchu Browna [8; 10; 1].

Obiekty fraktalne posiadaja wlasno$¢ samopodobienstwa. Mozna je podzie-
li¢ na cze$ci o takiej wiasnosci, ze kazda z nich stanowi pomniejszona kopi¢
catos$ci. Wykres wahan cen papierow wartoSciowych wyglada podobnie nieza-
leznie od tego, czy si¢ go pomniejszy, czy tez powigkszy, by dopasowac go do
okreslonej skali czasu lub cen. O samopodobienstwie mowi si¢ wtedy, gdy kaz-
dy element obrazu zostaje pomniejszony lub powigkszony w takim samym sto-
sunku. Jednakze wykresy notowan na rynkach finansowych zachowuja si¢ ,,nie
catkiem podobnie”, biorac pod uwage wykres roczny, miesi¢czny badz dzienny.
Czasami o$ czasu jest bardziej ,,Sci$nigta” od osi cen, czasami na odwrot. Opi-
sem tego typu zachowan rynku sa multifraktale.

Procesy multifraktalne sa zalezne od funkcji Holdera (H(t) € (O,l)),

a utamkowy ruch Browna zalezy od wykladnika Hursta (H € (0,1)) .

Niech (X, d, ) i (Y, dy ) beda przestrzeniami metrycznymi. Funkcje
f: X —> Y nazywamy funkcja Holdera o wyktadniku o (OL > 0), jesli dla kazdych
X,y € X takich, ze d (X, y) <1 funkcja spehia nierdéwno$¢ z dodatnia statq c:

dy (f)f(y)) < e-dx (x,y)* 4)
Niech bedzie dana funkcja f: D — R (D c 5}{) oraz parametr o, € (O,l).
Funkcja f : D — R jest funkcja klasy C* Holdera (f € Ca), jezeli istnieja

state ¢ >0 oraz h, >0 takie, ze dla kazdego x oraz wszystkich h takich, ze

0 <h <h jest spetniona nierownos¢:
[f(x +h)—f(x)|<ch® (5)

Niech xy € D < R. Funkcja f: D — R jest w punkcie x, funkcja klasy

Cog Holdera, jezeli istnieja state ¢€,¢>0 takie, ze dla kazdego

X

X € (XO —&,X, + 8) jest spetniona nierownosc¢:
|f(x)—f(xo)|S(:|X—XO|OL (6)

Punktowym wyktadnikiem Hoéldera funkcji f w punkcie x, nazywa sig

liczbg o ¢ (x 0 ) dang wzorem:

ocf(xo)=sup{oc:fngo} (7
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Funkcja Holdera dla funkcji f nazywa si¢ funkcje, ktora kazdemu punktowi
x € D przyporzadkowuje liczbg o (X)

Niech H, :[O,oo) - (O,l) bedzie funkcja Holdera o wyktadniku o > 0.
Multiutamkowym procesem ruchu Browna z parametrem funkcyjnym H; jest
nazywany proces stochastyczny BHt (t) zdefiniowany dla t > 0 wzorem:

0= gy eV sy Jast)s sy ~“ast)} o

gdzie B jest standardowym procesem ruchu Browna.

1
0,5 -

0
-0,5

1
-15 |

2
-2,5

Rys. 3. Multiutamkowy proces ruchu Browna dla funkeji Holdera w postaci H(t) = (sin %(6t) + 0,1) / 1,3

3. Podejmowanie decyzji z uwzglednieniem powyzszych teorii

Do analizy empirycznej postuza dane indeksu GPW w Warszawie — WIG20
za okres 16.04.1994-21.11.2011. Wida¢ podobienstwa rysunkow teoretycznych
1 i 2 oraz rysunku empirycznego 4. Wyraznie w badanym okresie sa zaznaczone
fale wzrostowe 1, 3 oraz 5, a takze fale znizkowe A oraz C. Mozna takze wyod-
rebnic fale korygujace: 2, 4 oraz B.
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2006-04-18 -
2007-04-18 A
2008-04-18 -
2009-04-18 -
2010-04-18 A
2011-04-18 A

2004-04-18 -
2005-04-18 ~

2002-04-18 -
2003-04-18 -

1994-04-18

1995-04-18 -
1996-04-18 -
1997-04-18 -
1998-04-18 -
1999-04-18 -
2000-04-18 -
2001-04-18 -

Rys. 4. Wartosci kursu zamknigcia indeksu WIG20 w okresie 16.04.1994-21.11.2011

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie danych GPW w Warszawie.

Analizujac dhugos¢ fali A oraz korzystajac z wlasnosci mowiacej, ze dhu-
g0s¢ fali C oblicza si¢ mnozac liczbe 0,618 1 dlugos¢ fali A, otrzymuje si¢ in-
formacje, ze fala znizkowa C zakonczy si¢ okoto 4474 notowania (okoto lutego
2012 roku) na poziomie okoto 1372. Jezeli natomiast ma miejsce plaska korekta,
wowcezas dlugos¢ fali C stanowi 1,618 fali A, czyli fala C zakonczy si¢ okoto
4818 notowania (okoto lipca 1013 roku), mialaby ona jednak poziom ujemny!
Podobnie mozna analizowac¢ fale krotsze oraz liczby z ciagu Fibonacciego.

Dla danych indeksu WIG20 obliczono metoda przeskalowanego zakresu
wyktadnik Hursta. Jego warto$¢ dla catego szeregu to 0,594657, a zatem szereg
jest persystentny, wystgpuje w nim pamig¢, jednakze nie jest on stacjonarny, co
mozna zbadaé za pomoca testu. Swiadczy to takze o braku stacjonarnosci,
np. nieregularny ksztalt wyestymowanej funkcji Holdera. Punktowe wyktadniki
Holdera przedstawia rysunek 5. Wykladniki zawieraja si¢ w przedziale
(0,56;0,61). Swiadczy to o pamigci w szeregu, czyli na obserwacje przyszte maja
wsptyw obserwacje historyczne. Z prawdopodobienstwem bliskim 0,6 po wzro-
$cie wartosci indeksu nastapi kolejny wzrost (po spadku kolejny spadek),
z prawdopodobienstwem 1-0,6 trend si¢ odwroci.
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Rys. 5. Punktowe wykladniki Holdera dla danych WIG20 w okresie 16.04.1994-21.11.2011

Biorac pod uwagg wielkosci wyznaczone za pomoca fal Elliotta, jeszcze przez
kilka miesigcy bedzie wystepowat trend spadkowy, patrzac za$ na wartosci funkcji
Holdera mozna dodaé, ze z niewielkimi wahaniami warto$ci indeksowych.

Podsumowanie

Decydent podejmujacy dziatalno$¢ inwestycyjna kieruje si¢ chegcia osia-
gnigcia maksymalnego zysku przy minimalnym ryzyku. Racjonalny inwestor
moze w tym dzialaniu positkowa¢ si¢ réznymi metodami (w tym iloSciowymi)
umozliwiajacymi analizy i wspomagajacymi proces podejmowania decyzji.

Potaczenie wybranych metod ilosciowych jest uzasadnione, jednakze czas
pokaze, na ile uwzglgdnienie powyzszych metod bedzie przydatne w trakcie
podejmowania decyzji oraz zarzadzania ryzykiem inwestycyjnym. Z pewnoscia
jednak opisane powyzej metody, biorac pod uwagg ich wlasnosci geometryczne,
sg interesujace dla matematyka i przydatne dla inwestora.
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ELLIOTT THEORY AND FRACTALS - SIMILARITIES AND DIFFERENCES
BETWEEN MODELLING FINANCIAL TIME SERIES
AND DESCRIPTIONS OF INVESTORS DECISION MAKING

Summary

The article presents theoretical basis and practical applications of selected quantity
methods that can be used in modeling financial time series, where elements of Elliott
theory and fractal geometry are included. The aim of this work is to present models to
support the investor in decision making, which includes new market tendencies. The
process of investing into financial markets is a dynamic process depending on frequent
changes, that direction and impact is difficult to predict in the long periods of time. This
work shows theoretical basis of used methods and results of carried out empirical analyses.
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MODELE EKONOMICZNE
Z DYNAMIKA CHAOTYCZNA

Wprowadzenie

Od czasu pojawienia si¢ w literaturze pojgcia deterministycznego chaosu
mozna znalez¢ wiele przykladow uktadow dynamicznych (zaréwno z czasem
ciaglym, jak i1 z czasem dyskretnym) o chaotycznej dynamice. Sa wsrdd nich
uktady z réznych dziedzin nauki: matematyczne, fizyczne, chemiczne, biolo-
giczne, medyczne, a takze ekonomiczne.

Do opisu zjawisk ekonomicznych od potowy XX wieku stosuje si¢ nieli-
niowe modele deterministyczne. Podejscie takie zaproponowali M. Kalecki,
J. Tinberger i N. Kaldor, ktorzy do opisu cykli koniunkturalnych [7, s. 261-273]
wykorzystali modele deterministyczne. Jednak ich modele nie opisywaly zbyt
dobrze zlozonej dynamiki zjawisk ekonomicznych [17, s. 113]. W 1975 roku
R. May i J.R. Beddington [13, s. 35, za: 18] zasygnalizowali mozliwos$¢ zasto-
sowania teorii chaosu w ekonomii. Od tego czasu zbudowano wiele nowych
modeli ekonomicznych z dynamika chaotyczna oraz zidentyfikowano chaos
w wielu juz istniejacych. Nieliniowe uktady chaotyczne wzbudzily tak duze
zainteresowanie ws$rod ekonomistow, poniewaz pozwalaja generowac szeregi
o bardzo skomplikowanej dynamice.

W artykule zostana zaprezentowane wybrane modele ekonomiczne o cha-
otycznej dynamice.

1. Chaos deterministyczny

Poczatki teorii chaosu si¢gaja konca XIX wieku i sa zwiazane z pracami
francuskiego matematyka Henri Poincaré. Poincaré, badajac zachowanie si¢
pojedynczych trajektorii trzech ciat niebieskich, odkry? istnienie bardzo ztozo-
nych struktur — trajektorii chaotycznych [19, s. 11]. Do prekursoréw teorii deter-
ministycznego chaosu mozna réwniez zaliczy¢: P. Fatou, G.M. Julia (poczatek
XX wieku) [18, s. 16], G. Birkhoffa (lata dwudzieste XX wieku), M.L. Cartwi-
ghta i J.E. Littlewooda (lata czterdzieste), S. Smale’a, A.N. Kotmogorowa i jego
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wspotpracownikéw (lata szesédziesiate) [19, s. 11]. Prowadzone przez nich ba-
dania wykazaly nieznane wczesniej wlasnosci dynamiki nieliniowej oraz bardzo
skomplikowang i nieregularna dynamike prostych nieliniowych uktadow dyna-
micznych [18, s. 16]. Wsérod wielu badaczy réznych dyscyplin naukowych teorie
chaosu najbardziej rozpowszechnilo odkrycie Edwarda Lorenza w latach sie-
demdziesiatych’. Lorenz odkryt podstawowa ceche nieliniowych uktadow cha-
otycznych — wrazliwo$¢ uktadu na zmiang warunkéw poczatkowych. Rozglos
teorii chaosu i jej zastosowaniom do modelowania uktadéw dynamicznych do-
datkowo nadata praca M.J. Feigenbauma, ktory jako pierwszy wykorzystat
komputery do badania stabo rozumianej w latach 70. nieliniowej dynamiki [15,
s. 32, 286].

Termin ,,chaos deterministyczny” zostal wprowadzony w 1975 roku przez
T.Y. LiiJ.A. Yorke’a, jednak w literaturze mozna znalez¢ wiele definicji cha-
osu w deterministycznych uktadach dynamicznych. Definicje te nie zawsze sa
rownowazne (jednoznaczne), poniewaz wywodza si¢ z roznych dyscyplin ma-
tematycznych, tj. teoria rownan rézniczkowych i ré6znicowych, jako$ciowa teoria
uktadéw dynamicznych czy teoria ergodyczna [23, s. 82]. Pomimo wielo$ci
definicji deterministycznego chaosu spotykanych w literaturze, badacze (na-
ukowcy) sa zgodni, ze prawidlowa definicja chaosu powinna dobrze oddawac
naturg dynamiki chaotycznej, czyli zaklada¢ istnienie dynamiki nieokresowej
w badanym uktadzie deterministycznym, wrazliwo$¢ na zmian¢ warunkow po-
czatkowych oraz istnienie pewnego istotnego mechanizmu deterministycznego
odpowiedzialnego za rekurencyjne zachowanie sig uktadu [16, s. 34].

Powszechnie stosowana definicja chaosu odwotuje si¢ do twierdzenia T.Y. Li
i JLA. Yorke’a o chaosie [23, s. 86]. Twierdzenie podaje stosunkowo latwy do
sprawdzenia warunek wystarczajacy istnienia dynamiki chaotycznej w uktadach
dynamicznych o znanej funkcji generujacej f. Najbardziej znanymi przyktadami
odwzorowan chaotycznych w sensie Li, Yorke’a sa odwzorowanie logistyczne
i odwzorowanie trojkatne. Niektore z powstalych modeli ekonomicznych zostaty
skonstruowane tak, aby spetnialy zatozenia i warunki twierdzenia Li, Yorke’a
[23, s. 188-189]. Przyktadem jest neoklasyczny model wzrostu Daya [5, s. 406-
-414]. Ponadto powstaty rowniez modele generowane przez chaotyczne odwzo-
rowania matematyczne, w szczegdlnosci przez funkcje logistyczng. Przyktadami
sa model wzrostu Havelmo-Stutzera [22, s. 253-276; 23, s. 192-197; 9, s. 122]
oraz chaotyczny model popytu konsumpcyjnego Benhabiba i Daya [1, s. 113-
-118; 2, 5. 37-55; 23, 5. 199-201].

Podstawowym atrybutem dynamiki chaotycznej jest wrazliwos¢ uktadu na
zmiang warunkow poczatkowych. Definicja odwotujaca si¢ do pojgcia wrazli-

* Lorenz rozpoczat swoje prace w 1960 roku, ale spolecznoéé naukowa docenita je dopiero w latach
70. ubieglego wieku.
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wosci zostata sformutowana przez R.L. Devaneya [6, za: 23, s. 88] w 1987 roku.
Wedhug tej definicji uktad dynamiczny (X, f ) jest uktadem chaotycznym

w zbiorze X, jesli odwzorowanie f jest wrazliwe na zmiane warunkdéw poczat-
kowych i topologicznie tranzytywne oraz zbidr punktow okresowych odwzoro-
wania f jest ggsty w zbiorze X.

Miara wspomnianej wrazliwosci uktadu na zmiang warunkéw poczatko-
wych sa wykladniki Lapunowa, ktére mierza $rednie tempo rozchodzenia si¢
w przestrzeni stanow trajektorii poczatkowo bliskich sobie punktéw. Im wigksza
warto$¢ dodatniego najwigkszego wyktadnika Lapunowa, tym wigksza wrazli-
wo$¢ uktadu na zmiang warunkoéw poczatkowych, a takze wigkszy poziom cha-
osu. Istnienie w uktadzie wigcej niz jednego dodatniego wyktadnika okres$la si¢
mianem hiperchaosu [12, s. 241]. Niektérzy autorzy uznaja istnienie dodatniego
najwickszego wyktadnika Lapunowa za warunek konieczny i wystarczajacy
istnienia chaosu w uktadzie [9, s. 103-133].

Trajektorie typowego uktadu chaotycznego tworza w przestrzeni stanow
bardzo ztozona strukture, tzw. dziwny atraktor, ktéra nie wypelnia jej w sposob
przypadkowy. Pojgcie ,,dziwnego atraktora” rowniez jest stosowane do definio-
wania chaosu — uktad jest chaotyczny, gdy ma dziwny atraktor [10, s. 88].

W praktyce do identyfikacji chaosu w procesach rzeczywistych wielu autorow
postuguje si¢ definicja mowiaca, ze uktad dynamiczny jest chaotyczny, gdy jest
wrazliwy na zmiang warunkow poczatkowych [23, s. 161; 20, za: 18, s. 19]. Zaleta
tej definicji jest mozliwos¢ zweryfikowania jej za pomoca najwigkszego wyktadnika
Lapunowa oraz wymiaru korelacyjnego. Natomiast jej wada jest fakt, ze odnosi si¢
tylko do uktadéow dyssypatywnych. W przypadku uktadéw konserwatywnych do
badania regularnosci dynamiki wykorzystuje si¢ pojgcie entropii Kotomogorowa.
Wedlug tej definicji uktad dynamiczny jest chaotyczny, gdy ma dodatnia, skonczona
entropig [18, s. 19]. Nieskonczona entropia oznacza, ze uklad jest losowy, natomiast
entropia rowna 0 oznacza, ze uklad jest deterministyczny.

2. Przyktady chaotycznych uktadéw dynamicznych
2.1. Model Kaldora [7, s. 264-265; 18, s. 38-40]

Jednym z najwczesniejszych nieliniowych modeli ekonomicznych jest opu-
blikowany przez N. Kaldora [11, s. 78-92] w 1940 roku model cyklu koniunktu-
ralnego. Kaldor rozwinat i zmodyfikowal model zaprezentowany przez M. Ka-
leckiego w pracy Proba teorii koniunktury w 1933 roku’. Model Kaldora uktadu
dynamicznego z czasem ciaglym ma postac:

" Kalecki przedstawil swoje dzieto jezyku niemieckim na III Europejskiej Konferencji Towarzy-
stwa Ekonometrycznego w Leyden w 1933 roku, a w 1935 roku Préba teorii koniunktury zosta-
ta opublikowana w jezyku angielskim i francuskim [7, s. 262].
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Y =a(1(Y,K)-S(Y,K)), (1)
K=1I1(Y,K)-K, )
gdzie:
Y = Y(¢) - wielko$¢ produkcji,
K=K (t) — warto$¢ kapitatu zaangazowanego w produkcje,
I1=1 (t) — poziom inwestycji,
S = S(t) - poziom oszczednosci,
0 > 0 — wspodtczynnik spadku kapitatu,
o — parametr.
W swoim modelu Kaldor przyjat nastepujace zatozenia:
1,>0,1,<0,0<S,<1,S8;,>0, (3)
oraz istnieje taki poziom produkcji Y, ze:
I,,>0dlaY<Y, (4)
oraz:
I,,<0dlaY>Y, (5)

gdzie dolne indeksy oznaczaja pochodne odpowiadajace i-temu argumentowi.
Przedstawiony model generuje zachowania cykliczne na podstawie zmiennych

endogenicznych.
Przyjmujac Y= AY ,, K =AK ..1» otrzymujemy dyskretna wersjg modelu
Kaldora:
AYt+l za(lt(Yt’Kt)_St(Yt))’ (6)
AK[+1 :It(Yt’Kt)_é‘Kt' (7
Poniewaz AY , =Y, -Y,AK,, =K, —K,, wigc:
Yo =all,(Y,.K,)-5,,)+Y, ®)
Kz+1 :I[(K,K[)-l-(l—é‘)K[. )

W powyzszym modelu funkcja oszczgdnosci /, moze mie¢ postac:



60 Monika Miskiewicz-Nawrocka

-1 g

[ =c-2W@ef +eY +a Ki , (10)

t
t
gdzie a,c,d,e, f,g,& sa parametrami. Funkcja (10) spetnia zalozenia Kaldora
(3). Dla matych warto$ci parametru a trajektorie uktadu Kaldora zmierzaja do
punktu statego, dla wigkszych wartosci a do cyklu, natomiast dla a przekracza-
jacego pewna warto$¢ krytyczna do dziwnego atraktora [18, s. 39].

Na rysunku 1 przedstawiono dziwny atraktor modelu Kaldora dla warto$ci
parametrow: a=0,2, ¢=20, d=0,01, e=0,05, =280, g=45,
s=021, a=20, 6=0,05, £=0,00001 oraz dla stanu poczatkowego
(Y,,K,)=(65,265) w przestrzeniach (¥,,X,), (¥,,Y,,). (K,.K,,,).
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Rys. 1. Dziwny atraktor w modelu Kaldora w przestrzeniach (Y, K, ) , (Yt Y, ) , (K LK, )
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2.2. Model CARAL [3, s. 145-170, za: 4, s. 53-56]

Model CARAL (Constant Absolute Risk Aversion z funkcja produkcji Le-
ontiewa) nalezy do szerokiej klasy modeli naktadajacych si¢ pokolen OLG.

Rozwazmy gospodarke ztozona z dwoch pokolen: ludzi miodych i ludzi
starszych. Czlonkowie kazdego pokolenia zyja i konsumuja w dwodch okresach
swojego zycia (mtodo$¢ i starosc), ale pracuja tylko w pierwszym z nich, kiedy
sa mlodzi. Niech C, oraz C,,, oznaczaja poziomy konsumpcji w obu okresach,
natomiast |, — poziom pracy w okresie t. Glownym problemem mtodego poko-
lenia na poczatku okresu t jest wybranie pozioméw konsumpcji C; i C,,; oraz
poziomu pracy |, tak aby maksymalizowaé ogdlng uzyteczno$¢ przy pewnych
ograniczeniach budzetowych.

Oznaczmy przez U, (Ct) oraz U, (Ct +1) funkcje uzytecznosci dla poziomu
konsumpcji odpowiednio w pierwszym i drugim okresie. Niech V(lt ) 0znacza uzy-
teczno$¢ pracy (poziom niezadowolenia z kazdej wykonanej jednostki pracy). Za-
16zmy, ze powyzsze funkcje uzytecznosci wyrazaja si¢ nastgpujacymi wzorami:

u(c)=-re%, r>o0, (11)
l o
uz(cm):;ct ,0<a<l, (12)
1
v(l,)=—17, 7 >1. (13)
y

Pierwsze wyrazenie opisuje funkcje uzytecznosci o stalej bezwzglednej
awersji do ryzyka, natomiast dwa pozostate o statej wzglednej awersji do ryzy-
ka. Rozwiazujac wyzej postawiony problem optymalizacyjny, dynamika pozio-
mu konsumpcji wyraza si¢ wzorem :

G = (17 ~rees )" (14)

Powyzsze rownanie opisuje optymalna ewolucje poziomu konsumpcji po-
chodzaca z migdzyokresowych wyboréw konsumenta pomigdzy konsumpcja
a czasem wolnym.

Wprowadzajac do modelu liniowa funkcje¢ produkcji Leontiewa, dynamika
pracy jest dana wzorem:

: Szczegdtowe rozwiazanie zob. [14].
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| = b(lt _Ct)- (15)

Powyzsze réwnania opisuja ewolucj¢ uktadu dynamicznego, gdzie parametr
y >1 oznacza elastyczno$¢ uzytecznoscei pracy, 0 < <1 jest elastyczno$cia
uzyteczno$ci przysztej konsumpcji, b jest wspotczynnikiem produktywnosci,
natomiast I oznacza ,,stromo$¢” wyktadniczej funkcji uzytecznosci.

Medio i Negroni [14] pokazali, ze uktad CARAL (14)-(15) ma punkt réw-
nowagi, ktéry moze zosta¢ zaburzony poprzez zmiang¢ warto$ci parametrow
modelu. W szczego6lnosci, przy odpowiedniej zmianie parametréw, zachowanie
dynamiki modelu pokazuje bardzo bogaty scenariusz, pojawiaja si¢ zachowania
okresowe, nieokresowe, a nawet chaotyczne.

Dla warto$ci parametrow ¥ =1,2, o =0,49, r =3 oraz b=1,57 dyna-
mika uktadu (14)-(15) jest chaotyczna. Przy t — oo trajektorie punktow zmie-
rzaja do ograniczonego zbioru, tworzac chaotyczny atraktor. Chaotyczny atrak-
tor uktadu CARAL dla powyzszych zaprezentowano na rysunku 2.

1.8 1
1.7 1
1.6 4

1.5 1

1.4 4

U]

1.2 4

1.2 4

c(t)

Rys. 2. Chaotyczny atraktor ukladu CARAL (14)-(15) dla stanu poczatkowego C, =0,3, |, =1,3

2.3. Model rynku pracy [8, s. 470-483]

Rozwazmy pewna gospodarke z wyréznionym przedsigbiorstwem oraz wy-
réznionym robotnikiem-konsumentem. Funkcja produkcji przedsigbiorstwa jest
funkcja Cobba-Douglasa. Zaktadajac, ze kapitat ma stata warto$¢ unormowana
do 1, funkcja produkcji wyraza si¢ wzorem:

Y=DL% 0<a<l,D>0, (16)

gdzie D jest parametrem odzwierciedlajacym staly postep technologiczny.
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Niech 7 oraz @ oznaczaja odpowiednio catkowity zysk przedsigbiorstwa
oraz stawke plac. Zaldézmy, ze cena jednostki wytworzonego towaru p jest rOwna
jeden. Woweczas funkcja zysku ma postaé:

7=DL —al . (17)

Rozwiazujac zadanie maksymalizacji zysku (4.19), otrzymujemy funkcje popytu
na pracg¢ dang wzorem:

% =f1(a>)=[a%J”1. (18)

Robotnik-konsument maksymalizuje swoja uzyteczno$¢ wyrazona za pomoca
funkcji CES:

u(C,L)=[C" +(N—L)bF’, be(—om,l), (19)

gdzie N >0 jest maksymalna wielkoscia podazy sity roboczej, a C >0 — po-
ziomem konsumpcji konsumenta.

Zatézmy, ze N =1. Rozwiazujac zadanie maksymalizacji funkcji uzytecz-
nosci (19), przy ograniczeniu budzetowym C = @L, otrzymujemy optymalna
funkcj¢ podazy sity roboczej:

1
L = fy(0)= —. (20)

1+ @b

Niech Z(a)) = L —§ oznacza nadwyzkowy popyt na pracg, gdzie L i S sg bieza-
ca warto$cia popytu i podazy pracy. Placa jest uporzadkowana w sposob ciagly
przez biezacy nadwyzkowy popyt na prace zgodnie z nastgpujaca reguta:

@ =1Ilz(w)=1(L-S),1>0, 1)

gdzie / jest stala.
Ostatecznie model ma postac:

L=g(t”-L)=¢ (—j‘“ -L|=g(f(®)-L). g>0, (22
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S=d(l ~8)=d — 5 |=d(f,(w)-5). d >0, 23)

b

1+ w?!
w=1(L-S),1>0. (24)

L. Fanti i P. Manfredi przeprowadzili numeryczne symulacje pokazujace, jak
zmieniaja si¢ portrety fazowe powyzszego modelu dla r6znych wartosci parametru g,
przyjmujac D=1, a=0,15, b=-10, d =4, | =4 . Symulacje byly przeprowa-
dzone w otoczeniu punktu rownowagi £ = (L*,S*,a)*)= (0.832,0.832,0.182).
Warunkiem poczatkowym byt punkt £, = (0.825, 0.835,0.1 8). Okazato sig, ze
dla warto$ci g >1.068 punkt E, jest lokalnie asymptotycznie stabilny,
w szczegolnosei dla 1.068 < g <1.3 E| jest stabilnym ogniskiem, a nastgpnie
staje si¢ stabilnym weztem. Dla 0,84 < g <1.068 trajektorie punktéw potozo-
nych wystarczajaco blisko punktu £, poczatkowo oddalaja sig¢ od siebie, a na-

stgpnie sa zbiezne do stabilnego cyklu granicznego. W przypadku gdy
0.82 < g < 0.84, cykl wykazuje mate oscylacje dla popytu i podazy. Natomiast

gdy 0.62 < g <0.82, trajektorie punktéw ,,wedruja” w sposdb nieregularny,
losowy w ograniczonym obszarze na ptaszczyznie (L, S ) Przy t — oo trajekto-

rie punktow zmierzaja do ograniczonego zbioru, tworzac chaotyczny atraktor.
Dla 0.53<g<0.62 autorzy otrzymali quasi-okresowy atraktor, a dla

g < 0,53 globalna niestabilnos¢.

Rys. 3. Chaotyczne trajektorie uktadu (22)-(24) na plaszczyznie (S, L) dla g = 0,8. Warunek po-
czatkowy L’ = 0,825, §° =0,835, @, =0,18

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: [8, s. 476].
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Podsumowanie

Pomimo iz pojgcie deterministycznego chaosu pojawilo si¢ w literaturze
blisko 30 lat temu, ciagle brak jest jednej jednoznacznej definicji. Najbardziej
odpowiednia, oddajaca natur¢ dynamiki chaotycznej, wydaje si¢ by¢ definicja
podana na migdzynarodowej konferencji na temat chaosu, zorganizowanej przez
Royal Statistical Society w 1986 roku, gdzie chaos zdefiniowano jako ,,stocha-
styczne zachowanie wystgpujace w uktadzie deterministycznym” [21, za: 18,
s. 16]. Jednak definicja ta jest nieformalna. Zasygnalizowana przez R. Maya
i J.R. Beddingtona mozliwo$¢ zastosowania teorii chaosu w ekonomii spowo-
dowata powstanie wielu nowych modeli ekonomicznych z dynamika chaotyczna
lub odkrycie chaosu w juz istniejacych modelach ekonomicznych. W artykule
dokonano przegladu definicji deterministycznego chaosu oraz zademonstrowano
chaotyczna dynamike wybranych ekonomicznych modeli dynamicznych. Zda-
niem autorki warto byloby podja¢ badania nad ulepszeniem i uzupeieniem
listy modeli proceséw ekonomicznych z dynamika chaotyczna.
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THE ECONOMIC MODELS WITH CHAOTIC DYNAMICS

Summary

Since 1975, when the R. May and J.R. Beddington informed about the possibility
of application of chaos theory in economics, built many new economic models with
chaotic dynamics and chaos have been identified in a number of already existing models.

This paper presents briefly the theory of deterministic chaos and properties of cha-
otic dynamic. In addition, presents some economic models of chaotic dynamics.
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PODPISY NIEZAPRZECZALNE
— PODPISY Z DODATKOWA
FUNKCJONALNOSCIA

Wprowadzenie

Powszechna informatyzacja powoduje, ze w coraz wigkszym stopniu sa do-
stgpne rozne mozliwosci przeprowadzania operacji w sieci. Standardem jest
komunikacja elektroniczna, gromadzenie i zarzadzanie danymi, zakupy interne-
towe, transakcje w systemie bankowos$ci elektronicznej, a coraz wigcej uzyt-
kownikow korzysta m.in. z réznego rodzaju ustug e-urzgdow. Jednym z najistot-
niejszych aspektow zwiazanym z tego typu operacjami jest bezpieczenstwo;
w kwestii tej znaczacy udzial ma wspodtczesna kryptografia, ktéra wykorzystuje
narzedzia matematyczne, a ktorej sprzyja dynamicznie rozwijajaca si¢ technika
komputerowa.

W przypadku réznych transakcji zachodzi konieczno$¢ potwierdzenia ich
wykonania, co jest realizowane przez sktadanie podpisu. W przypadku operacji
wirtualnych jest skladany podpis cyfrowy. Najpowszechniejszym zastosowa-
niem podpisow cyfrowych jest podpisywanie wiadomosci przesytanych droga
elektroniczng. Ta droga odbywa si¢ wymiana dokumentéw z ré6znymi instytu-
cjami i partnerami biznesowymi, sktada si¢ podania administracyjne, uwierzy-
telnia e-faktury, dokonuje si¢ uwierzytelniania transakcji w systemie bankowo-
sci elektronicznej itp. Innym, réwnie istotnym zastosowaniem podpiséw
cyfrowych jest ich sktadanie w celu zabezpieczenia oprogramowania.

Celem sktadania podpisu cyfrowego jest przede wszystkim zagwarantowa-
nie autentycznosci, niezaprzeczalnosci i integralno$ci wiadomosci (dokumentu).
Inng cecha, ktéra w pewnych sytuacjach moze by¢ wymagana, jest dodatkowa
funkcjonalno$¢ podpisu. Najczesciej oznacza to polaczenie algorytmu podpisu
cyfrowego z charakterystycznym protokolem w celu uzyskania dodatkowych
wlasnosci, ktorych zwykly algorytm nie zapewnia. Przyktadem takich algoryt-
mow sa schematy podpisu niezaprzeczalnego. Schematy te, w odroznieniu od
zwyktych schematoéw podpiséw cyfrowych, wymagaja w procesie weryfikacji
podpisu wspotpracy z podmiotem podpisujacym.
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Celem tego artykutu jest przedstawienie wybranych protokotow kryptogra-
ficznych umozliwiajacych sktadanie podpiso6w niezaprzeczalnych, ktére znajdu-
ja zastosowania m.in. w zabezpieczaniu oprogramowania przed kopiowaniem
i rozpowszechnianiem wsrdd oséb nieuprawnionych.

1. Podstawy teoretyczne

Baza konstrukcji algorytmow kryptograficznych sa pojgcia matematyczne.
Glownie wykorzystuje si¢ zagadnienia zwigzane z teorig liczb oraz algebra abs-
trakcyjna. Dlatego tez przytoczono wybrane zagadnienia teoretyczne wykorzy-
stywane przy formulowaniu prezentowanych protokotdow podpisu niezaprze-
czalnego (na podstawie [1; 3; 5]).

Definicja 1. Niech n jest liczba catkowita dodatnia oraz a, b sa liczbami
catkowitymi. Méwimy, ze a przystaje do b modulo n, jesli liczba a i liczba b
daja takie same reszty przy dzieleniu przez n. Zalezno$¢ t¢ zapisujemy w postaci
wyrazenia zwanego kongruencja:

a= b (mod n).

Definicja 2. Niech n bedzie liczba naturalng oraz a liczba catkowita. Ele-
ment X € Z (Z — zbior liczb catkowitych) nazywa sig elementem odwrotnym do
amodulo n, jesli jest spelniona kongruencja:

ax=1 (modn).

Definicja 3. Grupa multiplikatywna grupy Z,, gdzie Z, jest zbiorem w po-
staci Z, =1{0,1,2,...,n—1}, jest Z' ={aeZ :NWD(an)=1}. W szcze-
golnosci gdy N jest liczba pierwsza, wowezas Z, ={aeZ:1<a<n-1}}.

Definicja 4. Rzgdem grupy G lub podgrupy P nazywamy liczbg jej elementow.

—fak.
Definicja 5. Jesli G=1{9":keZ; dla pewnego g € G, gdzie G jest grupa,
to G nazywamy grupa cykliczng, natomiast element g nazywamy generatorem
grupy G.
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Definicja 6. Niech G jest grupa oraz g € G. Jesli istnieje liczba catkowita
dodatnia r taka, ze zachodzi ¢ = 1, to najmniejsza taka liczbe nazywa si¢ rzedem
elementu g w grupie G. Oznaczamy r = rzadg a.

Definicja 7. Niech n bedzie liczba naturalng oraz a liczba catkowita taka, ze
NWD(a, n) = 1. Rzgdem liczby a modulo n nazywamy najmniejsza liczbg natu-

ralna r taka, ze @' =1 (modn).

Twierdzenie 1. Niech g € G (G — grupa multiplikatywna) i niech k; | beda licz-
bami catkowitymi. Wowczas §' = g% wtedy i tylko wtedy, gdy | =Kk (mod rzads Q).

Definicja 8. Niech n bedzie liczba naturalna. Funkcja Eulera ¢(n) nazywa-
my liczbg elementéw naturalnych K takich, ze k < n oraz wzglednie pierwszych z n.

Definicja 9. Niech g e Z;. Jesli rzad g wynosi @(n), to o g méwimy, ze
jest generatorem lub elementem (pierwiastkiem) pierwotnym Z:. Jesli Z: ma

* 4 . . . . .
generator, to o Z, mowi sig, ze jest cykliczna.

Definicja 10. Niech n bedzie liczba naturalna oraz a liczba catkowita taka,
ze NWD(a, n) = 1. Jesli rzad elementu a modulo n wynosi ¢(n), to & nazywamy
pierwiastkiem pierwotnym modulo n.

Definicja 11. Niech p bedzie liczba pierwsza oraz niech g bedzie pierwiast-
kiem pierwotnym modulo p. Dla kazdej liczby catkowitej A € {1, 2, ..., p— 1}
istnieje wyktadnik a € {0, 1, ..., p— 2} taki, ze:

A= g?%(mod p).

Wyktadnik ten nazywamy logarytmem dyskretnym liczby A przy podstawie g
(a=loggA).

2. Podpisy niezaprzeczalne

Podpisy niezaprzeczalne sa rodzajem podpisu, ktorego weryfikacja wymaga
wspotpracy z osoba podpisujaca — sktadajacy podpis ma kontrolg nad sprawdza-
niem podpisu oraz nad podmiotami sprawdzajacymi (osoby trzecie nie moga
uzyska¢ potwierdzenia autentycznos$ci informacji/dokumentu bez konfrontacji
z osoba podpisujaca). Takie okreslenie podpiséw niezaprzeczalnych nie ttuma-
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czy ich ,,niezaprzeczalno$ci”’; nazwa wywodzi si¢ stad, ze jesli podmiot podpisu-

jacy bylby zmuszony do potwierdzenia albo wyparcia sig¢ podpisu, to nie jest on

w stanie falszywie zaprzeczy¢ swojemu autentycznemu, poprawnemu podpisowi.

Podpisy niezaprzeczalne moga by¢ stosowane w réznych sytuacjach (na
podstawie [2; 4]). Jedna z mozliwos$ci zastosowania jest np. ochrona prywatno-
$ci osoby — sygnowanie podpisem niezaprzeczalnym informacji przekazanej
danemu podmiotowi (np. prasie) uniemozliwia sprawdzenie autentycznosci wia-
domosci osobom nieuprawnionym. Inna mozliwoscia wykorzystania podpiséw
niezaprzeczalnych jest sktadanie ich na pakietach oprogramowania — sprzedajac
taki pakiet, podmiot sprzedajacy przeprowadza transakcj¢ z konkretnym nabyw-
ca, ktory moze sprawdzi¢ autentyczno$¢ oprogramowania; gdyby jednak nabyw-
ca zrobil kopig i1 sprzedat pakiet kolejnemu nabywecy, ten trzeci nie moze zwery-
fikowaé autentyczno$ci bez udzialu w tym procesie podmiotu pierwotnie
sprzedajacego (pierwszy kupujacy traci wiarygodno$¢ i jest ,na cenzurowa-
nym”). Kolejna mozliwo$¢ zastosowania podpisu niezaprzeczalnego opisuje
nastgpujaca sytuacja: klient posiada w banku skrzynke depozytowa; kazdorazo-
we skorzystanie ze skrzynki musi by¢ przez klienta potwierdzone, np. data
i godzina. Jesli klient zlozy na potwierdzeniu podpis niezaprzeczalny, bank nie
jest w stanie nikomu udowodnié, bez skontaktowania si¢ z wlascicielem skrzyn-
ki (klientem), ze ten ze skrzynki skorzystat.

Konstruowanie schematéw pozwalajacych na sktadanie podpisow nieza-
przeczalnych jest mozliwe dzigki technikom kryptograficznym.

Schemat podpisu niezaprzeczalnego jest podzielony na etapy, a gtdéwnymi
podmiotami sa podmiot podpisujacy i weryfikujacy. Posta¢ (warto$¢) podpisu
niezaprzeczalnego jest uzalezniona od dokumentu, pod ktérym ma by¢ ztozony,
oraz od klucza prywatnego podmiotu podpisujacego. Mozna wyszczegolnié
nastepujace etapy protokotu podpisu niezaprzeczalnego (na podstawie [1]):

1. Generowanie klucza — podmiot podpisujacy generuje dwa klucze: podpisy-
wania i weryfikacji. Pierwszy z nich jest kluczem prywatnym (tajnym), na-
tomiast drugi z nich jest kluczem publicznym.

2. Generowanie podpisu — majac do dyspozycji dokument oraz klucz podpisy-
wania, podmiot podpisujacy oblicza podpis pod tym dokumentem.

3. Weryfikacja podpisu — dokonuje si¢ jej z uzyciem dokumentu, podpisu i klu-
cza weryfikacji podmiotu podpisujacego. Strona weryfikujaca wysyta podpi-
sujacemu zapytanie. Podpisujacy, posiadajac dokument, zapytanie i tajny
klucz, oblicza odpowiedz i przesyta ja podmiotowi weryfikujacemu. Dyspo-
nujac dokumentem, podpisem, kluczem weryfikacji podpisujacego oraz
otrzymang odpowiedzig na zapytanie, weryfikujacy przeprowadza weryfika-
cje 1 podpis zostaje zaakceptowany albo odrzucony.
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3. Schematy Chauma-van Antwerpena
3.1. Schemat Chauma-van Antwerpena podpisu niezaprzeczalnego

Bezpieczenstwo przedstawianego algorytmu wynika z trudnosci rozwiazy-
wania zagadnienia znajdowania logarytmu dyskretnego w cyklicznej podgrupie

rzedu g nalezacej do Z; (wedhug [2]):

1. Generuje si¢ klucz prywatny i publiczny podpisujacego — wybiera si¢ liczby
pierwsze p i ( takie, ze q dzieli p — 1. Wybiera si¢ generator g grupy cyklicz-
nej rzedu q w Z*p : losuje sie element be Z*p i oblicza warto$¢
g=b"®"""MOD p, przy czym jezeli g = 1, nalezy wylosowa¢ inna war-
tos¢ be Z*p , taka by g # 1. Nastgpnie wybiera si¢ losowo liczbg pierwsza a,
a e (1,g— 1] i oblicza wartos¢ y=g*MOD p. Kluczem prywatnym pod-

miotu podpisujacego jest & natomiast kluczem publicznym jest czworka (p,

a9 Y).

2. Podpis s, generowany pod wiadomoscia (dokumentem) W przyjmuje postac
s=w*MOD p

3. Weryfikacja podpisu przebiega etapami: podmiot weryfikujacy otrzymuje
klucz publiczny podpisujacego, losuje tajne niezerowe wartosci catkowite

. . rr . _ u ) 7

U,veZ, i oblicza warto$¢ zapytania Z=S"Yy MOD p, ktéra wysyta do
podpisujacego. Podmiot podpisujacy oblicza 0= (Z) “'MOD p, gdzie a”'
jest odwrotnoscia do a modulo q — odpowiedz jest odsytana podmiotowi we-
ryfikujacemu, ten z kolei, oblicza warto§¢ 0'=w"g" MOD p i jesli wartos$é
ta jest rOwna warto$ci 0 — podpis jest akceptowany, w innym przypadku — od-

rzucany.
Poprawnos$¢ powyzszego schematu wynika z nastgpujacych przeksztatcen:

0=(2)* MOD p=(s'y")® MOD p=WwW*g®)* MOD p=
=(W'g")® MOD p=w'g"MOD p=2zMOD p=0
Jezeli podpis s jest sfalszowany, prawdopodobienstwo tego, ze podmiot we-
ryfikujacy nie odrzuci podpisu, wynosi co najwyzej %, co w przypadku dosta-

tecznie duzej wartosci ( jest mata liczba.
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Przykiad 1
Niech p =47 i g = 23 spetniaja warunek, ze ( jest dzielnikiem p — 1. Dla wy-
branej wartosci b=13 e wa generatorem grupy cyklicznej rzedu 23 w wa jest:

g=b"®"""MOD p=13>MOD 47 =28.
Niech dalej catkowita liczba a, a € (1, 22] jest rbwna a = 11. Wowczas
warto$¢ y wynosi:
y=g*MOD p=28""MOD 47=18.
Kluczem publicznym podpisujacego jest czworka (47, 23, 28, 18), a jego
kluczem prywatnym wartos¢ a=11.

Niech wiadomoscia w, pod ktora ma by¢ ztozony podpis, jest w= 110101.
Podpisem s, sktadanym pod wiadomoscia w, bedzie wartos¢:

s=w*"MOD p=110101"MOD47 =17

Niech wartosci U,V e Z, ktore losuje podmiot weryfikujacy po uzyskaniu
klucza publicznego, wynosza U = 9, v = 15. Warto$¢ zapytania przesytana na-
stepnie do sktadajacego podpis wynosi:

z=s"y*"MOD p=17°-18°" MOD 47 =25
Podpisujacy oblicza odpowiedz, uzyskujac warto$c:

0=(2)* MOD p=25*MOD47 =37,

gdzie @' =21 jest odwrotno$cia do @ = 11 modulo 23. Warto§¢ odpowiedzi
jest wysytana podmiotowi weryfikujacemu, ktéry dokonuje obliczenia:

0'=w'g"MOD p=110101°28" MOD47 = 37.

Poniewaz uzyskano rownos¢ wartosci 0= 0’, wigc podpis jest akceptowany.

Podmiot sktadajacy podpis, w jakiej$ niedogodnej dla siebie sytuacji, mogl-
by chcie¢ wyprzeé si¢ swojego poprawnego podpisu. Istnieje jednak mozliwos¢
sprawdzenia, za pomoca odpowiedniego algorytmu zabezpieczajacego przed
wyparciem, czy podmiot probuje wyprzeé si¢ waznego podpisu; algorytm ten
umozliwia takze sprawdzenie, czy podpis nie jest sfalszowany.
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Protokél Chauma-van Antwerpena chroniacy przed wyparciem si¢ podpisu

Protokét ten, dla danego podpisu s oraz klucza publicznego podmiotu pod-
pisujacego, wymaga m.in. dwukrotnego zastosowania schematu weryfikacji
opisanego wyzej (na podstawie [2]):

1. Podmiot weryfikujacy, po uzyskaniu klucza publicznego podmiotu podpisu-
jacego, losuje tajne niezerowe wartosci catkowite U,,V, € Zq i oblicza war-

tos¢ z=s"y" MOD p, ktora przesyta podpisujacemu. Podmiot podpisuja-
cy oblicza 0=(2) “ MOD p i odsyta ja podmiotowi weryfikujacemu. Jesli
warto$é 0 jest rowna wartoéci wyznaczonej wedhug wzoru 0 =w" g" MOD p
, podpis Sjest akceptowany i protokot jest zatrzymywany.

2. Ponownie podmiot weryfikujacy losuje tajne niezerowe wartosci catkowite
U,,V, € Z, ioblicza warto$¢ Z'= s® y*" MOD p, ktora przesyta podpisuja-

cemu. Podmiot podpisujacy oblicza 0'= (Z')afl MOD p i odsyta ja podmio-
towi weryfikujacemu. Jesli zachodzi 0'=w"g" MOD p, podpis s jest ak-

ceptowany 1 protokot jest zatrzymywany.

c=(og™")*“MOD p

3. Podmiot weryfikujacy oblicza warto$ci oraz

(O Y -V u;
c'=(0'g )" MOD p. Jezeli wartosci te sa rowne, wnioskuje sig, ze pod-
pis S jest sfatszowany. W przeciwnym wypadku uznaje si¢, ze podpis jest
wazny, a podmiot podpisujacy usituje si¢ podpisu wyprzec.

Przyklad 2
Niech warto$ci niezbedne do ztozenia i zweryfikowania podpisu sa takie
same, jak w przyktadzie 1:

p=47,q=23,
b=13, g=28,
a=11, y=18.

Kluczem publicznym podpisujacego jest czworka (47, 23, 28, 18), a klu-
czem prywatnym wartos¢ a = 11. Wiadomos$cia W jest wartos¢ w = 110101.
Podpis, wyznaczony na podstawie schematu Chauma-van Antwerpena, wynosi
17. Zatozono jednak, ze niepowotana osoba sfalszowata podpis i wysyta weryfi-
kujacemu wartos¢ s = 16. W celu wykazania falszerstwa jest przeprowadzany
protokot Chauma-van Antwerpena chroniacy przed wyparciem sig podpisu.

Weryfikujacy losuje niezerowe wartosci catkowite U,,V, € Z,;. Niech

warto$ci te wynosza U, = 9,V, = 4. Wartos¢ zapytania wysylana do sktadajace-

g0 podpis wynosi:
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z=s"y"MOD p=16"-18* MOD 47 = 21.
Podpisujacy oblicza nastepujaca odpowiedz, ktora odsyta weryfikujacemu:
0=(2)* MOD p=21*’MOD47 =34,

gdzie a”' =21 jest odwrotnoscia do a = 11 modulo 23. Podmiot weryfikujacy
porownuje te warto$¢ z odpowiadajaca jej wartoscia obliczona wedtug wzoru:

o=w"g" MOD p=110101"28* MOD47 = 36.

Poniewaz wartosci sa rozne, wigc jest przeprowadzany kolejny etap protokotu.
Weryfikujacy losuje kolejne niezerowe wartosci catkowite U,,V, € Z,;.

Niech U, =8,v, =5. Wartos¢ zapytania wysytana do sktadajacego podpis wy-

nosi tym razem:
Z=s"y"MOD p=16°-18° MOD 47 =6.

Odpowiedz, ktéra ponownie oblicza podpisujacy i odsyla weryfikujacemu,
Wwynosi:

0'=(2)* MOD p=6>'MOD47 =17.

Podmiot weryfikujacy porownuje te warto$¢ z wartoscia obliczona za po-
moca WZzoru:

0'=w"g"” MOD p=110101°28° MOD47 = 6.

Poniewaz warto$ci sa rdzne, wigc jest przeprowadzany ostatni etap protoko-
hu. Podmiot weryfikujacy oblicza elementy Ci C’:

c=(0g™)“MOD p = (34-287*)* MOD47 = (34 -14)* MOD 47 = 24

gdzie 14 jest odwrotnosécia do 28" modulo 47 oraz:

c'=(0'g™)"MOD p=(17-287)"MOD47 = (17-24)°’MOD 47 = 24

gdzie 24 jest odwrotnoscia do 28° modulo 47. Poniewaz ¢ = C’, wigc na podsta-
wie protokolu wnioskuje si¢, ze podpis S= 16 jest sfalszowany.
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4. Przeksztatcalne podpisy niezaprzeczalne

Podpis przeksztatcalny mozna weryfikowaé, zaprzecza¢ oraz przeksztatcac
do postaci zwyktego podpisu cyfrowego. Przy jego konstrukcji wykorzystuje si¢
algorytm podpisu ElGamala. Algorytm przeksztalcalnego podpisu niezaprze-
czalnego przebiega nastgpujaco (na podstawie [4]):

1. Wybiera si¢ liczby pierwsze p i ( takie, ze ( dzieli p — 1, wybiera si¢ genera-
tor g grupy cyklicznej rzedu q w Z;: losuje si¢ element b e ZT) i oblicza
warto$¢ g =bPIMOD p, przy czym jezeli g = 1, nalezy wylosowa¢ in-
na warto$¢ b e Z; taka, by g # 1. Wybiera si¢ losowo liczby a i d, takie ze

a, de (1,q— 1] i oblicza wartosci y=g*MOD p oraz X=g°MOD p.
Kluczami prywatnymi podmiotu podpisujacego sa a i d, natomiast kluczem
publicznym jest piatka liczb (p, g, 9, Y, X).

2. W celu obliczenia przeksztatcalnego podpisu cyfrowego sktadanego pod
wiadomos$cia W losuje si¢ niezerowq liczbg t e Zq 1 oblicza si¢ warto$ci

T =g'MOD p oraz W=TtdwMOD(.

3. Generuje si¢ zwykly podpis ElGamala dla wiadomosci W — losuje sig liczbg
k, k<p-1taka, ze NWD(k, q— 1) = 1. Oblicza si¢ warto$¢ | wedtug reguty
| = ngOD p i za pomoca algorytmu Euklidesa wyznacza si¢ podpis S

z zaleznoSci:

w=la+ks(modq).

Wartosci (I, S) oraz T stanowia podpis ElGamala.

4. Podmiot podpisujacy sprawdza swoj podpis i pokazuje go weryfikujacemu:
podmiot weryfikujacy losuje dwie liczby 8, ¢ e Z,, oblicza
c=T™ g° MOD p i przesyta warto$¢ podpisujacemu. Podpisujacy wybie-
ra liczbe losowa v i oblicza h, =cg”MOD p oraz h, =h’MOD p. War-
tosci te sa wysytane weryfikujacemu, a ten przesyta podpisujacemu wartosci
0 1 €. Podpisujacy sprawdza réwnos¢ C =-|-thng MOD p i przesyta y we-
ryfikujacemu. Ten z kolei sprawdza, czy zachodzi h, :TTW‘Sg”y MOD p
oraz h, = y"’1¥x**’MOD p.

Poprawnos$¢ powyzszego schematu wynika z nastgpujacych przeksztatcen:
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h =T™ g“’MOD p=cg’MOD p=h,
h, = y*I¥x“"MOD p=g*'g**g*“* MOD p=(g"*)'(g*" ] MOD p =
w Y [ L err \d w )0 [ ety \d
:(g ) (g 7) MODp:(thd ) (g 7/) MODp:
_ (gtTW6 )d (g ety )d MOD p = (TTW5g5+7 )d MOD p = hld MOD p=h,.
Jedli zostanie powszechnie udostgpniona warto$¢ d, podpisujacy moze

przeksztatci¢ swoje podpisy niezaprzeczalne w zwykle podpisy cyfrowe, a za-
tem takie, ktorych weryfikacja nie wymaga interakcji z podpisujacym.

Przyklad 3
Niech poczatkowe warto$ci umozliwiajace ztozenie podpisu sa takie same,
jak w przyktadzie 1, zatem:

p=47,q=23,
b=13, g=28,
a=11, y=18.

Ponadto niech d = 17, wowczas:
x=g*MOD p =28"MOD47 =21.

Kluczem publicznym podpisujacego jest piatka (47, 23, 28, 18, 21), a klu-
czem prywatnym sg wartosci a = 11 oraz d = 17. Wiadomo$cia, ktora podpisuja-
cy chce zatwierdzic, jest warto§¢ w= 110.

Obliczenie podpisu wymaga wylosowania réznej od zera liczby t e Z,,;

niech t = 19. Oblicza sie wartosci:
T =g'MOD p=28"MOD47 =14,
w=TtdwMODQg=14-19-17-110MOD 23 =22.

Generowany jest podpis ElGamala dla wiadomosci W’. Niech liczba K, k < 46
oraz wzglednie pierwsza z q— 1 =22 jest rowna K= 41. Wowczas warto$¢ | wynosi:

| = g*MOD p =28*'MOD47 = 24,
a podpis S wyznacza si¢ z zaleznosci W=la + ks(mod Q) , zatem:

22=24-11+41-s(mod23),

skad s= 7. Podpisem jest para (24, 7) oraz warto$¢ T = 14.
Weryfikacja podpisu dokonuje si¢ etapami. Podmiot weryfikujacy losuje dwie
liczby: & 1 €; niech & = 7 oraz € = 12. Wykorzystujac te liczby, oblicza warto$¢:
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c=T™ g° MOD p =14"""""28"> MOD 47 = 21,

ktora przesyta podpisujacemu. Ten z kolei losuje liczbg y; niech y = 16. Podpisu-
jacy oblicza dwie wartoSci:

h =cg’MOD p=21-28'°MOD47 =4,
h, =h'MOD p = 4" MOD47 = 27.

Wartosci te wysyta weryfikujacemu, a ten przesyta podpisujacemu wartosci
i €. Za pomoca tych wartosci podpisujacy sprawdza rownosc:

c=T™"g* MOD p
i przesyta y weryfikujacemu. Ostatecznie weryfikujacy sprawdza, czy zachodzi:
h =T™ g“”MOD p =14"*"""728"*"°MOD 47 = 4
oraz:

h2 — y|5| S5X5+7MOD p — 1824-7247‘721124—16 MOD 47 — 27 )

Podsumowanie

Bezpieczenstwo implementowanych protokotow, a takze ich funkcjonalnosé
sa jednymi z najistotniejszych zagadnien, jakimi zajmuje si¢ wspotczesna kryp-
tografia. Tworzenie bezpiecznych algorytmoéw jest mozliwe dzigki stosowaniu
pewnych trudnych do rozwiazania probleméw dla duzych liczb caltkowitych,
takich jak np. znajdowanie logarytmu dyskretnego w cyklicznej podgrupie rz¢du
g nalezacej do Z;. Trudno$¢ rozwiazywania tych zagadnien daje gwarancjg

bezpieczenstwa wykorzystywanych protokotow, a zarazem bezpieczenstwa
przeprowadzanych operacji.

Przedstawione w tej pracy protokoty Chauma-van Antwerpena oraz proto-
kot przeksztatcalnych podpiséw niezaprzeczalnych sa protokotami podpisow
ukazujacymi zastosowanie zmodyfikowanych algorytméw podpisow cyfrowych,
ktorych weryfikacja wymaga bezposredniej konfrontacji z podmiotem sktadaja-
cym podpis. Jest to uzyteczne zwiaszcza wtedy, gdy podmiot podpisujacy chce
mie¢ kontrole nad weryfikacja podpisu oraz nad podmiotami weryfikujacymi.

Istnieja inne warianty podpisow niezaprzeczalnych (wedlug [2; 4]).
W niektorych rozgranicza si¢ relacje: podpisujacy — wiadomos$¢ i podpisujacy —
podpis — istnieje wowczas mozliwos$¢ sprawdzenia przez dowolny podmiot, czy
podpisujacy ztozyt dany podpis, a konfrontacja z podpisujacym jest wymagana
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tylko w celu zweryfikowania, czy dany podpis jest wiasciwy dla konkretnej
wiadomos$ci. Pewnym wariantem podpisow niezaprzeczalnych sg takze powie-
rzone podpisy niezaprzeczalne, ktore charakteryzuja si¢ tym, iz protokot zaprze-
czajacy (wykonywany w przypadku watpliwosci dotyczacych podpisu) moze
by¢ przeprowadzony przez trzecia, niezalezng strong. Nieco innym wariantem sa
podpisy cyfrowe z wyznaczonym potwierdzajacym — w tym wariancie weryfika-
cja podpisu moze by¢ dokonana przez osob¢ podpisujaca, a takze przez trzeci,
specjalnie do tego celu wyznaczony podmiot. Takie podpisy moga zapobiegac
falszywym zastosowaniom podpisu, stanowia ochron¢ w przypadku utraty klu-
cza, daja mozliwos¢ zweryfikowania podpisu, gdy podmiot podpisujacy jest
aktualnie nieobecny. Jeszcze inna wersj¢ podpisOw mozna stworzy¢ taczac nie-
zaprzeczalne podpisy cyfrowe z algorytmami podziatu sekretu — istniataby
wowcezas mozliwos$¢ scedowania weryfikacji podpisu na wybrana grupe n osob,
z ktoérej do kazdego protokotu weryfikacji bytaby potrzebna podgrupa ztozona
z co najmniej k, k < n, 0sob.

Mozna zauwazy¢, ze mozliwosci zastosowan omawianych zagadnien sa do-
sy¢ duze, a ich uzytecznos¢ znaczaca. Tworzenie i stosowanie protokolow nie
byloby jednak mozliwe bez implementacji poje¢ matematycznych. Zatem zna-
jomos¢ pojec, zwlaszcza z zakresu teorii liczb i algebry, jest kluczowym elemen-
tem wspottworzenia wspotczesnej kryptografii.
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UNDENIABLE SIGNATURES - SIGNATURES WITH ADDITIONAL
FUNCTIONALITY

Summary

Today, the role of digital signatures becoming more and more significant. The si-
gnature provides authentication and integrity of a message but quite often other features
like additional functionality is required from the signature. Because of that the algori-
thms used in ordinary signing are not sufficient, they need to be special algorithms with
some additional characteristics. Undeniable signatures are a form of digital signature that
have two distinctive features: the verification process is interactive (the signatures can-
not be verified without signer’s cooperation), a disavowal protocol allows to determine
whether a given signature is a forgery. These signatures can be used, for example, to
protect a software against unauthorized persons. The safety of these signatures is guaran-
teed by techniques of modern cryptography which is based on advanced mathematical
tools and computer technology.

The purpose of the article is to present selected schemes (protocols) of undeniable
signatures (based on discrete log systems) such as Chaum-van Antwerpen protocol,
Chaum-van Antwerpen protocol protecting against disavowal and a convertible undenia-
ble signature protocol. Main definitions and theorems are presented and all described
protocols are illustrated with examples.



Zygmunt Przybycin

DWUMIANOWY MODEL WYCENY OPCJI
W WARUNKACH ROZMYTYCH INFORMACJI

Wprowadzenie

Inwestowanie na rynku kapitatlowym jest sztuka i wyzwaniem dla oséb pra-
gnacych osiaga¢ ponadprzecigtne zyski. Sztuka polega na takim zarzadzaniu
inwestycjami kapitatowymi, ktére zapewnia osiagnigcie zatozonego celu. Tym
celem moze by¢ minimalizacja ryzyka inwestycyjnego. Zarowno w literaturze,
jak 1 w praktyce spotyka si¢ wiele narzedzi i metod wspomagajacych proces
zarzadzania ryzykiem inwestycyjnym. Jedna z metod zarzadzania ryzykiem
inwestycyjnym jest przenoszenie ryzyka na inne podmioty. Narzedziem umoz-
liwiajacym przenoszenie ryzyka sa kontrakty terminowe, a w szczego6lnosci
opcje. Opcje w poczatkowym okresie byly stosowane jako instrument finanso-
wy, ktory zabezpieczatl inwestycje przed ryzykiem, lecz bardzo szybko zorien-
towano sig, ze mozliwosci tego instrumentu sa o wiele wieksze. Opcje zaczgto
rowniez stosowaé jako instrument finansowy generujacy ponadprzecigtne zyski
przy relatywnie niskim zaangazowaniu kapitatu. To szerokie zastosowanie opcji
spowodowalo, iz staly si¢ przedmiotem zainteresowania inwestorow. W historii
inwestowania sa znane spektakularne sukcesy stosowania tego instrumentu,
a takze liczne porazki inwestycji z wykorzystaniem opcji. Wydaje sig, ze duzego
znaczenia w inwestycjach z zastosowaniem opcji nabiera problem oszacowania
warto$ci opcji. Chodzi mianowicie o okreslenie tzw. wartosci sprawiedliwej. W
literaturze sa znane rozne modele wyceny opcji. W tym artykule podjgto probe
modyfikacji dwumianowego modelu wyceny opcji. Celem jest zaadoptowanie
dwumianowego modelu wyceny opcji w warunkach rozmytych informacji ryn-
kowych.

1. Opcje — wybrane pojecia

Wazna grupa instrumentéw finansowych rynku kapitatlowego sa instrumen-
ty pochodne, ktore zostaly ,,wymyslone” w celu zarzadzania wartoscia oraz ry-
zykiem inwestycji kapitalowych. Instrumenty te z uwagi na funkcje, jakie spet-
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niaja, podlegaja ciaglemu rozwojowi i licznym modyfikacjom. Instrumentem
pochodnym, ktory cieszy si¢ duzym zainteresowaniem inwestorow, sa opcje
finansowe.

Opcja jest instrumentem finansowym, ktory daje jego posiadaczowi prawo
do wykonania opcji, natomiast na wystawce opcji naktada obowiazek jej zreali-
zowania, tj. dostarczenia instrumentu bazowego posiadaczowi opcji w sytuacji,
gdy zechce on ja zrealizowaé. Ze wzgledu na sposéb realizacji opcji wyrdznia
si¢ opcje kupna oraz sprzedazy. Opcja kupna daje jej posiadaczowi prawo do
zakupu instrumentu bazowego po okreslonej cenie w okreslonym czasie, nato-
miast opcja sprzedazy daje takie same prawo, ale w odniesieniu do sprzedazy
instrumentu bazowego. W kontrakcie opcyjnym wystepuje rowniez wystawca
opcji, ktory przyjmuje na siebie obowiazek dostarczenia instrumentu bazowego
w przypadku, gdy opcja zostanie wykonana. Podstawowymi charakterystykami
opcji sa:

— cena wykonania (X) — cena, po jakiej opcja jest wykonana; jest ustalona
W momencie wystawienia opcji i nie zmienia si¢ W czasie waznosci opcji,

— cena instrumentu bazowego (S;) — warto$¢ rynkowa instrumentu bazowego,
na ktory jest wstawiona opcja,

— cena opcji (inaczej premia) (C) — cena prawa, ktore nabywa posiadacz opcji;
cena ta jest ksztaltowana przez rynek,

— termin wygasnigcia opcji (T) — termin waznosci opcji, po uplywie ktérego
opcja traci waznosc¢ i nie moze by¢ wykonana,

— termin wykonania opcji (t,) — termin, w ktérym opcja jest wykonana.

W zalezno$ci od mozliwosci wykonania opcji wyrdznia si¢ opcje amery-
kanska oraz opcjg europejska. Opcje amerykanska mozna wykona¢ w dowolnym
momencie od chwili nabycia do momentu wygasnigcia (ty < T), natomiast
opcje europejska mozna wykona¢ tylko w momencie wygasnigcia (to= T).
W dalszej czesci artykutu beda omawiane tylko opcje europejskie. Posiadacz
opcji, jak wspomniano, ma prawo do jej wykonania i wykona opcje tylko wow-
czas, gdy bedzie to optacalne — decyduje relacja pomigdzy cena wykonania
a ceng instrumentu bazowego. Wyrdznia si¢ tutaj nastepujace sytuacje:

— opcje oplaca sig¢ wykona¢ — opcja jest w cenie,
— opcji nie optaca si¢ wykonac — opcja nie jest w cenie,
— opcja jest neutralna — opcja jest po cenie.

Dla opcji kupna: opcja jest w cenie, gdy cena wykonania jest nizsza od ce-
ny instrumentu bazowego, w przeciwnym wypadku opcja nie jest w cenie, jezeli
natomiast cena wykonania opcji jest rowna cenie instrumentu bazowego, to mo-
wi sig, ze opcja jest neutralna. Dla opcji sprzedazy zachodzi odwrotna relacja
pomigdzy cena wykonania a ceng instrumentu bazowego.
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Innym waznym parametrem charakteryzujacym opcje bez wzgledu na ro-
dzaj instrumentu bazowego jest wartos¢ opcji, czyli wyptata, jaka otrzyma po-
siadacz opcji w chwili jej wykonania. Warto$¢ opcji jest suma dwoch sktado-
wych: warto$ci wewnetrznej oraz wartos$ci czasowej zwanej rowniez wartoscia
zewnetrzna. Warto$¢ opcji mozna wigc zapisac nastepujaco:

W=W,+W, (1

gdzie:
W,, — warto$¢ wewngtrzna opcji,
W, — warto$¢ czasowa opcji.

Opcja ma dodatnia warto$¢ wewngtrzna, gdy jest w cenie, w przeciwnym
wypadku warto$¢ ta jest rowna zero. W szczegoélnosci dla opcji kupna wartosc
wewngetrzna opcji wyraza si¢ wzorem:

W, = max {S,— X, 0} 2)
natomiast dla opcji sprzedazy wzorem:
W,, = max {X-S§, 0} 3)

Z zaleznosci (1) wynika, ze warto$¢ czasowa opcji maleje do zera wraz ze zbli-
zaniem si¢ terminu wykonania do terminu wygasnigcia. Wypada réwniez za-
uwazy¢, iz na warto$¢ opcji maja wplyw nastepujace czynniki:

— cena wykonania opcji,

— cena instrumentu bazowego,

— dhugos¢ okresu waznosci opcji,

— zmienno$¢ stopy zwrotu instrumentu bazowego,

— stopa wolna od ryzyka.

W przypadku opcji kupna cena wykonania jest destymulanta, natomiast po-
zostale czynniki sa stymulantami wartosci opcji. W przypadku opcji sprzedazy
destymulantami sa: cena instrumentu pierwotnego oraz stopa wolna od ryzyka,
za$ pozostale czynniki sg stymulantami.

Warto$¢ opcji, zwana rowniez cena sprawiedliwg jako wypadkowa czynni-
kow rynkowych, zmienia si¢ w czasie waznosci opcji i pokrywa si¢ z cena opcji
tylko w przypadku, gdy rynek jest efektywny. Dlatego tez wazne z punktu wi-
dzenia praktyki jest w miar¢ precyzyjne oszacowanie wartosci opcji. Wartosé
sprawiedliwa opcji szacuje si¢ wykorzystujac rézne modele wyceny. W artykule
tym ograniczono si¢ do modelu dwumianowego wyceny warto$ci opcji przy
zatozeniu nieostrych informacji ksztaltowania sig cen instrumentu bazowego.
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2. Logika rozmyta i jej zastosowanie w modelu wyceny opciji

Proces szacowania prawdziwej warto$ci opcji z uwagi na stosunkowo duza
ilo$¢ informac;ji jest procesem ztozonym. Ponadto czgs$¢ informacji ma charakter
prognostyczny, a wigc nie sa to informacje w petni precyzyjne. Oznacza to, ze
W procesie szacowania warto$ci opcji wystgpuje tzw. zasada niespojnosci, we-
dhug ktérej w modelowaniu zlozonych systeméw stosuje si¢ obok informacji
precyzyjnych rowniez informacje nieprecyzyjne (nieostre). Dalej informacje
nieprecyzyjne wystgpujace w modelu wyceny opcji bgda traktowane w katego-
riach liczb rozmytych.

Liczba rozmyta nazywa sig zbior rozmyty okreslony na przestrzeni liczb
rzeczywistych. Formalnie liczbg rozmyta A okresla si¢ nastepujaco:

A={U,(x),x)} VxeR (4)

gdzie Ux(x) jest funkcja przynalezno$ci zbioru rozmytego, ktora kazdej liczbie
xeR przypisuje stopien jej przynaleznosci do zbioru A, przy czym U(x)
e€<0,1>.

Liczbg rozmyta jednoznacznie okre$la funkcja przynaleznosci, ktora wy-
znacza si¢ na podstawie wiedzy historycznej lub/i eksperckiej. Ograniczono si¢
tu tylko do trojkatnych liczb rozmytych L-R. Funkcje¢ przynaleznosci rozmytej
trojkatnej liczby L-R okresla si¢ wzorem:

L(x)dlax € (MA— s, M,)

Ua(x) =R(x) dla x e(Ma, M4 + Ba) (5)
1 dlax =M,

0 dla x pozostatych

gdzie:
L(x) — funkcja niemalejaca,
R(x) — funkcja nierosnaca.
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Ua(x)

A 4

MA'GA Ma MA+BA

Rys. 1. Rozmyta liczba tréjkatna L-R

Przyjeto, ze rozmyta liczba trojkatna L-R bedzie zapisywana w postaci:
A =(Ma, as, Ba) (6)

Posta¢ (6) nazywa si¢ reprezentacja L-R liczby rozmytej. Przyktadowo A = (2; 0,5;
0,8) oznacza rozmyta liczbg trojkatna okoto 2. W szczegdlnosci jezeli eg = 4 =0,
wowczas liczbg rozmyta (6) traktuje si¢ jak liczbe ostra. Uzywajac zapisu (6),
definiuje si¢ liczbg przeciwna do liczby rozmytej A:

-A=(—My, a4 .B4)
oraz liczbe odwrotna:

Al =( 1/ g Ba/ Mg (Mg +Ba), sl Ma(My-y))
przy zatozeniu M,# 0.
Wprowadzono pojecie przekroju liczby rozmytej: € przekrojem liczby
rozmytej (4) nazywa si¢ zbior ostry okreslony nastgpujaco:
AF={xER:Ua(x)>¢},e € >0,1> (7)
Zbidr ten bedzie rowniez oznaczany symbolem < a™*, a'*>, gdzie:
a=min {x:Upy(x)>¢ }, (8)

ﬂﬂ:max{X:UA(X)ZS}. )
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U(X)

v

Rys. 2. Liczba rozmyta i jej € przekroj

Uzywajac operacji & przekroju, mozna dokona¢ dekompozycji funkcji
przynalezno$ci liczby rozmytej zgodnie ze wzorem (zasada dekompozycji):

Us)=sup[e” ] . (x)],xER, e E<0,1> (10)

gdzie [ . (x) jest funkcja charakterystyczna zbioru AF, natomiast ~ — algebra-

iczng operacja minimum. Zasada dekompozycji wyraza wigc funkcj¢ przynalez-

nos$ci liczby rozmytej poprzez funkcje charakterystyczne zbioréw ostrych. Na

liczbach rozmytych definiuje si¢ dziatania arytmetyczne. Ograniczono si¢ tu do

zdefiniowania dodawania i mnozenia rozmytych liczb trojkatnych typu L-R. [4].
Jezeli liczby rozmyte A i B sg liczbami typu L-R:

A= (Ma, aa, Ba) , B=(Ms, o, Ps) (11)
to sumg liczb rozmytych A, B okresla si¢ nastgpujaco:
A+B = (Ma+p, 0+, Ba+B) (12)

gdzie:
Maig = M+ Mg,
oa+s= (aat ag),

Bas = (Ba+ Pa).
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Iloczyn dwoch liczb rozmytych A, B dla A > 0 oraz B > 0 okres$la wzor:
A*B = (Ma.p, 0ta-B, Ba-B) (13)

gdzie:

Ma.s = Ma*Mp,

OlaeB — MA dp + MB dy —Ayuapg,
Bas= My PBg + Mg Ba + Ba Bs-

Z przyjetych definicji sumy i iloczynu liczb rozmytych wynika, ze wlasno-
$ci dla tych dziatan sa identyczne z wlasno$ciami analogicznych dziatan na licz-
bach ostrych. Funkcje przynaleznosci dla tak zdefiniowanej sumy oraz iloczynu
liczb rozmytych wyznacza si¢ stosujac zasad¢ dekompozycji [3]. W przypadku
gdy funkcje L(.) oraz R(.) sa funkcjami liniowymi, funkcje przynaleznosci wy-
znacza si¢ analitycznie.

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze prognozowane ceny instrumentu bazo-
wego w modelu wyceny opcji r6znig si¢ od ceny rzeczywistej nawet wtedy, gdy
sa sporzadzone wedtug zatozen, ktore sa bliskie faktycznym wielkoSciom osia-
gnigtym w przesztosci. Dlatego tez prognozowana cena instrumentu bazowego
powinna uwzglednia¢ przynajmniej trzy warianty: pesymistyczny, najbardziej
realny oraz optymistyczny. Warianty pesymistyczny oraz optymistyczny powin-
ny obejmowac takie wartosci, ktore nie powinny by¢ przekroczone w przyszio-
$ci, stad bgda one reprezentowac planowane wartosci nieprzekraczalne. Jezeli
prognozowana cena instrumentu bazowego jest okreslona w kategoriach liczb
rozmytych, a w szczeg6lnosci w postaci trojkatnej liczby rozmytej (6), to para-
metry wystgpujace w zapisie rozmytej liczby A traktuje si¢ odpowiednio:

M, — wariant najbardziej realny,
Ma — o, — wariant pesymistyczny,
Ma+PBa — wariant optymistyczny.

Przyjeta interpretacja parametrow liczby rozmytej umozliwia réwniez okre-
$lenie rozmytego ryzyka wyceny opcji. Jezeli zalozy sig, ze cena sprawiedliwa
opcji jest wyrazona w postaci liczby rozmytej (6), to ryzyko rozmyte wyceny
wartos$ci opcji mierzy si¢ nastepujaco [5]:

Sa= (0a +Ba)/2 (14)

Przedzial < M, -as, Ma +Ba> jest € przekrojem liczby rozmytej (6) (e = 0).
Przyjmujac rézne poziomy przekrojow (¢ € <.0,1>), mozna rozwazaé rdzne €
przekroje tej samej liczby rozmytej, a w szczegdlnosci rdzne scenariusze wyce-
ny opcji.
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3. Dwumianowy model wyceny opcji w warunkach rozmytych
informacji

Zagadnienie wyceny instrumentéw pochodnych jest zagadnieniem waznym
z punktu widzenia teorii i praktyki i trzeba doda¢, ze nadal aktualnym.

Pierwsze prace z zakresu metodologii wyceny instrumentéw pochodnych
pokazaty si¢ w 1973 roku i byly to prace: F. Blacka i M. Scholesa (The Pricing
of Options annd Corporate Liabilities) oraz R.C. Mertona (Theory of Rational
Option Pricing). W pracach tych przedstawiono koncepcj¢ arbitrazowej wyceny
instrumentow pochodnych. Arbitrazowa koncepcja wyceny jest na ogdt realizo-
wana w konwencji portfela bez ryzyka lub w konwencji replikacji. Model wyce-
ny opcji realizowany w konwencji portfela bez ryzyka zostal zaproponowany
w 1972 roku przez J. Coxa, M. Rubinsteina i S. Rossa [1]. Koncepcja wyceny
opcji w konwencji portfela bez ryzyka polega na takiej konstrukcji portfela po-
siadajacego okreslong ilo§¢ instrumentdow bazowych oraz wystawionej opcji na
ten instrument, aby byt to portfel bez ryzyka.

Koncepcj¢ portfela bez ryzyka przesledzono na przyktadzie europejskiej
opcji kupna na akcj¢ bez dywidendy. Rozwazono portfel, ktory sktada si¢ z h
akcji oraz wystawionej na te akcje opcji kupna, przy czym wymaga sig, aby inwe-
stycja ta byla bez ryzyka. Wartos¢ portfela w chwili poczatkowej jest rowna:

h&-GCo

gdzie :

S — cena akcji w momencie poczatkowym inwestycji,

Co — wartos¢ europejskiej opcji kupna w momencie poczatkowym inwestycji.
Zatozono dalej, ze do terminu wygasnigcia opcji pozostat jeden okres. Na

koniec tego okresu cena akcji moze wzrosna¢ do poziomu §, lub spas¢ do po-

ziomu S;. Zatem w terminie wykonania opcji warto$¢ inwestycji jest odpowied-

nio rowna:

V,=hS, — C,, gdy cena akcji wzro$nie
Vg =hS4 - Cy, gdy cena akcji spadnie

przy czym warto$¢ opcji, gdy cena akcji wzrosnie — €, = max{S,, — X, 0}, nato-
miast warto$¢ opcji, gdy cena akcji spadnie — Cy = max{ S; — X, 0}, gdzie X ozna-
cza ceng wykonania opcji.

Poniewaz zatozono, ze inwestycja jest bez ryzyka, wigc musi zachodzi¢
réwnos$e:
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Z réwnosci tej wyznacza si¢ wspotczynnik hedgingowy h:
h=(C,-Cy /(S-S

Wspotczynnik hedgingowy okresla liczbe akcji w portfelu, ktora zabezpiecza
wystawiong opcj¢ kupna. Jezeli ponadto zatozy sig, ze mechanizm ksztattowania
ceny akcji w gore i w dot jest nastepujacy:

Su ZUSO ISd :dSO
przy czym u > 1 + 17 > d (17 — stopa zwrotu wolna od ryzyka), co wyklucza
mozliwos¢ transakcji arbitrazowej, wowczas wspotczynnik hedgingowy wyraza
si¢ wzorem:

h=(C,-C)/ S(u-d) (15)

Inwestycja bez ryzyka powinna generowacé stopg zwrotu rowna stopie zwrotu
wolnej od ryzyka, zatem zachodzi nastgpujaca réwnos$¢:

(WS, —Cy)/ (hSy—Co)=1+T15

Wstawiajac do powyzszej rownosci wspotczynnik hedgingowy (15), otrzymano
warto$¢ euorepejskiej opcji kupna na akcje bez dywidendy:

Co=[gCy+(1-g)Cyl/(1+1%) (16)
gdzie:
g=(1+1rp—-d)/(u—-d) (17)

Wobec wczesniejszego zatozenia g € (0, 1), tak wigc para (g, 1 — g) jest tzw.
miarg arbitrazowa [6].

Wzor (16) okresla wartos¢ europejskiej opcji kupna w przypadku jednego
okresu, jaki pozostat do terminu wygasnigcia opcji. Wzor ten mozna uogo6lnic¢ na
przypadek n okresow, jakie pozostaly do terminu wygasnigcia opcji (n > 1).
Zaktadajac, ze wielkosci ruchu ceny akcji w gore (u) oraz w dot (d) sa znane
inie zmieniaja si¢ w okresie wazno$ci opcji, wowczas wartos¢ sprawiedliwa
opcji wyraza si¢ wzorem [2]:

Wo=2k=0(0) £ (1 - )™ max {So u* d™* =X, 0}/(1 +17)" (18)

: \ : n
gdzie g jest okreslone wzorem (15), natomiast [k] oznacza symbol Newtona.

Roéwnosé (18) okreslajaca warto$¢ europejskiej opcji kupna w literaturze
jest nazywana dwumianowym modelem wyceny opcji. Zupetnie analogicznie
wyprowadza si¢ model europejskiej opcji sprzedazy. W dwumianowym modelu
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wyceny opcji kupna zmienno$¢ ceny akcji jest zdeterminowana parametrami
u oraz d. Parametry te okreslaja zmienno$¢ ceny instrumentu bazowego w przy-
sztosci, a wigc maja charakter prognostyczny. Oznacza to, ze nie sg w petni pre-
cyzyjne, stad w modelu wyceny opcji ingeruje wspomniana wczesniej zasada
niespdjnosci. Zgodnie z ta zasada w modelu wyceny opcji obok informacji pre-
cyzyjnych wystgpuja rowniez informacje nieprecyzyjne — rozmyte. Zalozono
wigc, ze parametry okres$lajace ruchy ceny instrumentu bazowego sa liczbami
rozmytymi, dla ulatwienia przyjgto, ze sa trojkatnymi liczbami rozmytymi typu
L-R, ponadto zatozono znajomos$¢ funkcji przynaleznosci tych liczb. Konse-
kwencja przyjetego zatozenia jest to, ze warto$¢ opcji w momencie wygasnigcia
jest rowniez liczba rozmyta. Wstawiajac do modelu dwumianowego wyceny
opcji kupna w miejsce parametrow okreslajacych ruchy ceny instrumentu bazo-
wego ich wersje rozmyte, otrzymano model wyceny opcji w warunkach rozmy-
tych informacji. Uwzgledniajac fakt, iz dziatania arytmetyczne na liczbach roz-
mytych maja podobne wlasnosci, jak dziatania na liczbach ostrych, otrzymano
nastegpujacy model wyceny opcji kupna:

I/IV/O :ZL{Z] gk(l' g )n_kmax {S T Jn'k_X’()}/( 1+ ’,f)n (19)

gdzie symbol W oznacza liczbe rozmyta. Funkcj¢ przynalezno$ci rozmytej war-
tosci opcji kupna wyznacza si¢ zgodnie z zasada dekompozycji lub jej przybli-
zong postac korzystajac z reprezentacji L-R.

Podsumowanie

Zaproponowana w artykule modyfikacja modelu wyceny opcji powinna
poprawi¢ skutecznos¢ wyznaczenia ceny sprawiedliwej. Stwierdzenie to mozna
uzasadni¢ tym, ze w naukach ekonomicznych bardziej realne i czgsto wystarcza-
jace jest stwierdzenie, ze np. cena instrumentu finansowego przyjmie warto$¢
rowna pewnej liczbie rozmytej, niz stwierdzenie, ze wartos$¢ ta bedzie okreslona
liczba ostra. Nalezy wyraznie zaznaczy¢, iz parametry okreslajace liczbg rozmy-
ta wyznacza si¢ na podstawie danych historycznych oraz wiedzy eksperckiej,
dotyczy to zwlaszcza funkcji przynalezno$ci. Fakt ten pozwala mie¢ nadziejg na
to, ze w prognozach okreslajacych przyszle wartosci parametréw wystgpujacych
w modelu wyceny opcji zostanie uwzgledniona psychologia rynku. W zaprezen-
towanej modyfikacji modelu dwumianowego zatozono rozmytos¢ parametroOw
okreslajacych ruchy ceny instrumentu bazowego, nic nie stoi wigc na przeszko-
dzie, aby stopg wolna od ryzyka réwniez traktowac jako liczbe rozmyta. Ponadto
przy stosowaniu logiki rozmytej istnieje mozliwos$¢ oceny ryzyka oszacowanej
sprawiedliwej wartosci opcji.
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THE BINOMIAL OPTION PRICING MODEL IN CASE OF
A FUZZY INFORMATION

Summary

In the article presents the modification of the binomial model of European option
pricing. Adopted namely, that it is appropriate to the weakening of the assumptions abo-
ut the mechanism of price formation on the underlying instrument. In the proposed
option pricing model, mechanism of option pricing formation is described in terms of
fuzzy numbers. In the article, also posted selected messages from the scope of fuzzy
numbers and options.
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POMIAR FUNKCJI TURYSTYCZNEJ OBSZAROW
ZA POMOCA WSKAZNIKOW FUNKCJI
TURYSTYCZNEJ NA PRZYKLADZIE OBSZAROW
PANSTW EUROPEJSKICH

Wprowadzenie

Turystyka jest zjawiskiem, ktorego bezposredni pomiar jest niemozliwy,
tak jak niemozliwe jest zmierzenie wielkosci popytu realizowanego przez tury-
stow. Ztozonos$¢ tego zjawiska wynika z szerokiego zakresu dzialalnosci i ak-
tywnosci turystycznej, gdyz o ile mozliwy jest pomiar liczby turystow, osobo-
noclegéw czy nawet dochodow uzyskanych z dziatalnosci turystycznej, o tyle
nie sposob zmierzy¢, jaka czg¢s¢ obrotéw handlowych wynika ze sprzedazy dobr
i ustug konsumowanych przez turystow, a jaka mialaby miejsce, gdyby ruch
turystyczny nie wystgpowatl. Niezwykle trudny wydaje si¢ by¢ roéwniez pomiar
eksploatacji zasobow infrastrukturalnych w miejscowosci turystycznej, spowo-
dowany pobytem lub nawet przejazdem turysty przez t¢ miejscowos¢. Nie bez
znaczenia w tym wzgledzie sa podejmowane w ostatniej dekadzie proby wpro-
wadzenia tzw. rachunku satelitarnego. Wciaz jest to jednak szacowanie, a nie
obliczanie wielkos$ci popytu.

Proby szacowania wielkosci popytu turystycznego byly podejmowane juz
pot wieku temu, kiedy to zainicjowano uzycie miar o charakterze symptoma-
tycznym. Do dzi$ stosuje si¢ takie wielkos$ci, jak liczba turystow, osobonocle-
gow czy miejsc noclegowych. Nie sa to jednak miary mozliwe do wykorzystania
W sposob bezposredni, inaczej czotowke wszelkich klasyfikacji zajmowatyby
obszary, gdzie wystepuje najwigcej turystow bez wzgledu na wielkos¢ miejsco-
wosci. Potrzeba odniesienia poszczegdlnych zmiennych zwiazanych z turystyka

" Publikacja powstala w ramach projektu badan wiasnych nr 3709/B/H03/2011/40 pt. Wskazniki
funkcji turystycznej obszaru recepcji turystycznej. Projekt zostat sfinansowany ze $rodkow Na-
rodowego Centrum Nauki na podstawie decyzji Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego RP
z dnia 4 lutego 2011 roku.
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do zmiennych bg¢dacych miarami odniesienia, tj. powierzchnia obszaru lub licz-
ba mieszkancow tego obszaru, sklonita badaczy do opracowania wskaznikow
funkcji turystyczne;j.

Niniejszy artykut prezentuje najpopularniejsze z nich i uzupehia je nowo-
czesnymi miarami syntetycznymi. Przedmiotem zastosowania omawianych
wskaznikdéw jest pomiar funkcji turystycznej w 31 panstwach europejskich oraz
dokonanie ich klasyfikacji zgodnie z wartosciami zastosowanych miar. Niety-
powy obszar badan ujmujacy zagadnienie w skali kraju, a nie w ujeciu lokalnym
pozwala na znacznie bardziej wyrazne ukazanie stabosci poszczegdlnych miar
ujmujacych opisywane zagadnienie.

1. Funkcja turystyczna i jej pomiar

Funkcja turystyczna (wypoczynkowa) obszaru to szeroko rozumiana dzia-
falno$¢ spoleczno-ekonomiczna petniona przez okreslony obszar (region lub
miejscowosé) 1 jego mieszkancoOw w celu przywrdcenia osobom przybylym
utraconych w wyniku zmeczenia normalnych zdolno$ci psychofizycznych ich
organizmu z wykorzystaniem naturalnych wiasciwosci srodowiska geograficz-
nego [5]. A. Kowalczyk [4] uzupelnia powyzsza definicj¢ i stwierdza, ze funkcja
turystyczna to dziatalno$¢ spoteczno-ekonomiczna, ktora jest skierowana na
obstugg turystow 1 ktéra miejscowos$¢ Iub obszar spelnia w systemie gospodarki
narodowe;j.

Funkcje turystyczna obszaru analizuje si¢ w wielu aspektach prowadzonej
dziatalnosci. Literatura zawiera przyktady miar diagnozujacych t¢ role obszaru
ze wzgledu na intensywno$¢ ruchu turystycznego oraz zagospodarowanie tury-
styczne, a czasem réwniez za pomoca syntezy obu zagadnien.

Analiza rozwoju funkcji turystycznej zwykle dotyczy ograniczonego obsza-
ru bedacego odpowiednio zdefiniowanym terytorium. Zwykle jest to obszar
okreslony podziatem administracyjnym (gmina, powiat, wojewodztwo). Nie
spotyka si¢ natomiast wigkszych (niepodzielnych) obszaréw badan, jak panstwo
czy grupa panstw. Gtownym tego powodem jest mata istotnos¢ takich poréwnan
dla gospodarki pojedynczego panstwa. Jednak w sytuacji gdy poréwnanie takie
stanowi element umozliwiajacy klasyfikacje panstw ze wzgledu na stopien roz-
woju funkcji turystycznej, a zatem jest narzedziem wskazania krajow najbardziej
rozwinigtych pod wzgledem turystycznym, wowczas informacja taka staje si¢
cenna ze wzgledu na mozliwo$¢ pozyskania odpowiedniego wzorca rozwoju.

Pomiar rozwoju funkcji turystycznej jest dokonywany za pomoca kilku
wskaznikow, wérdd ktorych nalezy wymieni¢ najlepiej znane tradycyjne wskazniki
funkcji turystycznej, tj.: Baretje’a-Deferta, Schneidera, Charvata czy Deferta.
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Wskaznik Baretje’a-Deferta (Wpp) [2] jest zaliczany do grupy miernikow
zagospodarowania turystycznego. Oblicza si¢ go przez odniesienie wielkosci
okreslajacej liczbe miejsc noclegowych do liczby rezydentow obszaru (1):

_ liczba turystycanych misjsc noclegowych

Wep =

iczba stelych misszhafichw obszaru 100 0

Natomiast wskaznik Deferta (Wp) to wskaznik dostarczajacy informacji
o liczbie turystow przypadajacych na 1 km® obszaru turystycznego (2), ktory
pozwala oceni¢ zattoczenie (ggsto$¢ populacji) badanego obszaru [3]:

W = ficzba turystow koroysiajgoveh 2 naclegaw

powigrzchnic obszaru w bm3 )

Wskaznik Schneidera (Ws.) jest miernikiem intensywnosci ruchu tury-
stycznego, gdyz wyraza liczbg turystow korzystajacych z noclegéw przypadaja-
cych na 100 statych mieszkancow obszaru. Jego postac jest nastgpujaca (3):

ifczda turystéaw korzystajgeych z noclegldw 100

Woen = liczba stakych mieszkafichw obszaru )

Z kolei wskaznik Charvata (W) jest miara okreslajaca liczbe udzielonych
noclegow przypadajacych na 100 mieszkancow obszaru. Pozwala zatem ocenic
intensywnos¢ ruchu turystycznego, jaka wystepuje na badanym obszarze (4):

liczba udzislonych noclegow

liczba stokych misszhafclhw pr— (4)

Inna czesto uzywana miarg rozwoju funkcji turystycznej jest wskaznik ge-
stosci bazy noclegowej (Wggy). Pozwala on okresli¢ zaggszczenie miegjsc nocle-
gowych na badanym obszarze (5) [1; 8]:

ticzba turystyeenych migisc noclsgowych

Wazw = powierzchnia gbszaru w km? (5)
Warto zauwazy¢, ze wymienione wskazniki bazuja zaledwie na kilku
zmiennych powtarzajacych si¢ w roznych konfiguracjach i z réznymi miarami
odniesienia, ale literatura wymienia jeszcze inne miary rozwoju obszaru tury-
stycznego. Jedna z najbardziej interesujacych miar jest wskaznik J. Warszyn-
skiej [7], ktora zauwaza, iz poza poziomem rozwoju obszaru turystycznego war-
to okreslic rowniez stopien jej zdefiniowania. Chodzi o sytuacjg, w ktorej
okreslony obszar ma niejednoznaczne oceny (w réznych aspektach rozwoju
funkcji turystycznej), tzn. jeden ze wskaznikow wskazuje na wysoko rozwinigta
role turystyki, a inny na slaby poziom tej branzy. J. Warszynska proponuje
wowczas okresli¢ zgodnos¢ wskaznikow i whaczy¢ t¢ informacje w oceng obszaru.
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Wykorzystanie tej cechy wymagalo opracowania okreslonego sposobu
kwantyfikowania zgodnosci wskaznikow. Zgodnie z koncepcja zaproponowana
przez autora [6] jest mozliwe utworzenie wskaznika syntetycznego, ktdrego
konstrukcja wynika wlasnie z syntezy oceny poziomu rozwoju funkcji tury-
stycznej oraz stopnia zdefiniowania tej funkcji. Dzigki temu powstat dwuwymia-
rowy wskaznik funkcji turystyczne;.

Tabela 1 prezentuje kryteria szacowania wartosci wskaznika rozwoju funk-
cji turystycznej (Wret) bedacego pierwszym (czastkowym) wskaznikiem funkcji
turystycznej. Powstaje on poprzez usrednienie uzyskanych wynikow (Pger)
podanych w skali od 0 do 1 (gdzie 1 oznacza bardzo dobrze rozwinicta funkcje
turystyczna). Podstawa pomiaru jest tu grupa wymienionych wczesniej czterech
wskaznikéw funkcji turystycznej, opisanych wzorami: (1) (2) (3) i (5). Sa to
zatem dwa wskazniki intensywnoS$ci ruchu turystycznego oraz dwa wskazniki
zagospodarowania turystycznego.

Tabela 1
Kryteria klasyfikacji funkcji turystycznej obszarow
Poziom zagospodarowa- Intensywno$¢ ruchu
Pozycja nia turystycznego turystycznego
okresla:qz}ca wskaznik WSRaZ}".k L. - wskaznik rozwoju
stopien Baretie’a- gestosci wskaznik wskaznik funkeii turvstyeznei
rozwoiu J bazy noc- | Schneidera Deferta 1 ysty 1
] -Deferta . (Wrer)
funkcji (Wan) legowej (Wsen) (Wp)
turystycz- Bp (Wgsn)
nej — sty- miejsca noclegowe liczba turystow
mulanta 2 2
na 100 na 1 km na 100 na 1 km
(Prer (Px)) | mieszkan- po- mieszkan- po- (PBD+PGBT€;PS°“+PD)/
cow wierzchni cow wierzchni
0 0,00-0,78 0,00-0,78 0,0-7,8 0,0-15,6 0,00-0,10
1 0,78-6,25 0,78-6,25 7,8-62,5 15,6-125 0,10-0,30
2 6,25-25,00 | 6,25-25,00 62,5-250 125-500 0,30-0,60
3 25,00-50,00 |25,00-50,00 | 250-500 500-1000 0,60-0,80
4 .50.’00 . .50.’00. . 5.00 . . 1(.)00 . 0,80-1,00
i wigcej i wigcej i wigcej i wigcej

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie [6; 7].

Z kolei miara zdefiniowania funkcji turystycznej jest jednoznacznos¢ wska-
zan miernikéw rozwoju funkcji turystycznej (Dger). ROWniez ten aspekt sprowa-
dzono do czterostopniowej skali ocen, ktorych kwantyfikacja opiera si¢ na po-
rownaniu otrzymanego wyniku klasyfikacji (dokonanej za pomoca czterech
zastosowanych wskaznikéw) z opracowanym wzorcem kombinacji. Interpretacji
stopnia zdefiniowania funkcji dokonuje si¢ za pomocg tabeli 2, ktora prezentuje
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wszystkie mozliwe kombinacje wskazan wraz z ich ocenami (gdzie x oznacza
powtarzajaca si¢ pozycje okreslajaca stopien rozwoju funkcji turystycznej ob-
szaru, natomiast o to jakakolwiek inna warto$¢ pozycji niz x).

Tabela 2
Kombinacja mozliwych pozycji i przypisany im stopien zdefiniowania
funkcji turystycznej
Kombinacja
. XXXX | XXXO | XX0X | X0XX | 0XXX | XX00 | X0x0 | 0x0X | 00xX | 0xX0 | X00X | Inne
wyniku (KgeT)
Stopien zdefi-
niowania fll'llkc_]l 3 5 5 2 > 1 1 1 1 1 1 0
turystycznej
(DrrT)

Objasnienia symboli: x — powtarzajacy si¢ stopien rozwoju, o — inny stopien rozwoju niz x.

Wynik iloczynu parametrow (Pgrr i Dgrr) pozwala na uzyskanie wiasciwej
miary syntetycznej oceniajacej rozwoj funkcji turystycznej w dwoch wymiarach,
czyli dwuwymiarowego wskaznika funkcji turystycznej. Miara ta jest interpre-
towana poprzez czterostopniowa skal¢ rozwoju wskaznika Wy, gdzie jego
wynik od 0 do 3 wskazuje na brak rozwinigtej funkcji turystycznej badanego
obszaru, wynik z przedziatu od 4 do 6 umownie wskazuje na pierwszy stopien
rozwoju funkcji turystycznej, wynik miedzy 7 a 9 to drugi stopien rozwoju funk-
cji turystycznej, natomiast wynik rowny 10 lub wigcej to najwyzszy (trzeci)
stopien rozwoju funkcji turystyczne;j.

Ze wzgledu na liczne przypadki zle zdefiniowanej funkcji turystycznej
opracowano réwniez miary syntetyczne okreslajace rozwoj turystyczny obszaru
w obu analizowanych aspektach jednoczesnie [6]. Jedna z takich miar jest logi-
styczny wskaznik funkcji turystycznej W,z w postaci:

3

-21,18+0,11 T +0,71[%]
U 1,47 e pN Msc R

T ©)

logU :
—21,18+0,11 +0,71) ===

1,47 T pMse [ R j
1+U,"" e b

gdzie:

Un — liczba udzielonych noclegow,

Msc — liczba turystycznych miejsc noclegowych,
R — liczba stalych mieszkancow obszaru,

T — liczba turystow korzystajacych z noclegow,
P — powierzchnia badanego obszaru w km®.
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Powstanie wskaznikoéw syntetycznych wynikato z potrzeby ogolnego, ale
zarazem mozliwie pelnego ujecia problemu oceny rozwoju turystycznego obsza-
ru. O ile takie wskazniki, jak wskaznik Baretje’a-Deferta czy Charvata, oceniaja
odmienne aspekty tego zlozonego zjawiska, o tyle miary syntetyczne umozliwia-
ja uchwycenie roznych aspektéw w jednej ocenie. Taka rolg petni wlasnie logi-
styczny wskaznik funkcji turystycznej, a takze dwuwymiarowy wskaznik funkcji
turystyczne;j.

2. Analiza rozwoju turystycznego panstw europejskich

Analizy rozwoju funkcji turystycznej obszaréw (w ujeciu obszaru panstwa)
dokonano na podstawie danych EUROSTAT. Baz¢ danych utworzono z takich
zmiennych, jak:

— liczba turystow rejestrowanych w kazdym kraju,

— liczba osobonoclegdw zrealizowanych w ramach pobytow turystycznych
w hotelach w kazdym z krajow,

— 1lo$¢ miejsc noclegowych oferowanych turystom w calym kraju,

— powierzchnia kraju,

— liczba ludnosci (rezydentow).

Niestety dane za 2010 rok dotyczace powyzszych wielkosci sa nieckomplet-
ne. Braki danych dotyczace niektorych panstw wymusity dokonanie dodatko-
wych przeksztatcen umozliwiajacych klasyfikacje panstw europejskich. Peing
baze danych uzyskano poprzez usrednienie danych z szeregu czasowego z okre-
su 5 ostatnich lat (tj. 2006-2010). Tym samym uzyskane wyniki dotycza pozio-
mu rozwoju funkcji turystycznej w ostatnich 5 latach.

Uchwycenie poszczegdlnych aspektéw rozwoju funkcji turystycznej panstw
wymagalo zastosowania zréznicowanych wskaznikow, wsrod ktorych znalazt
sie wskaznik Charvata, wskaznik Deferta, wskaznik Schneidera, wskaznik Ba-
retje’a-Deferta oraz wskaznik gestosci bazy noclegowej, a takze dwa réwniez
omowione wskazniki, czyli dwuwymiarowa miara rozwoju turystycznego
J. Warszynskiej [7] (z poprawka interpretacyjna autora [6]) Wy.s, oraz logistycz-
ny wskaznik funkcji turystycznej W,z [6].

Warto$ci poszczegolnych wskaznikdéw funkcji turystycznej odzwierciedlaja
stopien rozwoju turystyki na obszarach panstw ogoélem, a zatem uwzgledniaja
cale terytorium panstwa, a nie wylacznie obszary turystyczne. Stad tez uzyskane
wyniki sa znaczaco nizsze od usrednionych wartosci wskaznikéw dla obszarow
turystycznych, gdyz ujmuja rowniez obszary, na ktorych nie wystepuje zjawisko
turystyki. Mozna to zaobserwowaé w tabelach 3-5, poréwnujac poszczegdlne
wyniki dla Polski z wynikami uzyskanymi w innych badaniach autora [6],
w ktorych dokonano usrednienia warto$ci wskaznikow wytacznie dla obszaréw
turystycznych.
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Intensywnos¢ ruchu turystycznego poszczegdlnych panstw prezentuja tabe-
le 3 14, w ktorych ujeto wartosci wskaznikow intensywnos$ci turystycznej za
pomoca wskaznikéw Charvata, Deferta i Schneidera.

Tabela 3
Klasyfikacja zgodnie z wartoscia wskaznika Charvata i Deferta

Paiistwo Charvata Paiistwo “Deferta
Norwegia 273,63 Holandia 224,43
Austria 259,73 Belgia 137,50
Hiszpania 246,91 | Niemcy 134,30
Wiochy 232,92 | Wielka Brytania 120,68
Szwecja 212,12 | Szwajcaria 112,30
Niemcy 210,58 | Luksemburg 101,08
Finlandia 207,67 Wiochy 81,69
Francja 200,21 Dania 66,54
Szwajcaria 199,85 | Cypr 61,51
Irlandia 190,33 | Republika Czeska 61,35
Wielka Brytania 163,34 | Francja 60,81
Cypr 151,73 Stowenia 50,75
Grecja 146,24 Austria 50,15
Islandia 128,64 Stowacja 48,63
Portugalia 122,90 | Wegry 38,90
Dania 109,73 Polska 35,69
Holandia 103,60 Hiszpania 32,67
Stowenia 98,99 Grecja 30,88
Republika Czeska 88,61 Portugalia 21,78
Malta 80,99 Rumunia 19,30
Estonia 78,40 Szwecja 18,27
Wegry 74,65 Litwa 13,12
Rumunia 69,36 Estonia 9,28
Stowacja 63,08 Finlandia 7,58
Bulgaria 62,94 Lotwa 5,59
Chorwacja 61,63 Butgaria 4,05
Belgia 50,10 Irlandia brak danych
Polska 43,63 Malta brak danych
Lotwa 36,02 Islandia brak danych
Litwa 28,12 Norwegia brak danych
Luksemburg 16,03 Chorwacja brak danych

Warto zauwazy¢, iz miejsce Polski w tych ujeciach jest odlegte, jednak fakt
ten nie jest zaskoczeniem, szczego6lnie w poroOwnaniu z takimi panstwami, jak
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Witochy czy Hiszpania, gdzie ruch turystyczny jest znaczaco wyzszy niz w Pol-
sce. Dziwi¢ moze wyzsza pozycja Polski niz Hiszpanii w przypadku wskaznika
Deferta. Dzigki temu zestawieniu mozna zauwazy¢ stabo$¢ tej miary, gdyz (jak
ukazuje tabela 3) czotowke tej klasyfikacji stanowia panstwa o niewielkiej po-
wierzchni (Belgia, Holandia, Luksemburg, Szwajcaria itp.). Niska pozycja Hisz-
panii, Portugalii i wielu innych panstw wynika ze znaczaco wigkszej powierzch-
ni i populacji mieszkancéw w tych krajach. Nie zauwaza si¢ juz tej tendencji
w przypadku klasyfikacji dokonanej za pomoca wskaznika Charvata (co oczywi-
scie wynika z odmiennej konstrukcji tego wskaznika, gdyz wykorzystuje on
wielkos¢ populacji panstwa, a nie jego powierzchni¢). Tam Hiszpania i Wiochy
sa juz w czotowce panstw europejskich.

Podobna klasyfikacje zauwaza si¢ w przypadku wskaznika Schneidera, kto-
ry réwniez mierzy ruch turystyczny w relacji do liczby mieszkancow obszaru.
W tym zestawieniu (tabela 4) czotowke panstw o najwigkszej intensywnosci
ruchu turystycznego stanowia takie kraje, jak Szwecja czy Cypr. Ponownie wy-
daje si¢, ze wpltyw wielkosci populacji poszczegdlnych panstw ma ogromne
znaczenie dla szacowanej oceny. Interesujaca jest pozycja Niemiec we wszyst-
kich trzech rankingach oceniajacych intensywno$¢ ruchu turystycznego. Pan-
stwo to znajduje si¢ na 6, 3 i 4 miejscu w kolejnych klasyfikacjach i wyrazniej
ugruntowato swoja pozycje rankingowa.

Tabela 4
Klasyfikacja zgodnie z warto$cia wskaznika Schneidera i Baretje’a-Deferta
Panstwo Wskaznik Pafstwo Wskaznik Baretje'a-
Schneidera -Deferta
1 2 3 4
Szwecja 88,07 Cypr 10,73
Cypr 71,22 Malta 9,51
Szwajcaria 59,57 Austria 6,93
Niemcy 58,63 Grecja 6,38
Holandia 56,19 Islandia 5,86
Luksemburg 52,34 Hiszpania 3,68
Dania 51,87 Witochy 3,62
Francja 51,12 Chorwacja 3,58
Stowenia 50,33 Irlandia 3,53
Austria 50,24 Szwajcaria 3,50
Finlandia 47,95 Norwegia 3,32
Wielka Brytania 47,30 Bulgaria 3,11
Republika Czeska 46,07 Luksemburg 2,95
Stowacja 43,92 Portugalia 2,55
Wiochy 40,79 Republika Czeska 2,40
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cd. tabeli 4
1 2 3 4
Belgia 38,69 Szwecja 2,30
Wegry 36,13 Finlandia 2,24
Grecja 36,05 Estonia 2,18
Hiszpania 35,95 Wielka Brytania 2,08
Estonia 31,31 Niemcy 2,05
Polska 29,24 Francja 1,94
Litwa 25,74 Stowenia 1,92
Rumunia 21,44 Wegry 1,57
Portugalia 18,86 Dania 1,36
Lotwa 16,07 Stowacja 1,27
Butgaria 5,94 Holandia 1,22
Belgia 1,16
Rumunia 1,12
Lotwa 1,04
Litwa 0,68
Polska 0,55

Zupehie inna klasyfikacje uzyskuje si¢ w przypadku, gdy bada si¢ poziom
zagospodarowania turystycznego wskaznikiem Baretje’a-Deferta. Ponownie
czotowe miejsca zajmuja panstwa najmniejsze, a wtasciwie o najmniejszej popu-
lacji mieszkancow. Fakt ten potwierdza kolejny ze wskaznikow (ggstosci bazy
noclegowej). Ponownie najmniejsze panstwa znalazly si¢ w czolowce panstw
najlepiej rozwinigtych turystycznie pod wzgledem infrastruktury turystycznej
(tabela 5). Nie oznacza to, ze wyniki sa nieprawdziwe, ale ujawnia si¢ ztozono$¢
zjawiska, ktore jest mierzone w réznych aspektach turystycznych.

Uzyskane wyniki klasyfikacji poszczegolnych panstw sa bardzo zrdznico-
wane, a uzyskane rozbieznosci wynikajace z obserwacji rynku turystycznego
moga sugerowa¢ w wielu przypadkach zaistnienie watpliwosci co do uzyska-
nych wynikow jednowymiarowych, dlatego warte uwagi jest wykorzystanie
wskaznikéw mierzacych analizowane zjawisko w sposob syntetyczny, a zatem
z jednoczesnym ujgciem intensywnosci ruchu turystycznego i zagospodarowania
turystycznego obszarow.
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Tabela 5
Klasyfikacja panstw europejskich zgodnie z warto$cia wskaznika gestosci bazy
noclegowej oraz logistycznego wskaznika funkcji turystycznej
Pafstwo Wskaigi‘kzyggstoéci Pakstwo Logistyc:zzyv:ts}’l(cz;z;lrzijk funkcji

Malta 131,33 Niemcy 0,999
Cypr 9,27 Wiochy 0,998
Wiochy 7,24 Francja 0,998
Austria 6,92 Hiszpania 0,998
Szwajcaria 6,59 Wielka Brytania 0,997
Luksemburg 5,69 Austria 0,976
Grecja 5,46 Szwecja 0,972
Wielka Brytania 5,30 Holandia 0,967
Holandia 4,85 Grecja 0,963
Niemcy 4,69 Polska 0,962
Belgia 4,12 Szwajcaria 0,961
Hiszpania 3,35 Rumunia 0,957
Republika Czeska 3,19 Portugalia 0,948
Portugalia 2,95 Finlandia 0,937
Chorwacja 2,80 Republika Czeska 0,918
Francja 2,30 Wegry 0,890
Irlandia 2,24 Dania 0,859
Bulgaria 2,12 Belgia 0,837
Stowenia 1,93 Butgaria 0,805
Dania 1,74 Stowacja 0,721
Wegry 1,69 Stowenia 0,549
Stowacja 1,40 Cypr 0,365
Rumunia 1,00 Estonia 0,311
Polska 0,67 Litwa 0,254
Estonia 0,65 Lotwa 0,225
Szwecja 0,48 Luksemburg 0,008
Norwegia 0,42

Lotwa 0,36

Finlandia 0,35

Litwa 0,35

Islandia 0,18

Jedna z takich miar jest logistyczny wskaznik funkcji turystycznej bedacy
miara oparta na kilku zmiennych bgdacych podstawa konstrukcyjna poprzednio
omawianych tradycyjnych wskaznikow funkcji turystycznej. Miara ta umozliwi-
ta uzyskanie klasyfikacji syntetycznej, w ktorej oceng ujmuje si¢ w skali od 0 do
1 (bgdaca stymulanta).
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W czotowce tej klasyfikacji znalazty si¢ Niemcy, Wtochy i Francja oraz
Hiszpania (tabela 5). Mozna zauwazy¢, iz to zestawienie wydaje si¢ by¢ bardziej
wiarygodne, niz poprzednio uzyte miary czastkowe. Interesujaca jest rowniez
pozycja panstw najmniejszych — stanowia one zazwyczaj ostatnie miejsca tej
klasyfikacji mimo faktu, iz wskaznik uwzglednia zaréwno wielko$¢ powierzchni
panstwa, jak i liczbg obywateli. Polska w tym zestawieniu zajmuje 10 pozycje
rankingowa, a zatem jest to wynik znaczaco lepszy niz ten, jaki uzyskano
w poprzednich zestawieniach.

Uwzgledniajac zarbwno poziom funkcji turystycznej oraz jej zdefiniowanie
za pomoca dwuwymiarowego wskaznika funkcji turystycznej, uzyskano jedynie
wyniki przyblizone ze wzgledu na znacznie nizsze miary czastkowe. Analiza
wymienia 5 panstw, gdzie rozwdj turystyki jest wigkszy niz w pozostalych kra-
jach (tabela 6). Sa to: Belgia, Niemcy, Wtochy, Cypr i Holandia. Niestety ta
klasyfikacja jest niepelna ze wzgledu na fakt, iz obliczenie oceny wymaga uzy-
cia wszystkich wymienionych wczesniej miar. Poniewaz nie zawsze mozliwe
byto obliczenie wszystkich wskaznikéw, wiec klasyfikacja sporzadzona miarg
dwuwymiarowa jest niekompletna.

Tabela 6

Klasyfikacja zgodnie z warto$cia dwuwymiarowego wskaznika funkcji turystycznej

Prer
(stopien rozwoju
funkcji
turystycznej)

Dger Dwuwymiarowy wskaznik
(stopien zdefiniowania funkcji turystycznej
funkcji turystycznej) Ww.sz

Panstwo

N

Belgia

Niemcy

Wiochy

Cypr

Holandia

Austria
Republika Czeska
Dania

Hiszpania

Luksemburg

Wegry
Portugalia

Rumunia

Stowenia

Stowacja

Szwajcaria
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cd. tabeli 6
1 2 3
Estonia 1 1 0
Lotwa 1 1 0
Polska 1 1 0
Finlandia 1 1 0
Litwa 0 2 0

Tabela 6 pokazuje, iz Polska jako kraj turystyczny znajduje si¢ na odleglym
miejscu. Wynika to z niskiego poziomu rozwoju funkcji turystycznej, a takze ze
znaczacej zmiennosci tego poziomu na roznych obszarach. Panstwa wymienione
w czotowce rankingu sa dobrze rozwinigte pod wzglgdem turystycznym, a zara-
zem charakteryzuje je dobre zdefiniowanie funkcji turystycznej. Ugruntowana
jest rowniez pozycja Litwy jako panstwa zupelnie nieposiadajacego aspiracji do
miana obszaru turystycznego Europy.

Podsumowanie

Podsumowujac poszczegdlne wyniki uzyskane dla Polski, warto wspo-
mnie¢, iz nie powinny by¢ one porownywane z wynikami uzyskanymi dla
mniejszych obszaréw (gmin, wojewodztw), gdyz uwzgledniaja obszary nietury-
styczne. Badania zrealizowane przez autora w 2011 roku [6] obejmowaty analize
funkcji turystycznej obszaréw gmin catej Polski, co zarazem umozliwito uzy-
skanie srednich warto$ci kazdego ze wskaznikow funkcji turystycznej. Przecigt-
na warto$¢ wskaznika Deferta wyniosta 161, wskaznika Schneidera 89,5,
wskaznika Charvata 339,2, wskaznika Bretje’a-Deferta 4,6, a wskaznika gesto-
$ci bazy noclegowej 5,8.

Poréwnujac poszczegdlne miary funkcji turystycznej zauwaza sig, ze nie
wskazuja one jednoznacznych wynikow, a zatem uzycie miary syntetycznej
wydaje si¢ by¢ wilasciwym rozwigzaniem. Wobec niekompletnosci wynikow
uzyskanych za pomoca dwuwymiarowego wskaznika funkcji turystycznej za
wysoce istotng miar¢ nalezy uznaé logistyczny wskaznik funkcji turystycznej,
ktory uwzglednia zar6wno wielko§¢ obszaru, jak i jego zaludnienie. Jednocze-
$nie nie pozwala on, aby zmienne bedace jedynie miarami odniesienia wplywaty
na wynik koncowy w takim stopniu, jak w przypadku tradycyjnych wskaznikow
funkcji turystyczne;j.
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THE MEASUREMENT OF TOURISM FUNCTION OF AREAS
USING INDICATORS OF THE TOURISM FUNCTION ON THE EXAMPLE
OF AREAS OF EUROPEAN COUNTRIES

Summary

This paper presents the most popular indicators of the tourist function , and sup-
plements them with modern synthetic metrics. The subject of the application of these
indicators is to measure of the tourism function in 31 European countries and making
their classification according to the values of measurement used. Unusual problem of
engaging research area in the country and not in the local formulation allows for a much
more clear showing weaknesses of individual metrics that recognize the problem descri-
bed. A fragmented approach to the tourism function, prompts to use of synthetic measu-
res which prove to be more useful in classifying particular areas.
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OCENA WPLYWU ZMIENNYCH
OBJASNIAJACYCH NA ZMIENNA ZALEZNA
W METODZIE RZUTOWANIA PPR

Wprowadzenie

Metoda rzutowania PPR (projection pursuit regression), zaproponowana
przez J. Friedmana i W. Stuetzle’a w 1981 roku, jest jedna z nieparametrycznych
metod regresji. Przeprowadzone badania poréwnawcze pokazuja, iz modele
regresji otrzymane za jej pomoca charakteryzuja si¢ czgsto wyzsza doktadnoscia
predykcji niz modele generowane przez inne metody, zar6wno nieparametrycz-
ne, jak i klasyczne (zob. [4; 6; 7]). Jest to jednak jedna z metod, ktore czesto
okresla si¢ mianem ,,czarnej skrzynki”. Wyniki, ktére otrzymuje si¢ przy jej
uzyciu, nie sa zazwyczaj interpretowalne, dlatego tak wazne sa wszelkie proby
uzyskania dodatkowych informacji z otrzymanego modelu.

W artykule przedstawiono dwie procedury: eliminacji i dotaczania zmien-
nych, ktore redukuja ztozono$¢ modelu otrzymanego metoda PPR, pozwalaja na
wyodrebnienie zmiennych, ktéore maja najwigkszy wpltyw na zmienna zalezna,
jak rowniez powiekszaja zasob informacji uzyskanych ze zbudowanego modelu.

Celem artykutu, jak rowniez wspomnianych procedur eliminacji i dotacza-
nia zmiennych bedzie zbudowanie rankingu zmiennych objasniajacych pod
wzgledem ich sity wptywu na zmienna Y .

1. Metoda rzutowania PPR

Celem metody rzutowania jest transformacja danych z przestrzeni wielo-
wymiarowej w przestrzen o nizszym wymiarze, w ktorej tatwiej jest badaczowi
zaobserwowac pewne wlasnosci analizowanego zbioru obserwacji. Transforma-
cja ta odbywa si¢ poprzez zrzutowanie wektora zmiennych objasniajacych X
w kierunkach a, . Uzyskuje si¢ w ten sposob nowe zmienne:

Z, =0, -X,dak=1,.K, (1)
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gdzie @, € R" sa unormowanymi wektorami nazywanymi kierunkami rzutowania.

Model regresyjny, zbudowany za pomoca metody rzutowania, mozna
przedstawi¢ w postaci addytywne;j:

Y=1(X)=a,+Y B0(af X). @)
k=1

Funkcje sktadowe modelu g, (dla k =1,...,K) to funkcje jednej zmien-
nej, nazywane funkcjami grzbietowymi, o parametrach /3, . Estymatory tych
parametrow, a takze kierunkéw rzutowania o, otrzymuje si¢ w kolejnych kro-
kach algorytmu poprzez minimalizacjg btedu empirycznego (empirical risk):

ln
)=—2 (v - fx)), (3)

n

gdzie a z(al,az,...,aK) oraz f = (ﬂl,ﬂz,...,ﬂK).

Btad empiryczny przedstawiony we wzorze (3) mozna przeksztatci¢ do
nastepujacej postaci (zob. [5]):

n

Remp(a’B):% (ri _ﬂkgk(o‘l 'Xi))2 > 4)

i=l

gdzie:

=y —a,-Y A9(a x)dai=1..,n. 5)

Ik
Otrzymano w ten sposob dekompozycje btedu empirycznego na dwa sktad-
niki: reszt¢ czgsciowa I opisujaca zmiennos$¢, ktora nie zostata wyjasniona
przez funkcje sktadowe g, (dla | # K), oraz funkcje Q.
Algorytm minimalizacji bledu REmo jest pewnym uogoélnieniem metody

wykorzystujacej sprzezenie zwrotne (backfitting algorithm) i sktada si¢ z naste-

pujacych krokow [1, s. 255-259; 5]:

1. Ustal poczatkowe wartosci wspotrzgdnych wektorow a, oraz S, (dla
k=1,..,K) tak, aby:

Bidilel x,)=0.dlai=1..n. ©6)
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Przyjmij:
1 n
050 = ;Zy’ . (7)
i=1

2. Dlakazdego k =1,..., K wykonaj nastepujace kroki:

a) Oblicz reszty czg$ciowe:

T .
ri:yi—ao—Zﬂ,g,(a, -Xi),dlal=1,...,l’l. (8)
l#k
b) Wykonaj rzutowanie, az do osiagnigcia zbieznosci:
— ustal kierunek rzutowania @; i znajdz parametr £, minimalizujacy
wyrazenie:

n

1 T
Remp(a’B):HZ(ri_Bkgk(ak 'Xi))za (9)
i=1
— zmien wspoirzedne wektora o, w kierunku wyznaczonym przez wy-

razenie:
ak < ak _y.VRemp(ak) s (10)

gdzie ¥ > 0.
3. Zakoncz wykonywanie algorytmu, gdy jest spetnione ustalone wcze$niej
kryterium stopu lub gdy warto$¢ funkcji (3) nie zmienia si¢ znaczaco.

Najmniej ugruntowanym elementem metody rzutowania jest wybor liczby
funkcji sktadowych K w modelu regresyjnym (2). Warto$¢ tego parametru jest
zazwyczaj podawana przez uzytkownika.

Poprawe jakosci budowanego modelu mozna uzyskaé¢ wykorzystujac algo-
rytm SMART (smooth multiply additive regression), w ktérym badacz podaje
dwie warto$ci parametru K :

- K —poczatkowa (maksymalna) liczbe funkcji sktadowych,

pocz
- K

Stworzony zostaje model ztozony z K

— liczbe funkcji uzytych w koncowym modelu.

konc

funkcji g, , ktory z wykorzysta-

pocz
niem przyjetego kryterium zostaje stopniowo przycinany, az do uzyskania funk-
cji f,ktorajestsuma K, = skladowych g, .

konc
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2. Procedura doboru zmiennych objasniajacych do modelu
zbudowanego metoda rzutowania PPR

Metoda rzutowania, jako nieparametryczna metoda regresji, nie zaklada
znajomosci rozkladu sktadnika losowego w modelu czy analitycznych postaci
zwiazkow migdzy zmiennymi. Jest narzedziem, ktore nie wymaga spelnienia
wielu restrykcyjnych zalozen, przez co znaczaco zostal zwigkszony jej obszar
zastosowan. W praktyce czesto stosuje si¢ t¢ metodg do analizy zbioréow danych
charakteryzowanych przez duza liczbg zmiennych. Otrzymuje si¢ wtedy ztozony
model, ktorego wspotczynniki nie sa interpretowalne.

Zastosowanie procedury doboru zmiennych objasniajacych do modelu po-
zwala na istotna redukcje liczby zmiennych, a co za tym idzie — zlozono$ci mo-
delu. Okazuje si¢ rowniez, ze procedura ta pozwala na popraweg dokladnosci
predykcji, a takze stworzenie rankingu zmiennych pod wzgledem ich sity wpty-
wu na zmienna zalezna. W ten sposob badacz, czy decydent, otrzymuje prostszy
model, dajacy mniejsze bledy prognoz, jak roéwniez dodatkowa informacjg
o tym, ktore zmienne sa najbardziej istotne dla tego modelu.

W artykule przedstawiono dwa warianty procedury doboru zmiennych ob-
jasniajacych do modelu regresyjnego: eliminacj¢ zmiennych oraz dotaczanie
zmiennych.

2.1. Procedura eliminacji zmiennych z modelu

Procedura eliminacji zmiennych opiera si¢ na strategii wspinaczki. W pierw-
szym etapie tej procedury zostaje zbudowany model na oryginalnym zbiorze
wszystkich zmiennych. W kazdym kolejnym kroku zostaje usunig¢ta jedna
zmienna wedtug ustalonego a priori kryterium i jest budowany model na po-
mnigjszonym zbiorze zmiennych. Wykorzystywanym Kkryterium jest w tym
przypadku minimalny btad $redniokwadratowy liczony metoda sprawdzania
krzyzowego. W ten sposob kolejno sa eliminowane zmienne, ktére maja naj-
mniejszy wplyw na zmienna zalezng. Procedura jest powtarzana tak dlugo, az
w zbiorze zostanie tylko jedna zmienna. Ta wlasnie zmienna ma najsilniejszy
wplyw na zmienng Y .

Procedure eliminacji zmiennych z modelu mozna przedstawi¢ w nastepuja-
cych krokach:

1. Za pomoca metody rzutowania PPR zbuduj model regresyjny f,, wykorzy-

stujac kompletny zbior zmiennych objasniajacych:
V, ={X;,X,,... X,.}.

2. Dla j =1,...,m—1 wykonaj nastepujace kroki:
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a) Ze zbioru zmiennych objasniajacych V_/.f1 usun tymczasowo jedng zmien-

na, wykonujac t¢ czynno$¢ kolejno dla kazdej ze zmiennych, i zbuduyj
(m — j +1) modeli regresyjnych za pomoca metody PPR.

b) Dla wszystkich zbudowanych w poprzednim kroku modeli oblicz, metoda
sprawdzania krzyzowego z podzialem zbioru danych na pig¢ czgsci, btad
sredniokwadratowy.

c¢) Ostatecznie w kroku j wyeliminuj zmienna, ktorej usunigcie w najmniej-
szym stopniu zmienito doktadno$¢ predykceji modelu, a wige ta, dla ktorej
obliczony blad Sredniokwadratowy jest najmniejszy. Zredukowany zbior
zmiennych oznacz przez V', natomiast uzyskany najmniejszy blad sred-

niokwadratowy zapamigtaj jako MSE', .
d) Przyjmij jako model f ; ten model regresyjny, ktéry byl zbudowany na

zbiorze zmiennych oznaczonym przez V', i ktéremu odpowiada btad

sredniokwadratowy MSE ;.

3. Z otrzymanego ciagu modeli regresyjnych { f ].} - (z malejaca liczba

=0
zmiennych) wybierz ten model, dla ktorego btad Sredniokwadratowy MSE;

jest najmniejszy. Jest to model koncowy zbudowany za pomoca metody rzu-
towania PPR z wykorzystaniem procedury eliminacji zmiennych.

W kazdym kroku tej procedury zostaje wyeliminowana jedna zmienna, ta,
ktéra ma najmniejszy wptyw na zmienna zalezna. Otrzymuje si¢ zatem ranking
zmiennych pod wzgledem ich sily wptywu na zmienng Y, gdzie najbardziej
istotna jest zmienna, ktora pozostaje na koncu w zbiorze zmiennych.

Obliczany na kazdym etapie btad sredniokwadratowy pozwala na wybranie
takiego modelu, ktéremu jest przyporzadkowany najmniejszy MSE . Zmienne
wykorzystane do budowy tego modelu to zmienne, ktére majg istotny wptyw na
zmienng zalezna. Pozostate to zmienne redundantne.

W wyniku zastosowania procedury eliminacji otrzymuje si¢ model, ktory
jest rozwigzaniem optymalnym jedynie w sensie lokalnym. Zaleta tego podejscia
jest jednak stosunkowo niska ztozonos¢ algorytmu.

2.2. Przyktad ilustrujacy procedure eliminacji zmiennych z modelu

Przedstawiona procedura eliminacji zmiennych z modelu, zbudowanego
metoda rzutowania, zostanie przedstawiona na przyktadzie zbioru danych Bo-
ston. Obserwacje przedstawione w tym zbiorze zostaly zebrane i opublikowane
w 1978 roku przez Harrisona oraz Rubinfelda, badaczy, ktorzy zajmowali sig
wykrywaniem zalezno$ci pomigdzy cenami nieruchomosci w Bostonie a jako-
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$Scig zycia. Jest to zbidr szeroko znany i wykorzystywany do sprawdzania jakosSci
modeli regresyjnych. Zgromadzone dane sa charakteryzowane przez trzynascie
zmiennych objasniajacych:

crim — wskaznik przestepstw,

zn — frakcja obszaréw zaludnionych przekraczajacych 25 000 stop kwadra-
towych,

indus — wskaznik industrializacji,

chas — zmienna zero-jedynkowa wskazujaca, czy teren znajduje si¢ w poblizu

rzeki Charles,

nox — koncentracja tlenku azotu,

rm — $rednia liczba pokoi,

age — procent budynkow sprzed 1940 roku,

dis — wazona odleglos¢ do pigciu skupisk miejsc zatrudnienia w Bostonie,
rad — dostep do autostrady,

tax — wysokos¢ placonych podatkow,

ptratio — liczba uczniéw na jednego nauczyciela,

black — procent ludno$ci afroamerykanskiej,

Istat — procent ludnosci o niskim statusie spotecznym.

Zmienng zalezna jest Y = medv, czyli mediana warto$ci domu w tys. dola-
row. Zbior Boston sklada si¢ z 506 obserwacji.

Wyniki uzyskane poprzez zastosowanie procedury eliminacji przedstawio-
no w tabeli 1.

Tabela 1

Wyniki dziatania procedury eliminacji zmiennych
Wyeliminowana . .
Etap y Jmienna Numery zmiennych usunietych z modelu MSE
0 - - 14,089
1 crim 1 11,964
2 rad 1 9 14,350
3 chas 1 9 4 11,331
4 age 1 9 4 7 12,435
5 zn 1 9 4 7 2 12,338
6 indus 1 9 4 7 2 3 12,042
7 dis 1 9 4 7 2 3 8 14,055
8 black 1 9 4 7 2 3 8 12 14,992
9 tax 1 9 4 7 2 3 8§ 12 10 14,995
10 ptratio 19 4 7 2 3 8 12 10 11 17,814
11 nox 1 9 4 7 2 3 8 12 10 11 5 19,962
12 m 1 9 4 7 2 3 8 12 10 11 5 6| 27,242
13 Istat
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Btad s$redniokwadratowy osiaga najmniejsza warto$¢, réwna 11,331, dla
modelu, z ktérego wyeliminowano zmienne: crim, rad, chas. Sa to zmienne re-
dundantne. Wprowadzenie ich do modelu powoduje zwigkszenie wartosci MSE
oraz zlozono$ci modelu. Pozostale dziesig¢ zmiennych ma istotny wplyw na
zmienng zalezna i posta¢ modelu.

Najwigkszy wplyw na medv ma zmienna, ktora otrzymano w ostatnim, 13.
kroku, natomiast najmniejsze znaczenie ma zmienna wyeliminowana w pierw-
szym etapie. Otrzymane wyniki pozwalaja na stworzenie rankingu zmiennych
objasniajacych pod wzgledem sity wplywu na zmienna zalezna (zob. tabela 2).

Tabela 2

Ranking zmiennych objasniajacych pod wzglgdem sity wplywu na zmienna
zalezna uzyskany za pomoca procedury eliminacji zmiennych

Nr w rankingu Zmienne
1 Istat
2 rm
3 nox
4 ptratio
5 tax . .
6 black zmienne 1stotne
7 dis
8 indus
9 zn
10 age
11 chas .
2 ad zmienne
- redundantne
13 crim

Najwigksze znaczenie dla zmiennej medv ma tutaj zmienna Istat, tak wigc
najwigkszy wplyw na mediang warto$ci domu ma procent ludnosci o niskim
statusie spotecznym. Kolejna wazna zmienna jest rm — srednia liczba pokoi.

2.3. Procedura dotaczania zmiennych do modelu

Alternatywnym podejsciem do eliminacji zmiennych z modelu regresyjne-
go jest procedura dolaczania zmiennych do modelu. Zaczyna si¢ w tym przy-
padku od modelu zbudowanego dla jednej zmiennej, by sukcesywnie dotaczac
do niego kolejne zmienne i na koncu otrzyma¢ model zbudowany na komplet-
nym zbiorze zmiennych.

W pierwszym etapie tej procedury buduje si¢ m modeli dla pojedynczych
zmiennych (gdzie m jest liczba zmiennych objasniajacych). Wybiera si¢ z nich
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najlepszy i1 w kazdym kolejnym etapie dolacza si¢ do niego zmienna wedlug

ustalonego a priori kryterium, ktorym ponownie jest minimalny btad $rednio-

kwadratowy.
Procedurg dolaczania zmiennych do modelu mozna przedstawi¢ w nastgpu-
jacy sposob:

1. Za pomoca metody rzutowania PPR zbuduj m modeli regresyjnych dla po-
jedynczych zmiennych objasniajacych. Dla kazdego modelu oblicz btad $red-
niokwadratowy metoda sprawdzania krzyzowego. Model, ktory odpowiada naj-
mniejszej wartosci MSE' , przyjmij jako model poczatkowy f,, za$ ze zmienne;

wykorzystanej do budowy modelu f, stworz poczatkowy, jednoelementowy

zbiér zmiennych V| . Pozostate zmienne niech tworza zbior W, _, .
2. Dla j =2,...,m wykonaj kroki:
a) Do zbioru zmiennych objasniajacych V_/f1 dodaj tymczasowo jedna zmienna

ze zbioru W

m—j+1°2

wykonujac t¢ czynno$¢ kolejno dla kazdej zmienne;j,
i zbudyj (m — j +1) modeli regresyjnych za pomoca metody PPR.

b) Dla wszystkich zbudowanych w poprzednim kroku modeli oblicz, metoda
sprawdzania krzyzowego z podzialem zbioru danych na pig¢ czgsci, btad
sredniokwadratowy.

c) Ostatecznie w kroku j dotacz do modelu t¢ zmienna, dla ktorej obliczony
btad $redniokwadratowy jest najmniejszy. Powigkszony zbidr zmiennych
tworzacych model oznacz przez V', pozostate zmienne przez W,

m—j*

Uzy-
skany najmniejszy blad $redniokwadratowy zapamigtaj jako MSE ', .

d) Przyjmij jako model f ; ten model regresyjny, ktory byl zbudowany na
zbiorze zmiennych oznaczonym przez V), i ktéremu odpowiada blad
Sredniokwadratowy MSE .

3. Z otrzymanego ciagu modeli regresyjnych { f

J}jzl,...,m (z rosnaca liczba

zmiennych) wybierz ten model, dla ktorego btad sredniokwadratowy MSE ;

jest najmniejszy. Jest to model koncowy zbudowany za pomoca metody rzu-
towania PPR z wykorzystaniem procedury dotaczania zmiennych.

Podobnie jak dla procedury eliminacji, mozna uzyskaé¢ ranking zmiennych
objasniajacych pod wzgledem ich sity wptywu na zmienng zalezng. Przy czym
najistotniejsza tym razem jest zmienna otrzymana w pierwszym kroku procedu-
ry, natomiast najmniejsze znaczenie ma zmienna, ktora dotacza si¢ do modelu
w ostatnim etapie. Zmienne, ktorych nie wykorzystano do budowy modelu kon-
cowego, to zmienne redundantne.
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Model koncowy, otrzymany za pomoca procedury dotaczania zmiennych,
jest rozwiazaniem optymalnym jedynie w sensie lokalnym. Ponadto procedura
dotaczania zmiennych do modelu, ze wzglgdu na pierwszy etap — budowy mode-
lu dla pojedynczej zmiennej, jest uwazana za mniej stabilng niz metoda elimina-
cji zmiennych. Z tego tez powodu jest ona rzadziej wykorzystywana w praktyce.

2.4. Przyktad ilustrujacy procedure dotaczania zmiennych do modelu

Ponownie, w celu ilustracji procedury dotaczania zmiennych, wykorzy-
stano zbior danych Boston. Uzyskane wyniki przedstawiono w tabeli 3.

Tabela 3

Wyniki dziatania procedury dotaczania zmiennych

Etap DZ(I)l}laiszl?lga Numery zmiennych wykorzystanych do budowy modelu | MSE
1 Istat 13 27,242
2 m 13 6 19,962
3 tax 13 6 10 15,785
4 nox 13 6 10 5 14,316
5 black 13 6 10 5 12 14,134
6 age 13 6 10 5 12 7 14,135
7 dis 13 6 10 5 12 7 8 14,134
8 rad 13 6 10 5 12 7 8 9 14,134
9 ptratio 13 6 10 5 12 7 8 9 11 14,133
10 indus 3 6 10 5 12 7 8 9 11 3 15,643
11 chas 13 6 10 5 12 7 8 9 11 3 4 15,643
12 crim 136 10 5 12 7 8 9 11 3 4 1 16,298
13 zn 13 6 10 5 12 7 8 9 11 3 4 1 2] 16,298

Najwigkszy wplyw na mediang warto$ci domu, tak samo jak poprzednio,
maja zmienne: Istat oraz rm, ktore zostaty dotaczone do modelu w pierwszym i dru-
gim kroku algorytmu. Kolejne zmienne w coraz mniejszym stopniu wptywaja na
zmienng zalezng. Ranking wszystkich zmiennych przedstawiono w tabeli 4.

Model koncowy, w tym przypadku, to model, dla ktorego btad sredniokwa-
dratowy jest rowny 14,133. Do budowy tego modelu wykorzystano dziewigé¢
zmiennych majacych istotny wplyw na zmienna medv. Pozostate zmienne: in-
dus, chas, crim i zn sa, w tym przyktadzie, zmiennymi redundantnymi.
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Tabela 4

Ranking zmiennych objasniajacych pod wzgledem sity wptywu na zmienna
zalezna uzyskany za pomoca procedury dotaczania zmiennych

Nr w rankingu Zmienne
1 Istat
2 rm
3 tax
4 nox
5 black zmienne istotne
6 age
7 dis
8 rad
9 ptratio
10 indus
11 chas zmienne
12 crim redundantne
13 zn

Wartos¢ wspotczynnika Spearmana — zgodno$ci uzyskanych rankingow
Wynosi:
rge =0,833.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono dwie metody doboru zmiennych objasniajacych
do modelu regresyjnego: eliminacje¢ oraz dotaczanie zmiennych. Pomimo wbu-
dowanego w algorytmie metody PPR mechanizmu selekcji zmiennych opartego
na rzutowaniu zastosowanie omawianych metod doboru zmiennych doprowadzi-
to do poprawy doktadnosci predykcji modelu. Wykorzystanie mniejszej liczby
zmiennych dato w konsekwencji mniej skomplikowany model koncowy.

Systematyczna eliminacja lub dotaczanie zmiennych pozwolily na zbudo-
wanie rankingu zmiennych objasniajacych pod wzgledem: ich sity wptywu na
zmienng zalezna oraz zdolnosci poprawiania jakosci modelu PPR. W tym przy-
padku mozna takze oddzieli¢ zmienne istotne od zmiennych redundantnych.
Otrzymany ranking jest rowniez dodatkowa, wazna informacja dla badacza czy
decydenta postugujacego si¢ w analizie regresji metoda rzutowania PPR.
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DETERMINING THE INFLUENCE OF PREDICTOR VARIABLES ON THE
RESPONSE VARIABLE IN THE PPR MODELS

Summary

Projection Pursuit Regression (PPR) was introduced by J. Friedman and W. Stu-
etzle in 1981. It is one of the nonparametric regression methods. The benchmark studies
show very often the superiority of PPR models over other nonparametric or classical
regression models in terms of the test error. PPR produces a “black-box” prediction
machine and it suffers from the lack of interpretation. Thus it seems to be an important
issue to find the method for evaluating the influence of the predictor variables on the
response.

We present the procedure that might be used to examine the strength of the influence of
every predictor variable on the response variable in Projection Pursuit Regression models.
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SYMULACYJNA OCENA JAKOSCI
ZAGREGOWANYCH MODELI
ZBUDOWANYCH METODA
WEKTOROW NOSNYCH

Wprowadzenie

Wsrod wielu nowych metod regresji wielowymiarowej na szczeg6lna uwa-
ge zashuguje metoda wektorow nosnych (ang. SVM — Support Vector Machi-
nes). Cho¢ zostala ona pierwotnie skonstruowana do realizowania zadan dys-
kryminacji [10], to podobnie jak w przypadku drzew klasyfikacyjnych
i regresyjnych [4], algorytm tej metody mozna przeformutowac tak, aby shuzyt
do budowy modeli regresji. Ponadto regresyjna metoda wektoréw nosnych ma
wiele pozadanych wlasnosci, ktore przenosza sig¢ z metody dyskryminacyjnej, tj.
nie wymaga od uzytkownika sprawdzania zatozen o rozktadach zmiennych dia-
gnostycznych, nieliniowos$¢ otrzymanego modelu, relatywnie male btedy pre-
dykcji dla obserwacji ze zbioru testowego, odporno$¢ na wystgpowanie szumu
w zbiorze uczacym, bardzo liczna przestrzen hipotez z duza rdéznorodnoscia
przeszukiwanych, potencjalnych funkcji regresji [9].

Podobnie jak w przypadku dyskryminacji, nie sposob nie wspomnie¢ o tych
wlasno$ciach metody wektorow nosnych, ktore $wiadcza na jej niekorzysc.
Mianowicie jest jedna z metod eksploracji danych, co oznacza, ze jej dziatanie
jest w duzym stopniu zautomatyzowane, podobne do ,,czarnej skrzynki”, wyniki
za$ w niewielkim stopniu poddaja si¢ interpretacji. Podsumowujac, otrzymywa-
ny model, jako narzedzie stuzace do predykcji, charakteryzuje si¢ duza doktad-
noscia, lecz znajomo$¢ analitycznej postaci modelu w niewielkim stopniu po-
zwala badaczowi na poznanie i zrozumienie istoty relacji migdzy zmiennymi
uwzglednionymi w modelu.

Metoda wektorow nosnych jest obecnie uwazana, obok zagregowanych
drzew klasyfikacyjnych, za najdoktadniejsze narzgdzie w dyskryminacji. W dal-
szej czesci artykulu zostanie przedstawiona metoda wektorow nosnych w regre-
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sji (w mozliwie krotki i zrozumiaty sposéb) oraz proba empirycznego zweryfi-
kowania, na ile metoda wektorow nosnych jest konkurencyjna, pod wzgledem
doktadnosci predykcji, wobec innych znanych metod regresji, takich jak kla-
syczna regresja liniowa oraz wybrane metody nieparametryczne: metoda rzuto-
wania, sieci neuronowe, drzewa regresyjne oraz modele zagregowane taczace
wiele modeli drzew. Ponadto zostanie uwzglgdniona metoda wektoréow nosnych
w ujeciu wielomodelowym. W podejsciu tym, zgodnie z koncepcja Breimana [1]
laczenia rownoleglego modeli przez rozszerzanie, jest tworzonych wiele skta-
dowych modeli regres;ji, za$ predykcja dla nowych obserwacji ze zbioru rozpo-
znawanego jest wyznaczana poprzez agregowanie wskazan modeli sktadowych.
Podobnie jak w przypadku agregacyjnej metody dyskryminacji, modele sktado-

we { S }f:l uzyskuje si¢ wskutek zastosowania metody SVM do B prob ucza-

cych D,,...,D, wyodrgbnionych ze zbioru uczacego D. Liczebno$¢ kazdej

Z prob jest rowna liczebnosci zbioru D, a elementy proby sa losowane ze zbioru
D wedtug schematu losowania ze zwracaniem, ze statym i jednakowym prawdo-

1
podobienstwem wejscia obserwacji do proby rownym W , gdzie N — liczba ob-

serwacji w zbiorze D. Predykcja modelu zagregowanego powstaje przez usred-
nienie wskazan modeli sktadowych:

O IES! m

Przedstawiona i wykorzystana w niniejszym artykule metoda taczenia mo-
deli przez rozszerzanie jest jednym z wielu podej$¢ w zagadnieniach agregacji.
Metodom agregowania (taczenia) wynikéw metod klasyfikacji i regres;ji jest po-
$wigcona obszerna praca Gatnara [4].

1. Metoda wektorow nosnych w regresji

Zarowno w przypadku dyskryminacji, jak i regresji w algorytmie metody
wektoréw nos$nych jest wyznaczana funkcja w postaci liniowej. Nieliniowos¢
metody wynika z tego, ze obserwacje ze zbioru uczacego s transformowane do
nowej przestrzeni o duzo wigkszym wymiarze za pomoca nieliniowego prze-
ksztalcenia ¢@. Tak wigc w przypadku danego zbioru uczacego

{(Xl,yl),...,(xN,yN)}, gdzie x' e RY oraz Y eR dla i=1,...,N, oraz
nieliniowej transformacji ¢ : RY > 7Z zagadnienie regresji bedzie polega¢ na

wyznaczeniu w nowej przestrzeni cech Z funkcji liniowej w postaci:
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y=fxB) =B 0(x)+f, )

gdzie p(x')eZ oraz y' eR dlai=1,...,N .

Rownanie:
B-o(x)+5,=0 3)

definiuje hiperptaszczyzng, o ktorej w dyskryminacji zaktada sig, ze ma by¢
optymalna hiperptaszczyzna rozdzielajaca klasy, tj. polozona tak, aby rozdziela-
fa klasy oraz by symetryczne otoczenie hiperptaszczyzny, niezawierajace zadnej
obserwacji, miato jak najwigkszy promien. Tak postawiony problem mozna
sformutowaé w postaci zadania optymalizacji wypuklej z liniowymi ogranicze-
niami [2; 8]). W regresji jest rOwniez wyznaczana optymalna hiperptaszczyzna,
lecz nie z warunkiem rozdzielania klas, tylko zalozeniem, ze punkty przetrans-
formowanego zbioru uczacego leza jak najblizej poszukiwanej hiperptaszczyzny
(por. rysunek 2). Ten geometrycznie postawiony warunek mozna przedstawic
analitycznie jako poszukiwanie funkcji postaci (2), ktora minimalizuje warto$¢
funkcjonatu mierzacego jako$¢ dopasowania funkcji do danych ze zbioru ucza-
cego. Ow pomiar dopasowania modelu odbywa si¢ z wykorzystaniem tzw. funk-
cji straty. Najcze$ciej w zadaniach regresji stosuje si¢ kwadratowa funkcjg straty
w postaci L(y, f(x, B)) = (y— f(x, B))’, ktora stanowi podstawe klasycznej

metody najmniejszych kwadratoéw. Tworca metody Vladimir Vapnik [10] do
pomiaru dopasowania zaproponowat funkcj¢ straty niewrazliwa na odchylenia
rzedu € > 0:

0, gdy |y _f(xa B)| e,

“4)
y-fxPB)-s gdy |y-f(x.p)>e,

L'y, f(x, )= {

tzn. uznaje sie, ze dana warto$¢ zmiennej ' jest dobrze aproksymowana przez
funkcje £, jesli odleglos¢ odpowiadajacego jej punktu od hiperptaszczyzny nie
jest wieksza niz z gory zadane £ > 0 (obserwacje ze zbioru uczacego znajduja
si¢ w symetrycznym otoczeniu hiperplaszczyzny o promieniu epsylon). Roznice
miedzy kwadratowa funkcja straty a funkcja Vapnika niewrazliwa na odchylenia
rzedu & > 0 zilustrowano na rysunku 1.
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v

Rys. 1. Wykresy funkcji straty: po lewej funkcja kwadratowa, stosowana w metodzie najmniej-
szych kwadratow, po prawej funkcja Vapnika, niewrazliwa na odchylenia rzgdu &

Funkcja straty realizuje pomiar dopasowania modelu dla kazdej pojedyn-
czej obserwacji. Uwzgledniajac wszystkie punkty ze zbioru uczacego, otrzyma-
no nastgpujace kryterium jakosci dopasowania i tym samym kryterium wyzna-
czania funkcji £

Ry (1) = 22 L (v, (') — min. s

Powyzsze kryterium, czyli minimalizacja funkcjonalu zwanego bledem
empirycznym, oznacza jedynie jak najlepsze dopasowanie funkcji aproksymuja-
cej do obserwacji ze zbioru uczacego i moze doprowadzi¢ do nadmiernego do-
pasowania (ang. overfitting) i w konsekwencji do duzych btedow predykcji. Naj-
lepszy model to taki, ktéry minimalizuje nieznana warto$¢ bledu catkowitego:

R(B) = [ L(», / (x,B) p(x, y)dxdy, (6)

jednak wartos¢ funkcjonatu (6) uwzglednia dopasowanie do wszystkich obser-
wacji z przestrzeni danych — rowniez tych spoza zbioru uczacego. Na ogot ba-
dacz dysponuje informacjami czastkowymi, zawartymi w probie uczacej, wige
warto$¢ (6) jest niemozliwa do wyznaczenia. Vapnik i Chervonenkis udowodni-
li, ze w przypadku liniowej funkcji regresji (definiujacej hiperptaszczyzne
w przestrzeni cech), btad catkowity (6) jest ograniczony z goéry przez wartos¢
btedu empirycznego (5) oraz dlugo$¢ (normeg) wektora normalnego hiperptasz-
czyzny [10; 2]:
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Twierdzenie
Dla zbioru funkcji rzeczywistych istnieje taka stata c, ze z prawdopodobien-
stwem 1—0 zachodzi nastepujqca nierownosc:

RO)<(SIB7 s Ry Jlog” N oz 0

gdzie r jest promieniem hiperkuli Czebyszewa (tj. hiperkuli o najmniejszej obje-
tosci zawierajqcej wszystkie obserwacje ze zbioru uczqcego).

Mata warto$¢ bledu empirycznego jest zwiazana z dobrym dopasowaniem
modelu do danych ze zbioru uczacego, zas§ minimalizacja normy wektora kie-
runkowego hiperptaszczyzny — z lepsza zdolnoscia modelu do uogdlniania.
W metodzie wektorow nos$nych jest wbudowana procedura jednoczesnej mini-
malizacji obu sktadnikow ograniczajacych btad catkowity, ktora jest nazywana
strukturalna minimalizacja btedu catkowitego. W algorytmie metody wektorow
nos$nych jest minimalizowany funkcjonat w postaci:

S8+ XL B, ®)

gdzie parametr C okresla kompromis migdzy prostota modelu a jego dopasowa-
niem do obserwacji ze zbioru uczacego.

W rzeczywistych zbiorach danych bardzo czgsto wystepuja obserwacje niety-
powe, w ktorych wartosci zmiennej objasnianej sa zaktécone szumem lub réznego
typu bledami. W celu uelastycznienia metody i uodpornienia jej na wystgpowanie

takiego zjawiska zostaja wprowadzone zmienne fl,...,fN,fl*,...,fN* >0. Do-

datnia warto$¢ takiej zmiennej w modelu oznacza, ze odpowiadajaca jej obser-
wacja moze si¢ znajdowaé poza epsylonowym otoczeniem wyznaczanej hiper-
plaszczyzny. Zmniejsza to oczywiscie jako$¢ aproksymacji na zbiorze uczacym
ale, szczegdlnie w przypadku obserwacji obarczonych bledami, moze mie¢ po-
zytywny wplyw na jakos¢ predykcji dla nowych obiektow ze zbioru rozpozna-
wanego.
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Rys. 2. Liniowa funkcja regresji w przestrzeni Z i jej epsylonowe otoczenie (aproksymacja odby-
wa si¢ z doktadnoscia do & > 0) oraz konsekwencje wprowadzenia do modelu zmien-

nych él"éj >0

Geometryczne konsekwencje ustanowienia epsylonowej otoczki wokdt wy-
znaczanej funkcji regresji w przestrzeni Z oraz wprowadzenia zmiennych

L& j* > 0 przedstawiono na rysunku 2.

1
Omowione zadanie minimalizacji z liniowymi ograniczeniami mozna zapi-
sa¢ w postaci analitycznej [7]:

N
min B[+ c;(é +&),

yi—(B-(p(xi)+ﬂO)£g+§i, i=1...,N, 9)
—y +(B-o(x)+ B))<e+&, i=1...N,
&.& 0.

Zadanie to mozna rozwigza¢ metoda mnoznikow Lagrange’a. Z warunku Karus-
ha-Kuhna-Tuckera, ktory spelnia rozwiazanie optymalne, wynika, ze wiele
wspotczynnikow Lagrange’a jest rownych zero. Te obserwacje, ktorym odpo-
wiadaja niezerowe wspolczynniki Lagrange’a, sa nazywane wektorami no$nymi.
Z geometrycznego punktu widzenia sa to obserwacje lezace na brzegu epsylo-
nowego otoczenia wyznaczonej hiperplaszczyzny, a takze te obiekty, ktore leza
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poza tym otoczeniem. Jedynie wektory no$ne maja wptyw na potozenie hiper-
plaszczyzny, a tym samym na funkcjeg regresji [9].

O jakos$ci modelu regresji otrzymanego metoda wektorow nosnych decydu-
je wybor wartosci parametru C oraz przede wszystkim wybdér odpowiedniej
transformacji nieliniowej ¢ . Okazuje si¢, ze zarbwno w zadaniu optymalizacyj-
nym, po przejsciu do jego postaci dualnej, jak i w postaci analitycznej rozwiaza-
nia przeksztatcenie ¢ wystepuje jedynie zwiazane iloczynem skalarnym [5].
Wobec tej uwagi nie jest konieczne definiowanie ¢ wprost. Wystarczy wybrac

funkcje, ktora bedzie definiowata iloczyn skalarny Z, co znacznie redukuje pro-
blemy analityczne i numeryczne metody. W metodzie wektoréw nosnych za-
miast definiowa¢ transformacje ¢, uzytkownik decyduje o wyborze sposobu li-
czenia iloczynu skalarnego w pewnej przestrzeni o wigkszym wymiarze.
Standardowo wykorzystuje si¢ do tego celu funkcje z rodziny funkcji jadrowych
w postaci K(u,v)=¢@(u)-@(v), ktore (co udowodniono) definiuja iloczyny
skalarne w pewnej przestrzeni. Najczgsciej stosowane funkcje jadrowe to:

1) Gaussa: K(u,v)= exp(—;/”u — V||2) ,

2) wielomianowa: K(u,v)=y(u-v+38)?, d=12,...,
3) sigmoidalna: K(u,v)=tanh(yu-v +9).

Warto zaznaczy¢, ze wybor samej funkcji jadrowej oraz wybor wartos$ci pa-
rametréw tej funkcji ma kluczowe znaczenie dla jakosci otrzymanego modelu.
Niestety brak jednoznacznej odpowiedzi na pytanie, jak dobiera¢ rodzaj funkcji
do przeprowadzanej analizy i jak identyfikowa¢ optymalne wartosci parame-
trow. W tym celu uzytkownik zazwyczaj musi przeprowadzi¢ wstgpna analizg
symulacyjna dla kilku funkcji jadrowych i odpowiednio duzego zakresu wartosci
parametrow metody z wykorzystaniem np. sprawdzania krzyzowego. Badania
empiryczne wskazuja jednak na pewna przewagg wielomianowych funkcji ja-
drowych oraz funkcji Gaussa z odpowiednio dobranymi parametrami [8].

Przy zadanej funkcji jadrowej, definiujacej iloczyn skalarny w Z, szukana
funkcjg regresji mozna zapisa¢ w postaci:

S =Y (@, - a)KE %)+ £, (10)

. * ’ o . ’ . . . .
gdzie «;, a; sa roznymi od zera wspotczynnikami Langrange’a z rozwiazania

optymalnego (odpowiadajacymi wektorom no$nym) [2].
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2. Poréwnanie modeli pod wzgledem doktadnosci predykciji
2.1. Kryterium poréwnawcze

Wysoka pozycja metody wektoréw nosnych w grupie metod dyskryminacji,
zarowno pod wzgledem matych bledow klasyfikacji, jak 1 mozliwo$ci zastoso-
wan do roznych typéw danych, wydaje si¢ by¢ niepodwazalna [8]. Wobec faktu,
ze wiele wlasnosci metody SVM w dyskryminacji w sposob naturalny przenosi
si¢ na jej odpowiednik w regresji, mozna zadaé pytanie, czy w regresji rowniez
bedzie zauwazalna dominujaca pozycja metody wektorow nosnych. Odpowiedz
na to pytanie zostanie sformutowana po przeprowadzeniu empirycznego porow-
nania jakos$ci r6znych modeli regresji zbudowanych na zbiorach danych standar-
dowo wykorzystywanych do badania wiasnosci i porownywania metod wielo-
wymiarowej analizy statystyczne;j.

Za miarg jakosci modelu przyjeto btad sredniokwadratowy. Poniewaz pod-
stawowym celem regresji jest predykcja na nowych obiektach, spoza zbioru
uczestniczacego w procesie budowy modelu, wigc wartosci btedow sredniokwa-
dratowych obliczono na zbiorach testowych stanowiacych wyodrebniona czgsé
33% catego analizowanego zbioru. Pozostate 66% tworzy zbior uczacy.

2.2. Poréwnywane metody

Badana grupa metod obejmuje:
1) SVM — metode¢ wektorow nosnych,
2) AGRgym — metodg taczenia rownolegtego modeli SVM przez rozszerzanie,
3) LM —klasyczna regresj¢ liniowa,
4) PPR — metodg rzutowania,
5) NNET - sie¢ neuronowa,
6) RPART — drzewa regresyjne,
7) RFOREST — zagregowane drzewa regresyjne Breimana,
8) AGRgpart — metode taczenia rownoleglego drzew przez rozszerzanie.
Poszczegdlne metody zostaly oznaczone symbolami zgodnymi z nazwami
funkcji realizujacych je w programie statystycznym R. Program ten wraz z do-
datkowymi bibliotekami zostat wykorzystany do przeprowadzenia analizy po-
rOwnawcze;j.

2.3. Zbiory danych

W analizie wykorzystano pie¢ zbiorow danych. Trzy z nich: Friedmanl
(300 obserwacji, 11 zmiennych), Friedman2 (300 obserwacji, 5 zmiennych),
Friedman3 (300 obserwacji, 5 zmiennych) to zbiory sztuczne, tj. takie, ktorych
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obserwacje sa generowane komputerowo. Zostaty one specjalnie zaprojektowa-
ne przez Friedmana [3] tak, by zawieraly wiele elementow wymagajacych od
metody odpowiedniego modelowania (nieliniowo$¢, szum, zmienne diagno-
styczne, ktore w ogole nie biora udzialu w generowaniu wartosci zmiennej obja-
$nianej itp.). Zbiory te sa szeroko stosowane do poréwnan, podobnie jak dwa ko-
lejne: Boston (506 obserwacji, 14 zmiennych) i Servo (167 obserwacji i 5
zmiennych). Sa to zbiory danych rzeczywistych i sa dostgpne w internetowej ba-
zie ,,UCI Repository of Machine Learning Databases” zlokalizowanej na Uni-
wersytecie Kalifornijskim'. Wszystkie badane zbiory i generatory zbiorow
sztucznych sa takze dostepne w pakiecie mlbench programu statystycznego R.

2.4. Procedura badawcza i poréwnanie modeli

W pierwszym kroku z badanego zbioru w sposob losowy wybierano 33%
obserwacji do zbioru testowego. Obserwacje te nie uczestniczyty w procesie bu-
dowania modelu regresji. Byly jedynie wykorzystywane do wyliczenia biedu
sredniokwadratowego stanowiacego kryterium poréwnania.

Wigkszos¢ badanych metod wymaga od uzytkownika ustalenia wartos$ci
pewnych parametrow. Symulacyjnie na zbiorze uczacym budowano wiele mode-
li dla r6znych uktadéw tych parametrow. Do poréwnania byt wybierany ten mo-
del (taki uktad warto$ci parametrow), ktory dawat najmniejszy blad sredniokwa-
dratowy liczony metoda sprawdzania krzyzowego z podziatem zbioru uczacego
na 10 czgsci. Przeszukiwane zakresy parametréw dla poszczegdlnych metod to:
a) w metodzie wektorow nosnych wykorzystano wielomianowa funkcje jadro-

wa, zmieniajac stopien wielomianu od 3 do 5 [8], warto$¢ parametru C od
1072 do 102 , epsylon rowne 0,1 oraz 0,5,

b) w metodzie rzutowania warto$¢ parametru opisujacego poczatkowa liczbg
funkcji sktadowych modelu przyjmowano na poziomie 10, 15, 20, 25, za$
koncowa liczba tych funkcji w modelu zmieniata si¢ od 1 do 10,

c¢) sie¢ neuronowa z jedna ukryta warstwa, z liczba obserwacji w warstwie ukry-
tej zmieniajaca si¢ od 1 do In(N),

d) dla drzew regresyjnych wymagana minimalna liczbg obserwacji w wezle, aby na-
stapit dalszy podziat, ustalano na poziomie od 3 do 10, za$ kryterium minimalnej
poprawy jakosci modelu (przycinanie drzewa) na poziomie od 1% do 3%,

e) w metodzie zagregowanych drzew klasyfikacyjnych Breimana liczbg¢ zmiennych

. . .
losowanych przy kazdym podziale ustalano na poziomie -, +/d oraz 2\/5

(d — liczba zmiennych), liczbe drzew rowna 100 oraz 200 [6], za§ minimalna
liczbg obserwacji w lisciu: 1, 5, 10.

* Dostepne przez: ftp:/ftp.ics.uci.edu/pub/machine-learning-databases, http://www.ics.uci.edu/
~mlearn/MLRepository.html.
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2.5. Wyniki analizy

Po wyznaczeniu modelu optymalnego dla kazdej z metod i kazdego z bada-
nych zbioréw, wedhig kryterium minimalnego btedu sredniokwadratowego li-
czonego metoda sprawdzania krzyzowego na zbiorze uczacym, obliczono btad
sredniokwadratowy na zbiorze testowym i zestawiono wyniki w tabeli 1 (najlep-
sze wyniki zaznaczono pogrubiong czcionka).

Tabela 1

Blad sredniokwadratowy liczony na zbiorze testowym dla r6znych modeli regresji

FRIEDMANI | FRIEDMAN2 | FRIEDMAN3 | BOSTON | SERVO
SVM 4,16 19206,9 0,070 1521 | 2138
AGRgyu 3,71 20652,8 0,069 1246 | 23,64
LM 8,00 38762,8 0,104 2527 | 64,02
[PPR 7,58 22844,2 0,026 2004 | 37,96
INNET 6,69 21705,1 0,047 1745 | 33,18
RPART 11,17 31007,4 0,047 18,68 | 2142
AGRparr 7,64 17170,1 0,025 12,72 | 1686
RFOREST 7,19 21114,9 0,027 1096 | 11,80

Tylko w przypadku jednego zbioru danych metoda wektoréw nosnych data
najmniejszy btad predykcji. W pozostatych przypadkach zajmowata odpowied-
nio miejsca drugie, piate i dwukrotnie trzecie. Mozna stad wnioskowaé, ze
w przypadku regresji o metodzie wektoréw nosnych nie mozna powiedzie¢, ze
daje na ogoét najlepsze rezultaty. Zdecydowanie wyniki $wiadcza o tym, ze pre-
dykcja za pomoca modelu otrzymanego metoda SVM jest znacznie lepsza niz
klasycznego modelu liniowego, lecz jednoczesnie konkurencyjne wobec SVM
wydaja si¢ by¢ metody agregacyjne wykorzystujace drzewa regresyjne.

Laczenie rownolegle wielu modeli zbudowanych metoda wektorow no-
$nych prowadzi do otrzymania modelu o mniejszym btgdzie predykcji niz kazdy
z pojedynczych modeli sktadowych. Jednak nie zawsze model zagregowany jest
doktadniejszy niz model SVM zbudowany od razu na calym zbiorze uczacym D.
Okazuje si¢ np., ze dla zbiorow Friedman2 i Servo blad zagregowanego modelu
SVM jest nieco wigkszy niz modelu SVM zbudowanego bezposrednio na catym
zbiorze uczacym D. Dzieje si¢ tak, gdyz adaptacyjna metoda taczenia rownole-
glego jest technika redukujaca przede wszystkim wariancje modelu. Metoda
wektorow nosnych jest skonstruowana tak, iz jej algorytm zawiera mechanizm
redukowania wariancji, dlatego moze si¢ zdarzy¢, ze mechanizm ten lepiej, lub
przynajmniej rownie dobrze, zredukuje wariancjg, jak czyni to agregowanie mo-
deli sktadowych. Kosztem zastosowania taczenia roéwnoleglego modeli jest cza-
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sem wzrost wartosci drugiej sktadowej bledu predykcji — obciazenia, co zostato
zauwazone w przypadku zbioréw Friedman2 i Servo. Ponadto zaobserwowana re-
dukcja btedu predykcji w przypadku pozostatych zbiorow danych nie jest znaczaca.

Podsumowanie

Wyniki publikowane w wielu pozycjach literatury $wiadcza o tym, ze dys-
kryminacja z wykorzystaniem metody wektorow no$nych na ogo6t daje mniejsze
btedy klasyfikacji niz metody alternatywne. Otrzymane za jej pomoca modele sa
nieliniowe, przestrzen hipotez jest bardzo liczna, ale jednocze$nie w metodzie
jest wykorzystywany mechanizm regularyzacji przeciwdziatajacy nadmiernemu
dopasowaniu modelu do danych ze zbioru uczacego, gdyz jest to czgsta przy-
czyna wystapienia duzych btedow predykc;ji.

Istnieje naturalny sposob przeformutowania metody wektorow no$nych tak,
aby realizowala zadania regresji. Wiele pozadanych wtasnosci dyskryminacyjnej
metody SVM przenosi si¢ na jej odpowiednik regresyjny, lecz w porownaniu
z innymi modelami regresji wydaje si¢ traci¢ pozycje¢ metody najdoktadniejszej
na rzecz metod wykorzystujacych drzewa regresyjne. Ponadto metody zagrego-
wanych drzew regresyjnych wydaja si¢ mie¢ przewage w wigkszej prostocie
oraz mozliwosciach interpretowania modeli sktadowych i1 pozyskiwania z nich
wiedzy o badanym zjawisku. Ich algorytm jest prostszy i efektywniejszy pod
wzgledem numerycznym niz w metodzie SVM.

Na uwagg zastuguje fakt, potwierdzony réwniez przyspieszonym rozwojem
badan w tym obszarze, ze na og6l najlepsze rezultaty mozna otrzymac, gdy bu-
duje si¢ nie jeden model, lecz wiele modeli sktadowych, ktore si¢ agreguje
otrzymujac model koncowy. Zasade ta przede wszystkim jednak stosuje si¢ do
agregowania modeli drzew regresyjnych. Ze wzgledu na wbudowany mecha-
nizm redukcji wariancji modelu w algorytmie metody wektoréw nosnych nie
zawsze stosowanie techniki taczenia réwnoleglego modeli prowadzi do wygene-
rowania modelu o doktadniejszej predykcji niz model zbudowany wprost na ca-
tym zbiorze uczacym z odpowiednio dobranymi parametrami. Wobec niewiel-
kiej redukcji bledu predykcji oraz znacznej zlozonosSci obliczeniowej
pojedynczej metody SVM mozna wigc uznaé, ze dodatkowe powigkszanie tej
ztozonoSci przez stosowanie techniki taczenia rownoleglego wielu sktadowych
modeli SVM nie jest zasadne. Interesujaca wydaje si¢ jednak inna mozliwos¢ ta-
czenia wielu modeli SVM o strukturze sekwencyjne;.
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BENCHMARKING AGGREGATED
SUPPORT VECTOR REGRESSION MODELS

Summary

Support Vector Machines (SVM) are a state-of-the-art classification method, but
they are also suitable, after a special reformulation, to perform a regression task. Similar-
ly to classification, for a nonlinear regression problem, SVMs use the kernel trick and
map the input space into a high-dimensional feature space first, and then perform linear
regression in the high-dimensional feature space. One can use the model ensemble
approach to try to improve the prediction accuracy. The paper presents the comparison
of a single SVM, aggregated SVM and other regression models (linear regression, Pro-
jection Pursuit Regression, Neural Networks, Regression Trees, Random Forest, Bag-
ging) by the means of a mean squared test set error.
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POROWNANIE METOD ROZMYTEGO

| PROBABILISTYCZNEGO MODELOWANIA
ZIJAWISKA NA PRZYKLADZIE

OCENY RYZYKA USLUG INFORMATYCZNYCH

Wprowadzenie

Artykul konfrontuje ze soba dwa podejscia do oceny ryzyka w zarzadzaniu
ustugami informatycznymi. Pierwsze z nich polega na zastosowaniu funkcji
prawdopodobienstwa jako miernika gwarancji tworzonej przez dang ustuge war-
tosci. W drugim zastosowano metode¢ rozmytych przedzialoéw gwarancji, ocenia-
jac wielko$¢ ryzyka za pomoca wartosci funkcji przynaleznosci. Celem tej kon-
frontacji jest zweryfikowanie nastepujacej hipotezy: rozmyte modelowanie
ryzyka jest efektywniejsza metoda od modelowania probabilistycznego przy
praktycznej ocenie ryzyka ustug informatycznych.

Rozwazania teoretyczne zostaty tu podparte analiza empiryczna z wykorzy-
staniem modelu oceny ryzyka opisanego przez Autora w [8], a ktorego krotka
charakterystyka zostata zamieszczona w rozdziale 2.

1. Definicja ryzyka

Analiza ryzyka jest jednym z najwazniejszych procesow, ktory nalezy
przeprowadzac na kazdym etapie cyklu zycia ustugi informatycznej. Poczawszy
od definiowania strategii, az po proces ciaglego doskonalenia, decydenci doko-
nuja nieustannej analizy ryzyka w mniej lub bardziej swiadomy sposob. Patrzac
jednak z perspektywy klienta biznesowego lub bezposrednio od strony uzytkow-
nika krancowego, ustuga musi generowac (tworzy¢) wartosc.

W celu wyjasnienia pojecia wartosci ustugi postuzono si¢ znang m.in. z me-
todologii ITIL® definicja, ktéra za warunek konieczny i wystarczajacy wytwo-
rzenia wartosci uznaje koniunkcj¢ dwoch czynnikow:
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— uzytecznosci, rozumianej jako dodatkowa korzys$¢ dostarczana klientowi
poprzez wprowadzenie ustugi w celu realizacji jego potrzeb biznesowych,
— gwarancji, czyli zapewnienia funkcjonowania ustugi na zatozonym poziomie [3].

Korzystajac z powyzszej definicji, mozna wprowadzi¢ termin ryzyka, ktore
bedzie okreslane jako prawdopodobienstwo wytworzenia wartosci ustugi infor-
matyczne;j.

Powyzsze sformutowania nie daja jeszcze pelnego obrazu poszukiwanej,
rzeczywistej wartosci ryzyka. Mozna jednak dalej wnioskowaé, ze ryzyko to
inaczej zapewnienie odpowiedniej gwarancji ushugi, zaktadajac, ze kazda ustuga
niesie ze soba pewna okreslong uzytecznos¢. Problematyczne pozostaje pojawiajace
sig juz kilkakrotnie pojecie gwarancji, ktore nie zostalo doktadnie sprecyzowane.

Siggajac ponownie do biblioteki dobrych praktyk zarzadzania ustugami in-
formatycznymi [3], gwarancje ustugi mozna utozsamiaé z czterema czynnikami,
ktore wspolnie zabezpieczaja jej dziatanie na zdefiniowanym poziomie. Sa to:
dostgpnos¢ (availability), pojemnosé (capability), ciaglos¢ (continuity), bezpie-
czenstwo (security).

W artykule [8] Autor podjat probe klasyfikacji czynnikow ryzyka ustug in-
formatycznych ze wzgledu na wymienione sktadowe gwarancji. Ze wzgledu na
duzy poziom ogolnosci prowadzonych rozwazan (nie ograniczano si¢ do zadne;j,
konkretnie opisanej i sparametryzowanej ustugi) wprowadzono szersze pojecie
grup ryzyka, z ktorych kazda zawierala najwazniejsze czynniki mogace wpty-
waé ujemnie na: dostepnos¢, pojemnos¢, ciagltosé lub bezpieczenstwo ushugi.
Ponadto pokazano, iz kazda z czterech grup posiada swojego reprezentanta,
czyli element (czynnik ryzyka) majacy najwigkszy wplyw na zapewnienie od-
powiedniej gwarancji ustugi. Wynikiem przeprowadzonych badan bylo stworze-
nie modelu oceny ryzyka ustug informatycznych, ktéorego uogoélniona postac
przedstawiono w nast¢pnym punkcie.

2. Uogolniony model oceny ryzyka

Przyjeto, ze okres dziatania uslugi 7 mozna podzieli¢ na skonczona liczbe
p -parami roztacznych podokresow w postaci [¢,,¢,,,] < T, gdzie ¢, <t,,, oraz

P
UR =T . Zalozono dodatkowo, ze ushuga posiada n uzytkownikoéw
i=0

U={u,,u,,...,u} oraz [ zasobow Z ={z,,z,,...,z,}. Pomocne bedzie
rowniez zdefiniowanie grup uzytkownikow G={g,,g,,...,g,}, gdzie

*
m<n .

* Nalezy zwrécié uwage, ze staba nieréwnoé¢ zaklada mozliwo$¢ istnienia grup jednoelementowych.
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Analiza grup czynnikdéw ryzyka doprowadzita nie tyle do wytonienia ich
reprezentantéw, ile przede wszystkim do znalezienia krytycznego elementu gwa-
rancji ushugi — zasobow. Nazwano nim parametr ustugi, ktorego zabezpieczenie
ma najwickszy wptyw na prawdopodobienstwo wytworzenia warto$ci koncowe;.
Dzieki temu mozna sprowadzi¢ wielowymiarowa analize¢ ryzyka do obserwacji
stopnia wykorzystania zasobow ustugi w réznych podokresach jej dziatania’.

Konkretyzujac rozwazania, mozna powiedzie¢, ze stopien wykorzystania zaso-
bu z € Z wpodokresie P, =[t,,t,,,] = T okresla nastgpujacy zbior rozmyty:

{#,2()):t € P, z(¢) €[0,1]}, (1)
z(t) = min(zn: u, (t),lj, teP, ()

gdzie:
u,: P —>[0]l1],i=1...,n (3)

to procent wykorzystania zasobu z przez uzytkownika u, w podokresie P..

Nastepnie okresla si¢ stopien wykorzystania danego zasobu w calym okre-
sie dostepnosci ustugi jako $rednia arytmetyczna z maksymalnych wydajnosci
zasobow w poszczegdlnych podokresach z uwzglednieniem ich dtugosci (ozn.
|Pz| =1, — L)

), 4)

stw(z) = - > max(z(t)-|P
|T| Z;p

gdzie |T | — dlugos¢ catego okresu.

Na podstawie powyzszych ustalen ryzyko tworzenia warto$ci ushugi infor-
matycznej bedzie definiowane jako gwarancja zapewnienia wydajnosci jej zaso-
boéw mierzonej maksymalna wartoscia stopni wykorzystania wszystkich zaso-
bow obliczanych za pomoca wzoru (4).

W kolejnej czegsci niniejszego artykulu zastosowano dwa odmienne pode;j-
$cia do modelowania opisanego ryzyka w celu zweryfikowania postawionej we
wprowadzeniu hipotezy.

* Stopieh wykorzystania zasobu bedzie réwniez nazywany wydajnoscia zasobu.
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3. Modelowanie ryzyka - r6zne podejscia

W klasycznym podejsciu do oceny ryzyka zaktada sig, ze ma si¢ do dyspo-
zycji pewna funkcj¢ prawdopodobienstwa, dzigki ktorej wprost mozna policzy¢
warto§¢ wystapienia sytuacji niepozadanej. Juz w pierwszej potowie XX wieku
wlasnie tak interpretowat ryzyko Knight [2], rozrézniajac je od niepewnosci —
czynnika niemierzalnego lub niepoliczalnego. Trudno jednak takie podejscie
stosowac, opisujac zjawiska otaczajacej nas rzeczywistosci. Najczesciej ludzie
w mowie codziennej posluguja si¢ nastgpujacymi zwrotami: ,,male ryzyko”,
»duze ryzyko”, ,niewielkie ryzyko”, ktore bardziej niosa ze soba pewna infor-
macje jako$ciowa — subiektywna niz ilosciowa — obiektywna. Warto jednak czasami
si¢ zastanowi€, czy otrzymana z pewnym przyblizeniem, a méwiac bardziej po-
prawnie matematycznie — z pewnym stopniem wiarygodnos$ci informacja nie jest tak
samo warto$ciowa, jak ta uzyskana metodami probabilistycznymi.

Idealny do konfrontacji tych dwoch alternatywnych podejs¢ wydaje si¢ by¢
problem ryzyka, ktory juz z samej definicji jest czym$§ bardzo subiektywnym
i trudnym w rzetelnej ocenie. Stosowane do jego analizy r6zne miary prawdopo-
dobienstwa daja czgsto pozorny efekt doktadnosci, gdyz dane wejsciowe takiego
modelu bywaja nierzadko standaryzowane (normalizowane), aby spehiaty kon-
kretne zalozenia.

Zalozono, ze podstawowa miara ryzyka w analizowanym modelu jest opisana
w rozdziale 2 gwarancja zasobow ushugi, ktora zostanie wyznaczona na dwa sposoby.

W pierwszym z nich przyjeto, ze wydajnosci poszczegdlnych zasobow sa
wyznaczane za pomoca funkcji gestosci rozkladu Gaussa, a nastgpnie sprowa-
dzane do postaci liczb rozmytych’. Wszystkie operacje weryfikowano jednocze-
$nie na danych empirycznych dla uniwersyteckiej ustugi poczty elektronicznej,
ktorej parametry umieszczono w tabeli 1.

Tabela 1
Ryzyko gwarancji ustugi poczty elektroniczne;j
- Ryzyko
Podokresy dostgpnosci Z Z, Z awarancji
1 2 3 4 5
0-1 0,002 0,027 0,123 0,123
1-2 0,002 0,038 0,156 0,156
23 0,002 0,05 0,127 0,127
3-4 0,002 0,01 0,123 0,123

* Problem wspdlnej reprezentacji danych rozwazono w pracy [4]. Autorzy dowodzili, iz bardziej wia-
sciwe jest podejscie, w ktorym zamienia sig funkcje gestosci na przedzialy rozmyte (a nie odwrotnie),
m.in. dlatego, Ze nie wprowadza si¢ pozornego zhudzenia doktadnosci prowadzonych obliczen.
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cd. tabeli 1
1 2 3 4 5

4-5 0,002 0,002 0,167 0,167

5-6 0,003 0,004 0,189 0,189

6-7 0,002 0,057 0,182 0,182

7-8 0,017 0,079 0,155 0,155

8-9 0,031 0,231 0,183 0,231
9-10 0,033 0,32 0,137 0,32
10-11 0,042 0,367 0,189 0,367
11-12 0,069 0,412 0,199 0,412
12-13 0,105 0,519 0,199 0,519
13-14 0,145 0,51 0,199 0,51
14-15 0,201 0,421 0,199 0,421
15-16 0,189 0,412 0,198 0,412
16-17 0,078 0,49 0,125 0,49
17-18 0,023 0,321 0,134 0,321
18-19 0,011 0,284 0,167 0,284
19-20 0,007 0,164 0,102 0,164
20-21 0,008 0,079 0,105 0,105
21-22 0,004 0,082 0,162 0,162
22-23 0,003 0,045 0,198 0,198
23-0 0,004 0,033 0,134 0,134

Srednia () 0,0410417 0,206542 0,1605 0,206542
Odchylenie st. (o) 0,0602643 0,185785 0,033052

Okres dostgpnosci ushugi podzielono na 24 podokresy o rownej dhugosci
(godziny). Zasoby ujeto w trzech gtéwnych grupach: z, — infrastruktura aplika-

cji, m.in. narzgdzia obstugi serwera poczty, oprogramowanie antywirusowe,
narzgdzia diagnostyczne; z, — infrastruktura sieciowa, w ktorej analizowano

przede wszystkim ruch sieciowy downstream i upstream; z; — infrastruktura
sprzetowa, czyli gtéwnie wydajno$¢ serwerdw i ich podzespotow.

Srednie arytmetyczne (u) oraz odchylenia standardowe (o) uzyskane dla
poszczegdlnych wartosci wykorzystania zasoboéw poshuzyly do wyznaczenia
przedziatow ufno$ci funkcji gestosci [ rozktadu normalnego ~ N(p,0). W ko-

lejnym etapie zamieniono przedziaty ufnosci na a-przekroje liczb rozmytych [1],
stosujac nastgpujace przeksztatcenia:

* Miary, jakimi si¢ postuzono przy badaniach wydajnosci zasobéw, mozna znalezé w [6] 1 [7].
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p+o‘(37ki)

jﬁmwzﬁ N mmywiy4=@ (5)
(94

/1—0'(3—ki)
a

@ ~ N(0,1) 6)

gdzie @ — dystrybuanta rozktadu normalnego.

Zk:|:ﬂ_0'(3—ki),lu+0'(3—ki):|, (7)
[94 (04
3 3
p[u—0(3—k—)j = P[ﬂ+0(3—k—)j =1-5, (8)
(04 (04
ke NU{0}, k<a. (9)

Wyniki transformacji funkcji gestosci stopnia wykorzystania poszczego6l-
nych zasobow przedstawiono na rysunku 1. Dodatkowo, korzystajac z operacji
maksimum na przedziatach rozmytych’, zamieszczono graficzna reprezentacje
funkcji przynaleznosci dla gwarancji zasobow ustugi w czasie T .

Dzigki przeprowadzonej zamianie funkcji gestosci na przedzialy rozmyte
przygotowano odpowiednio dane do poréwnania z druga metoda modelowania
ryzyka, w ktorej stopnie wykorzystania zasobow sa generowane pseudolosowo
zuzyciem funkcji gestosci rozktadu normalnego’, a nastgpnie pordwnywane
z rzeczywistymi wartosciami. Otrzymane w ten sposob wydajnosci poszczegol-
nych zasobow podstawiano do wzoru (4). Wyniki modelowania rozmytego oraz
symulacyjnego przedstawiono na rysunku 2.

Wigcej o operacjach na przedziatach liczb rozmytych mozna przeczyta¢ w pracach [1; 5].
W tym miejscu uzyto jednej z prostszych operacji maksimum, ktéra wybiera maksymalne war-
tosci liczb poszezegodlnych przedziatow i tworzy jeden przedziat.

™ Zastosowano do tego celu generator liczb wchodzacy w sklad pakietu Mathematica® 4.0.
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Rys. 1. Transformacja funkcji ggstosci do przedziatdow rozmytych
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Rys. 2. Poré6wnanie modelowania rozmytego i probabilistycznego
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Podsumowanie

Rezultaty przeprowadzonych symulacji (rysunek 2) wskazuja na pewne po-
dobienstwa modelowania za pomoca dwodch opisywanych metod. Widaé, ze
poziom wykorzystania zasobow uslugi o najwigkszym stopniu mozliwosci wy-
stapienia jest rowny poziomowi o najwigkszym prawdopodobienstwie. Roznice
pojawiaja si¢ dla wydajnosci o duzym stopniu niepewnosci. W przypadku mode-
lowania symulacyjnego sa ,,odrzucane” skrajne wartosci wydajnos$ci, tzn. praw-
dopodobienstwa ich wystapienia sa bliskie zeru. Nie odzwierciedla to jednak
rzeczywistej sytuacji modelowania ryzyka, w ktorej najczesciej poszukuje si¢
stabych punktow gwarancji ustugi, chcac je wyeliminowaé¢. Modelowanie symu-
lacyjne rzadko usrednia pojawiajace si¢ wartosci ryzyk, wprowadzajac jedynie
iluzoryczna poprawno$¢ otrzymywanych wynikéw, ktora nie uwzglednia czyn-
nikoéw mogacych mie¢ kluczowy wptyw na funkcjonowanie ustugi.

Jednoczesnie mozna zauwazy¢, ze niskie wartosci funkcji przynaleznosci
beda zawsze implikowaly niskie prawdopodobienstwa, a co za tym idzie — zbior
lezacy pod wykresem funkcji prawdopodobienstwa bedzie si¢ zawierat w zbio-
rze rozmytym opisywanym funkcja przynaleznosci.

Trudno$¢ zastosowania podejscia symulacyjnego przejawia si¢ réwniez
W opisywaniu parametrow modelu za pomoca funkcji gestosci zmiennych loso-
wych, co nie zawsze jest tatwym zadaniem. Wymaga to przeprowadzenia duzej
ilosci obserwacji (wykonywania iteracji na probach o duzej liczno$ci), dzigki
ktorym bedzie mozna wybra¢ najdoktadniejszy rozktad prawdopodobienstwa.
Istnieje jeszcze wiele innych, ,.technicznych” problemow, jak chociazby wyko-
rzystywane generatory liczb pseudolosowych, o ktérych wigcej mozna przeczy-
ta¢ w opracowaniu [9].

Podsumowujac, modelowanie z uzyciem metod probabilistycznych nie do-
starcza wigcej informacji o poszukiwanej warto$ci ryzyka niz modelowanie
rozmyte. Dodatkowo w przypadku modelowania probabilistycznego wystepuje
niepozadane przy ocenie ryzyka zjawisko polegajace na usrednianiu (standary-
zacji) rezultatéw o skrajnie malym lub duzym prawdopodobienstwie wystapie-
nia. Sytuacja taka nie wystgpuje podczas uzycia drugiej metody, co wynika bez-
posrednio z wlasnosci zbiorow rozmytych, ktore dostarczaja dokladnej
informacji o stopniu przynaleznosci poszczegoélnych elementéw. Weryfikujac
postawiona na poczatku artykutu hipoteze, stwierdzono ostatecznie, iz stosunek
otrzymanych przy ocenie ryzyka obiektywnych wynikow w odniesieniu do po-
ziomu zlozonos$ci wykorzystanej aparatury badawczej jest wigkszy w przypadku
modelowania rozmytego, co w konsekwencji potwierdza wstepne przypuszcze-
nie o przewadze tej metody w zalozonej kategorii efektywnosci.
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COMPARISON OF FUZZY AND PROBABILISTIC MODELING
WITH USING IT SERVICES RISK EVALUATION EXAMPLE

Summary

In the article, two approaches to IT services risk assessment has been described and

compared. The first one is based on fuzzy methods in the opposite to the second one
which uses probability. The following hypothesis has been proposed and proved by
showing a practical example: fuzzy modeling is more effective than probabilistic in IT
services risk assessment.
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ASPEKT SYTUACJI STATUS QUO
WE WSPOMAGANIU WIELOKRYTERIALNEGO
WYBORU BAZUJACEGO NA TEORII GIER

Wprowadzenie

Zagadnienia wielokryterialne dotycza sytuacji, w ktorych rozpatruje si¢
elementy zbioru dopuszczalnych decyzji pod katem przynajmniej dwoch kryte-
riow. Wspomaganie podejmowania wielokryterialnych decyzji skupia si¢ na
nastgpujacych problematykach [1]: opisu, wyboru, sortowania i porzadkowania.
Problematyka wyboru polega na okresleniu jednego wariantu decyzyjnego —
satisfecum [2]. Przy tym racjonalne podejscie implikuje, ze wariant ten nalezy
do zbioru rozwiazan sprawnych (efektywnych).

Metody wspomagania podejmowania wielokryterialnych decyzji sa rozwi-
jane od wielu lat: metody z grupy Electre [3; 4], Promethee [5], TOPSIS [6] oraz
wiele innych [7; 8; 6]

Bez wzgledu na poruszana problematyke rozwiazanie wielokryterialnego
problemu decyzyjnego wymaga rozpatrzenia zagadnienia poréwnywalnosci
ocen (problem skali oraz normalizacji ocen) oraz przyjecia odpowiedniej kon-
cepcji agregacji ocen wariantow decyzyjnych [1].

Rozwazania podjete w niniejszym artykule sa zwiazane z przedstawieniem
wielokryterialnego problemu decyzyjnego w postaci gry przez Maddaniego
i Lunda [9]. Przy tym mozna zauwazy¢, ze podej$cie do zagadnien wielokryte-
rialnych z punktu widzenia teorii gier nie jest nowe. Zagadnienia wielokryterial-
ne byly formutowane jako dwuosobowa gra o sumie zerowej [10]. Analiza wielo-
kryterialnego problemu decyzyjnego jako wieloosobowej gry niekooperacyjnej
o sumie niezerowej zostata przedstawiona w pracy [9] oraz wczesniej w pracach
[11; 12]. Punktem wyjscia do budowy modelu w postaci wieloosobowej gry jest
identyfikacja zwiazkéw migdzy elementami zagadnienia wielokryterialnego
a gra. Relacje te przedstawiono na rysunku 1.

* Cytowane metody i prace dotycza probleméw dyskretnych, najczescicj skohczonych, zwiaza-
nych z tzw. wieloatrybutowym podejmowaniem decyzji — Multiple Attribute Decision Making.
Prezentowane w artykule rozwazania skupiaja si¢ wylacznie na takich zagadnieniach.



Aspekt sytuacji status quo we wspomaganiu wielokryterialnego wyboru... 137

Problem wielokryterialny Gra
Kryteria < > Gracze
Warianty decyzyjne < Wyniki > Strategie
Oceny wariantow £ N Wypfaty

Rys. 1. Relacje migdzy wielokryterialnymi problemami decyzyjnymi a modelami teorii gier

Zrodto: [9].

Przy budowie modelu wielokryterialnego w postaci niekooperacyijnej gry
wieloosobowej kazdego gracza utozsamia si¢ z jednym kryterium, strategie kaz-
dego z graczy sa okreslone przez rozpatrywane warianty decyzyjne, natomiast
wyplaty graczy przez oceny wariantow decyzyjnych [12]. Taka transformacja
problemu implikuje koniecznos$¢ ustalenia wyptat graczy w sytuacji, gdy gracze-
-kryteria wybieraja roézne strategie-warianty. Niniejszy artykul skupia si¢ na
problemie ustalenia wyniku gry w takiej sytuacji.

Przedstawienie wielokryterialnego problemu w postaci gry nie wymaga norma-
lizacji ocen wariantow decyzyjnych czy dodatkowych informacji dotyczacych rela-
cji miedzy kryteriami (np. nie musza by¢ dane wagi poszczegolnych kryteriow).

1. Sytuacja status quo

Wyborowi dopuszczalnej decyzji w sformulowanej grze odpowiada sytu-
acja, w ktorej wszyscy gracze-kryteria wybieraja (stosuja) t¢ sama strategie,
czyli wybieraja ten sam wariant decyzyjny. Niezalezno$¢ wyboru strategii przez
gracza oznacza, ze s mozliwe sytuacje, w ktorych przynajmniej jeden z graczy-
-kryteriéw wybiera inny wariant.

W pracy [9] rozpatruje si¢ zagadnienie z czterema wariantami decyzyjnymi,
przy tym jeden z wariantéw oznacza stan istniejacy (status quo)”, natomiast sa
rozpatrywane dwa kryteria zwigzane z dwiema grupami interesariuszy .
W sytuacji gdy gracze-kryteria wybiora rozne strategie-warianty, wtedy zostaje
zachowany stan istniejacy — wyplaty graczy w takiej sytuacji sa takie same, jak

Kooperacja migdzy graczami-kryteriami wymaga doprowadzenia do porownywalnosci ocen,
okreslenia, czy wystgpuja wyptaty uboczne — ogolnie rzecz ujmujac, warunkoéw kooperacji, kto-
re wymagaja znajomosci dodatkowych informacji o preferencjach. Propozycja takiego podej-
$cia zostala przedstawiona w pracy [12]. Niniejszy artykut dotyczy wyltacznie zagadnien nieko-
operacyjnych.

™ Wybor wariantu status quo oznacza, Ze nie nastapi zmiana, a pozostale warianty sa zwiazane ze
zmiang stanu istniejacego.

™" Analizowany przyklad jest zwiazany z wariantami transportu wody przez delte rzek Sacramen-
to oraz San Joaquin, kryteriami rozpatrywanymi sa: $redni roczny koszt rozwiazan oraz popula-
cja ryb z gatunku nalezacego do zagrozonych — interesariuszami sa wigc srodowisko ekologow
(ochrona ekosystemu delty) oraz srodowisko zainteresowane tworzeniem i zagwarantowaniem
bezpiecznych dostaw wody dla Kalifornii.



138 Maciej Wolny

w przypadku jednoczesnego wyboru wariantu status quo. Z punktu widzenia
graczy-kryteriow w tak zdefiniowanej grze sytuacje te sa nierozroéznialne. Model
W postaci gry jest analizowany i1 rozwiazywany z wykorzystaniem definicji sta-
bilnosci niekooperacyjnej [13]. Przedstawiona przez Madaniego i Lunda gra
wymaga istnienia wariantu decyzyjnego (strategii) status quo, nalezy przy tym
zauwazyc¢, ze jest to przypadek szczegdlny problemu decyzyjnego.

Z kolei w pracy [11] zaproponowano ustalenie wyplat graczy w sytuacjach,
w ktorych przynajmniej jeden z graczy wybiera inng strategig-wariant na pozio-
mie bardzo niskim (granicznie zmierzajacym do minus nieskonczonosci), tak
aby wzmocni¢ przestanke wyboru rownowagi . Rozwiazanie problemu polega
na wyborze rownowagi dominujacej ze wzgledu na ryzyko [14]. Zaproponowa-
na tu koncepcja uwypukla konieczno$¢ wyboru rownowagi wskazujacej na wa-
riant decyzyjny, jednak warto$ci wyptat graczy w sytuacji innej niz rownowaga
sa ustalane i moga by¢ interpretowane wylacznie z punktu widzenia konieczno-
$ci wyboru rownowagi.

Model przedstawiony przez Madaniego i Lunda stanowi z jednej strony in-
spiracje do krytycznej analizy koncepcji przedstawionej w pracy [11], z drugiej
za$ strony wyniki badan przedstawionych w pracy [11] oraz wykorzystanie kon-
cepcji wariantu status quo sa przestanka do uogolnienia modelu przedstawione-
go w pracy [9].

Sytuacja status quo rozumiana w kontek$cie niniejszego artykutu oznacza
dowolna sytuacj¢ w grze odwzorowujacej wielokryterialny problem decyzyjny,
w ktorej gracze-kryteria wybieraja rozne strategie-warianty.

2. Budowa modelu

Niech dany bedzie wielokryterialny problem decyzyjny nast¢pujacej postaci:
max F(x) = max[f; (x), £, (s £ ()], (1)

gdzie X jest skonczonym zbiorem dopuszczalnych wariantow decyzyjnych
X ={x,,x,,...,x,}, x — dowolnym elementem tego zbioru, f; — j-ta funkcja-
-kryterium okreslona na zbiorze X (j=1,2,...,k), F(x) — wektorem grupujacym
wszystkie funkcje celu, f;(x) — ocena wariantu decyzyjnego wzglgdem j-tego
kryterium. Ponadto sa dane wszystkie oceny wariantow decyzyjnych wzgledem

wszystkich kryteriow. Rozwigzaniem problemu optymalizacji wektorowej (1)
jest zbior rozwiazan efektywnych.

" W grze wystepuje wiele rownowag, kazda réwnowaga odpowiada wariantowi decyzyjnemu.
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Korzystajac z relacji przedstawionych na rysunku 1, zagadnienie (1) mozna
przeksztatcic w k-osobowa gre niekooperacyjna o sumie niezerowej w standar-
dowej formie:

G =(D,H), 2

gdzie ® =X k jest zbiorem wszystkich mozliwych sytuacji w grze, natomiast H
jest funkcja wyplat graczy okreslona na ®@. Kazda sytuacja w grze jest okreslona
jednoznacznie przez wektor strategii czystych wybranych przez kazdego z gra-
czy. Elementem zbioru ® jest wigc wektor @ = (X}, X5 ,..., X5 ), xlj e X, ktore-

go sktadowe oznaczaja strategie poszczegdlnych graczy wybrane w danej sytu-
acji — jj-ta strategia jest wybierana przez j-tego gracza (ij=I,2,...,n). Sytuacje,
w ktorej wszyscy gracze wybieraja strategi¢ zwiazana z tym samym i-tym wa-
riantem decyzyjnym, 0znaczono przez:
¢, =(x!,x] ., x!), x| =x} =..=x]. (3)
Niech x* oznacza strategi¢ zwiazana z wariantem o charakterze status qu-
o', wtedy funkcja wyplat jest okreslona w nastepujacy sposéb:

H(p) :{(fl (), /2 (X )sees f1 (X)) \.’VS}."tuaCJ:i@, W
(f, (), £5(X%),.es f1 (X)) w kazdejinnej sytuacji.

Wyniki badan przedstawione w pracy [9] wskazuja, ze analiza i wlasnosci
tak zdefiniowanej gry zaleza od ocen wariantu status quo, ktory przede wszyst-
kim musi istnie¢, czyli naleze¢ do zbioru X. Powstaje wigc pytanie o model
i rozwiazanie zagadnienia, w ktérym zaden z elementéw zbioru rozwiazan do-
puszczalnych nie ma charakteru status quo.

Wynik gry powinien jednoznacznie wskazywac na wariant decyzyjny, ktory
jest satisfecum. Motywacja graczy-kryteriow do osiagniecia w grze sytuaciji ¢,
czyli jednoznacznego okreslenia wariantu decyzyjnego, jest punkt odniesienia,
ktorego wyptaty odzwierciedlaja sytuacjg, w ktorej gracze-kryteria osiagaja sy-
tuacje rozna od ¢ — sytuacjg status quo. Uzyskanie koordynacji migdzy gra-
czami w celu osiagnigcia sytuacji @, jest mozliwe, jesli analizowana gra bedzie
miala charakter gry koordynacji [11]. Niech x* zostanie redefiniowane do sytu-
acji status quo, ktéra zostanie okreslona pesymistycznie jako potencjalny stan
gry (potencjalny wariant decyzyjny), w ktorym gracze uzyskuja minimalna moz-
liwa wyptatg. Proponowana funkcja wyptat bedzie miata wtedy nastepujaca postac:

* Przy zalozeniu, ze wariant status quo istnicje (w takim sensie, ze brak wyboru tego samego
wariantu przez wszystkich graczy-kryteriow oznacza brak zmiany stanu istniejacego).
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(£ %), £(x),- £ (%) w sytuacji ¢;,
(minf,(x;), minf, (x;),....min f,(x;)) w kazdej innej sytuacji.

H(¢)= )

Model zagadnienia wielokryterialnego w postaci gry (2) z funkcja wyptat
(5) jest gra koordynacji, w ktorej wystepuje N rOwnowag w zbiorze strategii
czystych. Ustalenie rownowagi jest rownowazne z wyborem wariantu decyzyj-
nego. Przyjmuje sig, ze tak zdefiniowana gra jest rozgrywana w ,,umysle” decy-
denta’, a uwzgledniane przez decydenta kryteria sa nieporownywalne (a przynajm-
niej nie jest wymagana pordwnywalnosé) . Jesli gra jest tak rozgrywana, to mozna
ja analizowaé na przynajmniej dwa sposoby, uwzgledniajac dwa podejécia”

— gra (migdzy graczami-kryteriami) rozgrywana jednokrotnie, przy pelnej in-
formacji o strategiach i wyptatach,

— grarozgrywana wieloetapowo, do momentu osiagnigcia stabilnego rozwiaza-
nia (rbwnowagi).

W przypadku rozgrywki jednorazowej do wyboru réwnowagi mozna wyko-
rzysta¢ koncepcje dominacji ze wzgledu na ryzyko, natomiast w odniesieniu do
gry rozgrywanej wieloetapowo — definicje stabilnosci niekooperacyjnych (podob-
nie jak to zostalo przedstawione w pracach [9; 22]): w sensie Nasha [15],
ogoblnej metaracjonalnosci (General Metarationality — GMR) [16], symetrycznej
metaracjonalnoséci (Symmetric Metarationality — SMR) [16], sekwencyjnej sta-
bilnosci (Sequential Stability — SEQ) [17; 18], stabilnosci w ograniczonej liczbie
ruchow (Limited Move Stability — LMS) [19; 20; 13] oraz stabilnosci niekrot-
kowzrocznej (Non-Myopic Stability — NMS) [21].

Poréwnanie koncepcji modelu (4) z modelem (5) zaprezentowano na po-
wyzszym przyktadzie w odniesieniu do problemu rozwazanego w pracy [9].

3. Przyktad numeryczny — wybor sposobu transportu wody

Zagadnienie rozpatrywane w pracy Madaniego i Lunda dotyczy wyboru
koncepcji transportu wody przez delte¢ rzek Sacramento-San Joaquin w celu
zapewnienia dostaw wody dla Kalifornii przy jednoczesnej ochronie ekosystemu
delty. Cele te zostaty ustalone przez wtadze. Rozwazanymi kryteriami sa:

Jesli decydentem jest jedna osoba, jesli problem jest wieloosobowy i decydentem jest zbioro-
wos$¢, a dodatkowo z osobami sa zwiazane kryteria, to explicite mozna rozpatrywaé zagad-
nienie jako grg.
Jesli kryteria sa poréwnywalne, to powinna istnie¢ mozliwo$¢ agregacji ocen wariantow
decyzyjnych, a model problemu mozna zbudowa¢ bazujac na teorii gier kooperacyjnych [12].
Nalezy przy tym podkresli¢, ze gracze posiadaja peina informacjg¢ o wszystkich wyplatach
i strategiach.

™" Rownowaga Nasha zwiazana z analiza jednokrokowa, czyli jak w przypadku rozgrywania gry
jednorazowo, przy czym rozwigzan stabilnych jest tyle, ile rtOwnowag w grze (nie rozpatruje
si¢ zagadnienia wyboru rownowagi).

sk
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— $redni roczny koszt rozwiazan (f;),
— wielkos$¢ populacji gatunku ryb tososiowatych, ktory nalezy do gatunkow
zagrozonych wyginigciem (f5).

Rozpatrywane sa cztery warianty decyzyjne (rozwigzania):

— kontynuacja transportu wody przez delt¢ w niezmienionej formie (X;),

— rozwiazanie tunelowe polegajace na budowie np. rurociggu omijajacego delte (X5),

— kontynuacja dotychczasowego sposobu transportu wody, jednak w mniej-
szym zakresie (Xj3),

— zaprzestanie transportu przez delte (X,).

Oceny wariantow decyzyjnych sa dane w postaci liczby przedziatowej (jako
szacunek wielkoséci). W celu otrzymania oceny deterministycznej dokonuje si¢
usredniania ocen wariantow decyzyjnych — oblicza si¢ $rednia z koncoéw prze-
dziatu kazdej oceny wariantu decyzyjnego. Zagadnienie ogdlne z ocenami wa-
riantow (cardinal) jest przeksztalcane w zagadnienie uporzadkowane (ordinal),
wykorzystujac odwrotne rangowanie — najlepszemu rozwiazaniu jest przypisana
najwyzsza ranga. W ten sposob przez Madaniego i Lunda zostal zaproponowany
model w postaci deterministycznej. Model stochastyczny, ktoéry proponuja auto-
rzy, polega na iteracyjnym generowaniu oceny rozwigzania z podanego prze-
dziatu oraz rozpatrywaniu wielokrotnie modelu deterministycznego. Ostatecznie
wyniki sg usredniane. Na potrzeby niniejszego artykutu bgdzie rozpatrywany
wylacznie model w postaci deterministycznej. Oceny wariantow decyzyjnych
oraz przeksztatcenie ocen do macierzy gry prezentuje rysunek 2.

fy f;
X1 2 1 statusquo (21) @21 1) @1
X: 2 2 21) (32 @1 @
X3 3 2 (2=1} (ll} (3=2} (2=1)
% ) : ) @) Q1 @y

Rys. 2. Oceny wariantow decyzyjnych oraz model zagadnienia w postaci gry macierzowej z uwzgled-
nieniem funkcji (4)

Zrodto: [9].

Po lewej stronie rysunku 2 znajduje sig tablica ocen wariantow decyzyjnych
(transponowanych do postaci uporzadkowanej)’, z prawej strony macierz wyplat

" Przeksztalcenie do ocen uporzadkowanych nie umniejsza ogélnoéci rozwazaf, poniewaz
w prezentowanej analizie istotne sa relacje preferencji wzgledem kazdego kryterium, a te zosta-
ly zachowane. Nalezy jednak zauwazy¢, ze nastapila utrata informacji dotyczacych proporcji
odleglosci migdzy wariantami — nie mozna stwierdzi¢, o ile bardziej (w jednostkach kryterium)
jest preferowane jedno rozwiazanie w stosunku do drugiego.
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graczy-kryteriow. Pierwsza warto$¢ w parze to wyplata pierwszego gracza-
-kryterium (,,grajacego” wierszami — wiersze odpowiadaja jego strategiom postg-
powania), a druga warto$¢ drugiego gracza-kryterium (,,grajacego” kolumnami)
w danej sytuacji. Macierz ta jest realizacja koncepcji funkcji wyptat (4), przy
tym nalezy zwréci¢ uwage, ze nie wszystkie sytuacje (3) okreslajace warianty
decyzyjne sa rownowagami w sensiec Nasha — tylko sytuacje odpowiadajace
drugiemu i trzeciemu rozpatrywanemu rozwiazaniu (druga i trzecia kolumna
macierzy na przecigciu drugiego i trzeciego wiersza). Tylko te dwa rozwiazania
sa stabilne w sensie Nasha. W przypadku analizy jednokrotnej rozgrywki analiza
powinna dotyczy¢ wyboru jednej z tych rownowag .

Pozostale definicje stabilnosci r6znia si¢ od siebie przede wszystkim hory-
zontem analizy ruchéw graczy, uwzglednieniem ewentualnego pogorszenia sy-
tuacji (wygranej) oraz posiadana informacja o preferencjach (wlasnych lub
wszystkich) [13; 22]. Sytuacja w grze jest stabilna (w dowolnym sensie), jesli
jest stabilna dla wszystkich graczy.

Ze wzgledu na stabilnos¢ GMR sytuacja w grze jest analizowana w hory-
zoncie dwoch ruchéw i jest stabilna dla j-tego gracza” wtedy i tylko wtedy, gdy
kazde jednostronne poprawienie sytuacji jest blokowane przez ruch innego gra-
cza (moze dziata¢ na swoja niekorzys¢) do sytuacji gorszej dla gracza j-tego.
Analizujac sytuacje (X,,X;) w rozpatrywanej grze mozna zauwazyC, ze zaden
z graczy nie moze polepszy¢ jednostronnie swojej wyplaty, dlatego sytuacja ta
jest stabilna w sensie GMR. Sytuacja (X,X,) jest natomiast stabilna dla gracza
drugiego, ale dla gracza pierwszego nie jest stabilna, poniewaz moze jedno-
stronnie polepszy¢ swoja sytuacje, a polepszenie nie jest blokowane przez jaki-
kolwiek ruch oponenta (w kazdej innej sytuacji gracz pierwszy otrzymuje wick-
sza wyptate). Stabilnymi rownowagami w sensie GMR w analizowanej grze sa
sytuacje odpowiadajace drugiemu i trzeciemu wariantowi decyzyjnemu oraz
sytuacja (X, X;).

Stabilno§¢ w sensie SMR jest analizowana podobnie jak GMR, jednak
w horyzoncie trzech ruchow. Gracz j-ty rozwaza nie tylko wlasne mozliwosci
ruchu, ale takze reakcje innego gracza oraz swoje mozliwosci reakcji na ruch
oponenta. Analizujac w ten sposob gre, otrzymuje si¢ takie same wyniki, jak
w przypadku GMR.

Stabilno$¢ w sensie SEQ jest ograniczona wersja stabilnosci GMR (pod-
zbior GMR), w ktorej oponent moze odpowiedzie¢ na jednostronne polepszenie

" Wariant X, dominuje ze wzgledu na ryzyko rozwiazanie X;. Ogélny schemat poréwnania
dwoch rownowag w grze dwuosobowej (do ktorej redukuje si¢ analizowane zagadnienie)
przedstawiono w pracy [23, s. 42].

™ Pierwszy ruch nalezy do j-tego gracza, z ktorego punktu widzenia rozpatruje si¢ stabilnosé
rozwigzania.
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i-tego gracza przez wiarygodny ruch (jednostronne polepszenie, a nie dowolny
ruch nawet pogarszajacy). Gr¢ rozpatruje si¢ w horyzoncie dwoch ruchow.
W badanym zagadnieniu sytuacje odpowiadajace wariantowi pierwszemu, dru-
giemu i trzeciemu cechuje stabilno$¢ w sensie SEQ, a w przypadku czwartego
wariantu wystegpuje brak stabilno$ci.

Horyzont antycypacji przy analizie stabilnosci rozwiazan w sensie LMS obej-
muje & ruchow. Stwierdza sig, ze sytuacja jest L, stabilna dla j-tego gracza, gdy
uznaje si¢ ja za stabilng w 4 ruchach. Okres$lenie, czy sytuacja jest stabilna, jest moz-
liwe dzigki analizie gry w rozszerzonej formie (ekstensywnej). Zaktada sig, ze gra-
cze sa racjonalni i dzialaja optymalnie — gracze moga zrobi¢ jednostronny ruch, jesli
sa pewni powigkszenia swoich wyplat (wygranych). Oznacza to, Ze j-ty gracz moze
celowo wykona¢ ruch pomniejszajacy wyplate, jesli racjonalnie zachowujacy si¢
oponent w kolejnych ruchach przejdzie do sytuacji bardziej preferowanej niz punkt
wyjscia (odmiennie niz w poprzednich koncepcjach stabilnosci rozwiazan, w kto-
rych j-ty gracz rozpatrywat ruch wytacznie polepszajacy’). W analizowanym przy-
ktadzie z punktu widzenia gracza pierwszego mozna analizowac racjonalnie L, sta-
bilnos¢ LMS, poniewaz w dwoch ruchach jest mozliwe przejsécie z jednego wariantu
do drugiego, przy wigkszej liczbie ruchow wynik si¢ nie zmieni — jesli sytuacja jest
L, stabilna, to jest L, (h > 2) stabilna. W analizowanym przypadku jedynie sytuacja
odpowiadajaca wariantowi drugiemu jest stabilna w sensie LMS dla h > 2, dla# = 1

stabilno$¢ ta jest tozsama stabilnosci Nasha.

Stabilnos$¢ w sensie NMS jest szczegdlnym przypadkiem stabilnosci LMS,
gdzie horyzont rozpatrywania ruchdéw jest nieograniczony. Proces ten nie moze
powrdci¢ do pierwotnego stanu (sytuacji, ktorej stabilno$¢ jest badana), czyli
sekwencja analizowanych ruchow musi si¢ zakonczyé. Maksymalna mozliwa
liczba ruchow jest rowna liczbie mozliwych sytuacji w grze. W rozpatrywanym
problemie jedynie sytuacja (X,,X>) jest stabilna w sensie NMS.

Podsumowanie analizy stabilnosci rozwiazan w rozpatrywanym przykta-
dzie przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1
Podsumowanie analizy stabilno$ci rozwiazan gry zdefiniowanej funkcja wyptat (4)
Rozwiazanie Wystepowanie stabilno$ci
A Nash GMR SMR SEQ LMS NMS
X Tak Tak Tak Tak Nie Nie
X, Tak Tak Tak Tak Tak Tak
X3 Tak Tak Tak Tak Nie Nie
X4 Nie Nie Nie Nie Nie Nie

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie [9].

* . r . i . r 7 .
Oznacza to, ze rtOwnowaga w sensie Nasha nie musi by¢ rOwnowaga w sensie LMS.
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Taka sama analiza problemu z wykorzystaniem zaproponowanej funkcji
wyptat (5) prowadzi do podsumowania przedstawionego w tabeli 2. Na rysunku 3
zaprezentowano macierz wyptat gry w podobny sposdb, jak na rysunku 2.

fy fa
« | 2 | 1 RV RV CEVI G
X, 1 5 (L) (42) (1.1 (L1
w1 2 | 2 L) ) (G2 @
w | 1 | CEVNCEN CENICE)
Min 1 1 statusquo

Rys. 3. Oceny wariantéw decyzyjnych oraz model zagadnienia w postaci gry macierzowe;j
z uwzglednieniem funkcji (5)

Tabela 2

Podsumowanie analizy stabilno$ci rozwiazan gry zdefiniowanej funkcja wyptat (5)

. . Wystepowanie stabilnosci
Rozwigzanie
Nash GMR SMR SEQ LMS NMS
X4 Tak Tak Tak Tak Nie Nie
X, Tak Tak Tak Tak Tak Tak
X3 Tak Tak Tak Tak Nie Nie
Xy Tak Tak Tak Tak Nie Nie

Dodatkowo poréownanie parami rownowag (w sensie Nasha) wskazuje, ze
w przedstawionej na rysunku 3 grze rOwnowaga (X,,X;) dominuje ze wzgledu na
pozostale ryzyko.

Podsumowujac przeprowadzona analiz¢, mozna stwierdzi¢, ze satisfecum
jest wariant X, (rozwiazanie tunelowe). W obu wariantach modelu otrzymane
rozwigzanie jest takie samo. Przy tym nalezy podkresli¢, ze wykorzystanie kon-
cepcji gry z funkcja wyplat (4) wymaga istnienia wariantu decyzyjnego o cha-
rakterze status quo, a w porownaniu z koncepcja wykorzystujaca funkcje wyptat
(5) uwzglednia dodatkowe informacje wynikajace z istnienia tego wariantu —
sytuacja odpowiadajaca wariantowi X, nie jest stabilna (nie jest rOwnowaga)
w zadnym sensie. Wielko$¢ wyplat zwiazanych z wariantem status quo okresla
minimum, ktore gwarantuje sobie racjonalny gracz-kryterium — czyli w kontek-
$cie wyboru jednego rozwigzania mozna wylaczy¢ z analizy wszystkie warianty
gorsze od wariantu status quo wzgledem dowolnego kryterium.
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Podsumowanie

W artykule podjgto zagadnienie wspomagania wielokryterialnego wyboru
bazujace na teorii gier w aspekcie sytuacji status quo. Relacje migdzy proble-
mem wielokryterialnym a gra z nim zwiazana przedstawiono na rysunku 1. Na-
lezy przy tym podkresli¢, ze analiza bazujaca na teorii gier niekooperacyjnych
nie wymaga doprowadzenia do porownywalnosci ocen wariantow decyzyjnych,
jednak dotyczy probleméw, w ktorych wystepuje brak informacji o relacjach
migdzy kryteriami (przyjmuje sig, ze kryteria sa nieporownywalne).

Przedstawiona propozycja funkcji wyptat (5) oraz analizy przeprowadzone
w niniejszym artykule dotycza sytuacji status quo zdefiniowanej jako kazda
sytuacja w grze (2), ktora odpowiada wyborowi réznych strategii (wariantow)
przez graczy-kryteria. Dzigki przeprowadzonej analizie i porownaniu propono-
wanego podej$cia z prezentowanym w pracy [9] (w wersji deterministycznej)
mozna sformutowac nastgpujace wnioski:

— w zagadnieniu wyboru satisfecum, w ktorym wystepuje wariant o charakterze
status quo, mozna wylaczy¢ te rozwiazania, ktorych oceny wzgledem dowol-
nego kryterium sa nizsze (mniej preferowane) od ocen wariantu status quo,

— uwzglednienie propozycji funkcji wyptat (5) w grze umozliwia zastosowanie
analizy w problemach, w ktorych nie wystepuje wariant status quo (w odroz-
nieniu od gry z funkcja wyptat (4)).

Przyjmujac, ze rozpatrywana gra jest rozgrywana w ,,umysle” decydenta,
analiza powinna obejmowac przede wszystkim:

— stabilno$¢ w sensie Nasha wraz z wykorzystaniem do wyboru rownowagi
koncepcji dominacji ze wzgledu na ryzyko,

— stabilno$¢ w sensie LMS (L,) ze wzgledu na mozliwos$¢ strategicznego po-
gorszenia wyptat przy analizie oraz maksymalny horyzont antycypacji ru-
chéw — w dwoch ruchach przechodzi si¢ do sytuacji odpowiadajacej innemu
wariantowi decyzyjnemu.

Proponowane podejscie moze mie¢ szczeg6lnie utylitarne znaczenie w sy-
tuacji, gdy kryteria sa nieporéwnywalne oraz na wczesnym etapie analizy pro-
blemu wielokryterialnego, gdy nie sa znane explicite relacje miedzy uwzgled-
nianymi kryteriami.
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AN ASPECT OF STATUS QUO SITUATION IN MULTIPLE CRITERIA
CHOICE SUPPORT BASING ON GAME THEORY

Summary

In this paper multiple criteria decision problem is considered as a noncooperative
game. Each criterion is assigned with a player and every feasible (and effective) solution
with a pure strategy. Players payoffs result from assessments of solutions in game state
where every player chooses the same strategy-solution. In the analysed game status quo
situation is a state in which at least one player-criterion chooses different strategy. The
problem of payoff definition in such situation is considered in the paper. A proposal is to
state pessimistic payoffs in status quo situations as minimal value of payoffs in situations
related with considered solutions of multiple criteria problem (exactly multiple criteria
choice problem). The proposal is compared with a deterministic model and solution and
based on example from Madani and Lund’s (2011) work.
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WSPOMAGANIE KOOPERACJI
Z WYKORZYSTANIEM TEORII GIER
| ANALIZY WIELOKRYTERIALNEJ

Wprowadzenie

Kooperacja migdzy organizacjami ma istotne znaczenie w zyciu gospodar-
czym. Podmioty gospodarcze lub ich poszczegdlne wydziaty wspotpracuja mig-
dzy innymi w celu wigkszego stopnia integracji, wymiany doswiadczen lub rozwo-
ju kompetencji, a przede wszystkim w celu osiagnigcia wigkszych zyskow —
wigkszych niz suma zyskoéw uzyskanych z indywidualnych dziatalnosci, czyli
chca korzysta¢ z efektu synergii.

Proces integrowania dziatan r6znych wydziatéw, czyli koordynacja — jedna
z podstawowych skladowych strategii [7], implikuje konieczno$¢ kooperacji
réznych czgsci organizacji. Znaczenie kooperacji w celu osiagnigcia efektu sy-
nergii jest widoczne w roéznych sferach dziatalno$ci gospodarczej — np. banki
1 spotki ubezpieczeniowe juz od wielu lat tacza swe dzialania w celu sprzedazy
szerokiej gamy instrumentow finansowych (kombinowana sprzedaz roznych
produktéw finansowych [21]). Podstawowym warunkiem wspolpracy jest jej
optacalnos¢ dla wszystkich kooperantow. Krytycznym czynnikiem warunkuja-
cym wspotdzialanie jest ustalenie wartosci korzysci (wygranej, wyptaty), ktora
podmiot (gracz) osiagnie przez wejscie w koalicje. Ustalony podzial wygrane;j
powinien by¢ dla kazdego z graczy racjonalny i akceptowalny.

W artykule przedstawiono model wspdtpracy jako kooperacyjna gre z ko-
alicjami. Nawiazanie wspolpracy w okreslonej koalicji powinno implikowaé
podziat zyskow ze wspotpracy wigkszy niz w kazdej innej mozliwej koalicji.
Podziat taki powinien wigc by¢ racjonalny, czyli znajdowac si¢ w rdzeniu gry.
W zwiazku z tym gltéwnym celem pracy jest przedstawienie wspomagania ko-
operacji w sytuacji, gdy rdzen jest pusty, oraz wspomaganie racjonalnego po-
dzialu wygranej migdzy koalicjantow przez analizg wielokryterialna, dla ktorej
punktem wyjscia jest maksymalizacja wygranej przez kazdego z graczy.
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1. Podstawowe definicje i zatozenia

Gra kooperacyjna z koalicjami w postaci funkcji charakterystycznej nazywa
si¢ uporzadkowang pare /" =(N,v), gdzie N = {1,2,...,n} jest zbiorem nume-
row graczy, v — funkcja charakterystyczna gry, ktora przyporzadkowuje kazde-
mu podzbiorowi § < N 1aczna maksymalna nieujemna wyptate v(S), przy
tym v(J) = 0. Biorac pod uwage fakt, ze wspotdziatanie graczy implikuje efekt

synergii, beda rozwazane gry superaddytywne, czyli spetniajace warunek:

v(i)+v(T)<w(SuT), SSTcN, SNT=9 (1)

oraz dodatkowo warunek istotnosci gry:

n

V(N) > D v({i}). (2)

i=1

Spetnienie warunkéw (1) 1 (2) implikuje wystapienie efektu synergii.
Podziatl wygranej miedzy graczy jest okreslony przez wektor:

x=(X,...x,) e X <R, (3)

ktorego skladowe okreslaja wygrane poszczegdlnych graczy. X jest zbiorem
wszystkich mozliwych podziatow.

Rdzeniem gry nazywa si¢ zbior wszystkich podziatow, ktore spelniajg warun-
ki:
— racjonalnos$ci zbiorowe;j:

Zn:xi =v(N), 4)
i=1

— racjonalnosci indywidualne;j:

x; 2v({i}), i=12,..,n, (5)

— racjonalnosci koalicyjne;j:

D x,2uS), ScN. (6)

ieS

Podziat spetniajacy warunek racjonalnosci zbiorowej nazywa si¢ preimpu-
tacja, natomiast podziat spelniajacy warunki racjonalnosci indywidualnej i zbio-
rowej jednoczesnie nazywa si¢ imputacja. W artykule beda rozwazane gry,
w ktorych istnieje przynajmniej jeden podziat racjonalny w takim sensie, ze
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spetnia wszystkie trzy warunki racjonalnosci (4)-(6). W przeciwnym wypadku
zawiazanie jednej wielkiej koalicji jest ,,nieoplacalne” przynajmniej dla jednego
gracza. Niemniej nalezy zwrdci¢ uwage, ze w sytuacji pustego rdzenia moze
istnie¢ podgra (ang. subgame)” (lub subgry, jesli racjonalne jest utworzenie kilku
koalicji), w ktorej warunki racjonalno$ci sa spetnione, i prezentowane tu rozwa-
zania sg adekwatne do analizy takiej podgry (podgier).

2. Wspomaganie kooperacji na podstawie analizy rdzenia gry

Warunki na niepusty rdzen zostaty sformulowane niezaleznie przez Bonda-
reva i Shapleya [3; 16] i sa zwiazane z liniowymi ograniczeniami dotyczacymi
rdzenia gry. W grze istnieje niepusty rdzen, jesli rownoczesnie sa spetnione na-
stgpujace warunki:

V(N)= D Aw(S), As20, ScN\{D}, (7)
SCN\{T}
D Ases =ey . (8)
SCN\{D}

gdzie eg jest wektorem charakterystycznym koalicji S takim, ze i-ta sktadowa
jest rowna 1, jesli i-ty gracz nalezy do koalicji S, oraz 0, jesli nie nalezy.

Wyrazenie (7) mozna przeformutowa¢ do nastgpujacego réwnowaznego
warunku:

v(N) = max D av(S), S N\{D}. (9)

5= SeN\(D)

Nawet w sytuacji, gdy gra jest superaddytywna, przedstawione warunki moga
nie by¢ spelnione, powstaje wigc pytanie, jak wspomaga¢ kooperacje, aby wszy-
scy gracze wspotdziatali — zawiazali wielka koalicje. Szczegodlnego znaczenia
temu zagadnieniu nadaje fakt, iz sumaryczny zysk z wspotdziatania wszystkich
graczy jest najwigkszy .

Odpowiedzia na postawione pytanie jest umozliwienie powigkszenia wy-
granej wielkiej koalicji o warto§¢ wynikajaca z wyrazenia (9) przy jednocze-
snym spelieniu warunku (8):

Av(N) = max D Av(S)—v(N), S < N\{D}. (10)

$=0 ScN\(@}

" Podgra jest tu rozumiana jako gra z uwzglednieniem wylacznie graczy, ktorzy tworza
racjonalna koalicj¢ w sensie warunkow (4)-(6) w odniesieniu do zbioru tych graczy.
Wynika to z warunku superaddytywnosci gry (1).
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Warto$¢ wyrazenia (10) jest nieujemna, a w sytuacji pustego rdzenia gry
jest dodatnia. Warto§¢ ta moze by¢ interpretowana jako koszt wspomagania
kooperacji. Koszt ten w przypadku gry superaddytywnej oraz spelnienia warun-
ku (8) powinien by¢ optacalny w tym sensie, ze jest mniejszy niz przyrost wy-
granej. Powyzsze stwierdzenie warunkuje optacalno$¢ wspomagania kooperacji,
umozliwia redefinicje warto$ci funkcji charakterystycznej oraz rozpatrywania

nowej gry z niepustym rdzeniem [= (N,V), gdzie warto$¢ funkcji charaktery-
stycznej dla wielkiej koalicji wynosi:

V(N)=v(N)+ Av(N), (11)
natomiast dla pozostatych koalicji si¢ nie zmienia, czyli:

H(S)=w(S), ScN. (12)

3. Wspomaganie podziatu wygranej z wykorzystaniem analizy
wielokryterialnej

Jedna z kluczowych kwestii umozliwiajacych kooperacj¢ jest ustalenie po-
dzialu wygranej miedzy graczy zawiazanej koalicji. Kazdy gracz powinien
otrzyma¢ taka wygrana, aby byt sklonny tworzy¢ koalicje; wygrana powinna
naleze¢ do rdzenia gry i spetia¢ warunki (4)-(6), czyli by¢ racjonalna. Jesli
rdzen jest zbiorem jednoelementowym, to podziat tworzacy rdzen jest jedynym
mozliwym. W przypadku sytuacji nietrywialnej, czyli istnienia wielu podzialéw two-
rzacych rdzen gry, nalezy wybra¢ (ustalic) jeden podziat wygranej migdzy graczy.

Do najwazniejszych metod podzialu wygranej nalezy warto$¢ Shapleya [15]
wynoszaca dla i-tego gracza:

1 .
@ =;Z(S—1)!(n—S)![V(S)—V(S\{l})], (13)
i
gdzie s jest wielkoscia (liczebnoscia) koalicji S. Warto$¢ Shapleya interpretuje si¢
jako $rednia warto§¢ wygrane;j, jaka wnosi do wielkiej koalicji i-ty gracz, gdy kolej-
nos¢ tworzenia tej koalicji jest rtownoprawdopodobna, @ = (@, ,..., 9, ) jest zawsze

imputacja. Interpretacja wartosci Shapleya powoduje, ze jest ona bardzo atrak-
cyjnym sposobem ustalenia podziatlu — gracz otrzymuje tyle, ile $rednio wnosi
do koalicji.

Innym sposobem ustalenia podzialu wygranej jest wartos¢ Banzhafa [2],
ktora dla i-tego gracza wynosi:



152 Maciej Wolny

1

> S Ui - (). (14)

-1
2" SSN\{i}

B =

Jest najczesciej wykorzystywana jako miara sity gracza w koalicji i mozna
ja rowniez interpretowac jako $rednia warto$¢ wygranej wnoszong przez gracza
tworzacego koalicj¢ (w odréznieniu od gracza ,,wchodzacego” w przypadku
warto$ci Shapleya). Warto$¢ Banzhafa S = (f,,..., #,) czgsto nie jest imputa-
cja, poniewaz nie spetnia warunku racjonalno$ci zbiorowej (4). W celu wykorzysta-
nia tej wartosci do ustalenia podziatu wygranej nalezy ja podda¢ normalizac;ji:

« P -v(N)
e 15
B, W (15)

ieN

Kolejnym sposobem ustalenia podziatlu jest wykorzystanie koncepcji punk-
tu Gately’ego [6]. Koncepcja ta realizuje postulat minimalizacji maksymalne;j
sktonnosci do zerwania wielkiej koalicji. Miara sktonnos$ci do zerwania koalicji
jest wyrazenie:

ij —v(N —1)
yi(x) =2~ . (16)

x; —v(i)

Poszukuje si¢ wigc podziatu spetniajacego kryterium:

maxy, (x) — min. (17)

Do najwazniejszych nalezy koncepcja nucleolusa [14] realizujaca postulat
maksymalizacji najwigkszego zadowolenia z koalicji. W sytuacji niepustego
rdzenia minimalizuje si¢ wyrazenie :

r?ga;{v(S)—in]—)min. (13)

ieS

Nucleolus zawsze istnieje. Ponadto jesli istnieje niepusty rdzen, to nalezy
do rdzenia, wobec tego stanowi bardzo atrakcyjna koncepcje podziatu wygrane;.
Koncepcja nukleolusa moze by¢ rozpatrywana rowniez w konteks$cie maksyma-
lizowania najwigkszego zadowolenia z koalicji w odniesieniu do warto$ci wy-
granej koalicji [19], do wielkosci koalicji [14], do wartosci Shapleya [13] czy ze
wzgledu na sktonno$¢ do zerwania koalicji [10].

" Jezeli dla danego minimalnego maksimum istnieje wigcej niz jedna imputacja, to nalezy
minimalizowa¢ kolejne maksima itd., az do uzyskania pojedynczej imputacji.



Wspomaganie kooperacji z wykorzystaniem teorii gier i analizy wielokryterialnej 153

Sposrod wymienionych sposobow ustalenia jednego podziatu unormowana
warto$¢ Banzhafa, warto$¢ Shapleya oraz punkt Gately’ego moga nie naleze¢ do
rdzenia gry. W takim przypadku istnieja przestanki do niezawiazania si¢ wielkiej
koalicji, wigc implikacja zaistnienia takiej sytuacji jest zmiana sposobu ustalenia
podzialu wygranej. Ze wzgledu na cel niniejszego artykutu interesujaca sytuacja
jest taka, gdy gracze ustalg sposob podzialu ad hoc implikujacy podziat nienale-
zacy do rdzenia. Innymi stowy ,,z goéry” ustala, ze kazdy z nich otrzyma tyle, ile
np. $rednio wnosi do koalicji (wedlug wartosci Shapleya lub Banzhafa), a po-
dziat ten nie speini warunkéw (4)-(6). Nalezy wtedy ustali¢ podzial bedacy
w rdzeniu oraz jak najmniej rdzniacy si¢ od postulowanego.

Punktem wyjscia dalszych rozwazan jest ujgcie podjetego problemu jako
zagadnienia programowania wielokryterialnego. Podstawa jest stwierdzenie, ze
kazdy z graczy pragnie uzyska¢ maksymalna wygrana, czyli kazda ze sktado-
wych wektora podziatu (3) jest maksymalizowana [1, s. 60 ]:

X — max. (19)

Dopeieniem wyrazenia (19) jest uktad warunkow ograniczajacych (4)-(6).
Problem sprowadza si¢ wigc do zagadnienia liniowego programowania wielo-
kryterialnego. Okreslenie pojedynczego podziatu jest mozliwe w sytuacji try-
wialnej lub przez skalaryzacje¢ zagadnienia przez przyjecie jednej z kilku kon-
cepcji agregacji kryteriow przedstawionych w roznych ujeciach i w sposob
przegladowy w pracach [5; 8; 9; 10; 11].

Jednym ze sposobow skalaryzacji jest zastosowanie koncepcji programo-
wania celowego [4], ktéra polega na minimalizacji odpowiednio zdefiniowane;j
funkgcji strat, wynikajacych z odchylen od postulowanych warto$ci rozwazanych
zmiennych. Niech x* = (x*,,...,x* ) bedzie wektorem postulowanych wygra-

nych graczy, reprezentujacym wyptaty wynikajace z zaakceptowanego sposobu
(sprawiedliwego) podziatu. Bazujac na logice minimalizacji maksymalnego
odchylenia od ustalonej warto$ci wygranej, minimalizowana funkcja strat moze
zosta¢ zdefiniowana w nastgpujacy sposob:

max | x*, —x; [ min. (20)
1

Poniewaz zwykle dla danego minimum istnieje wigksza liczba podziatow,
wiec nalezy przyja¢ dodatkowa heurystyke umozliwiajaca wyodrebnienie jedne-
go podziatu — np. przez ustalenie hierarchii graczy wedtug wartosci postulowa-
nych x*=(x*,...,x* )" lub zastosowanie procedury minimalizujacej kolejne

" Ameljanczyk w pracy [1] proponuje do skalaryzacji zagadnienia (15) ustalenie
leksykograficznej hierarchii graczy wedlug wartosci Shapleya.
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maksima. Maksymalne odchylenie lub odchylenia, dla ktérych jest osiagane
minimum (20), staja si¢ ograniczeniami. W dalszej kolejnosci poszukuje si¢ minimum
z maksymalnych pozostatych odchylen itd., az do okre$lenia jednego podziatu.

Do rozwiazania problemu ustalenia podziatu wygranej mozna réwniez wy-
korzysta¢ metode punktu referencyjnego przedstawiona w pracy Wierzbickiego
[20]. Metoda punktu referencyjnego zostata pierwotnie zaproponowana jako
metoda wspomagania decyzji wielokryterialnych, w ktorej maksymalizuje sig
odpowiednio zdefiniowana funkcj¢ osiagnigcia:

n
minai(xi,x*,.)+8Zal.(xi,x*i)—)max, (21)
ieN

i=1

gdzie & jest dodatnim parametrem umozliwiajacym jednoznaczne wskazanie
imputacji, o,(x,,x*, ) — czgsciowa funkcja osiagnigcia dla i-tego gracza okre-

slona w nastgpujacy sposob:

x, 2v) x, e i, ]
o (x x* )_ (x *i _V({l})) (22)
XX ") = (x, —x*) )
l+g——— 17 X, e[x*,»;V(N)—V(N\{l})],
(x/ —x*)

gdzie x*, oznacza warto$¢ postulowana (referencyjna) wyptaty i-tego gracza, o

jest wystarczajaco duzym, dodatnim parametrem optymalizacyjnym zapewniajacym
wklestos¢ funkcji osiagnigeia, x;' — gérnym ograniczeniem rdzenia gry:

x; =v(N)=v(N\{i}). (23)

Omowione koncepcje zostang przedstawione na przykladzie zwiazanym ze
wspomaganiem wspotdziatania autonomicznych oddziatéw przedsigbiorstwa
przy realizacji projektu.

4. Wspomaganie wspotdziatania oddziatéw przedsiebiorstwa

Dany jest problem decyzyjny zwiazany ze wspomaganiem podziatu zyskow
wynikajacych z realizacji pewnego projektu przez przedsigbiorstwo. Na podsta-
wie wstegpnej analizy ustalono oczekiwane zyski z projektu przy podjeciu wspot-
pracy. Wspoélpracowa¢ moga trzy oddziaty przedsigbiorstwa (trzech graczy), ktore
posiadaja duza autonomi¢. Odpowiednie zyski z zawiazania wspotpracy przedsta-
wia ponizsza funkcja charakterystyczna (w jednostkach pienigznych).



Wspomaganie kooperacji z wykorzystaniem teorii gier i analizy wielokryterialnej 155

WD) = 0,00
v({1}) = 22,00
v({2}) = 24,00
v({3}) = 30,00

v({1,2}) = 74,00

v({1,3}) = 75,00

v({2,3}) = 76,00
v({1,2,3}) = 112,00.

24)

Do dyspozycji naczelnego kierownictwa przedsigbiorstwa jest 10% zyskow,
pozostala cze$¢ pozostaje do dyspozycji oddzialow . Przedstawiona gra jest gra
superaddytywna z pustym rdzeniem — wartos¢ wyrazenia (10) wynosi 0,50, czyli
tyle wynosza koszty wspomagania kooperacji (dodatkowa premia) umozliwiajace
racjonalne zawigzanie wielkiej koalicji. Z punktu widzenia calej organizacji mini-
malny przyrost zysku wynosi: v({1,2,3}) —[v({L,2}) + v({3})] = 8,00 jednostek
pienigznych, poniewaz maksymalna suma wyptat roztacznych koalicji (z pomi-
nigciem wielkiej koalicji wszystkich graczy) wynosi 104,00 — jest to rownowaz-
ne z utworzeniem koalicji {1,2} oraz {3}. Czg$¢ zysku bedaca w gestii naczel-
nego kierownictwa wynositaby w takiej sytuacji 10,40 jednostek pienigznych,
natomiast w sytuacji utworzenia wielkiej koalicji 11,25 Z tego zysku kierow-
nictwo moze przeznaczy¢ 0,50 jednostki pienig¢znej na pokrycie kosztéw koope-
racji, czyli przeznaczy¢ do podzialu dla koalicji utworzonej przez wszystkich
graczy. Naczelne kierownictwo uzyskuje w takiej sytuacji 10,75 jednostek pie-
ni¢znych, czyli wigcej o 0,35 jednostki pienigznej. Natomiast z punktu widzenia
oddziatow zwigkszenie wygranej wielkiej koalicji powoduje, ze powstaje nowa
gra z wygranymi koalicji okreslonymi przez wyrazenia (11)-(12). Gra ta posiada
niepusty rdzen, wigc istnieje przynajmniej jeden podziat wygranej racjonalny
w sensie warunkow (4)-(6). Zasadne jest wigc wspomaganie kooperacji przez
naczelne kierownictwo przedsigbiorstwa.

Nowa posta¢ funkcji charakterystycznej gry ma nastgpujaca postac:

" Jesli wartosci funkcji charakterystycznej miatyby oznaczaé ,.czysty” zysk koalicjantéw, to
nalezatoby je przemnozy¢ przez 0,9 — otrzymana gra bylaby jednak rownowazna strategicznie
rozwazanej, czyli obie gry powinny by¢ rozgrywane w ten sam sposob.

™ Jesli zostalby umorzony narzut w odniesieniu do kosztéw kooperacji, dodawanych do wygranej
wielkiej koalicji, to warto$¢ ta wynositaby 11,2 — dodatkowa premia do podzialu migdzy graczy
w wysokosci 0,05 jednostki pienig¢zne;j.
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V(D) = 0,00
V({11 = 22,00
V'({2}) = 24,00
V'({31) = 30,00

VI({1,2}) = 74,00

V'({1,3}) = 75,00

V'({2,3}) = 76,00
V'({1,2,3}) =112,50.

(25)

W grze (24) istnieje niepusty rdzen. Wartosci: Shapleya, normalizowana
Banzhafa, punkt Gately’ego oraz nukleolusa dla gry z funkcja charakterystyczna
(24) przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1
Wartosci: Shapleya, Banzhafa, punkt Gately’ego oraz nukleolus
Nr gracza
1 2 3
Wartos$¢ Shapleya 35,33 36,83 40,33
Normalizowana warto$¢ Banzhafa 35,50 36,88 40,12
Punkt Gately’ego 36,50 37,50 38,50
Nukleolus 36,50 37,50 38,50

Analiza otrzymanych wynikéw wskazuje, ze punkt Gately’ego oraz nukle-
olus naleza do rdzenia gry — nukleolus zawsze nalezy do rdzenia (jesli istnieje
niepusty), natomiast punkt Gately’ego moze nie naleze¢ do rdzenia dla n > 3
[18, s. 266]. Wartos¢ Shapleya oraz normalizowana warto$¢ Banzhafa nie naleza
do rdzenia, poniewaz dla obu wartosci w przypadku koalicji {1,2} nie jest spel-
niony warunek racjonalnosci koalicyjnej (6). W zwiazku z tym powstaje ko-
nieczno$¢ wspomagania ustalenia podzialu wygranej miedzy graczy w sytuacji,
gdy zostanie ustalone, ze podzial wygranej bedzie wedtug Sredniej wartosci, jaka
gracze wnosza do koalicji bez wzgledu czy w sensie wartosci Shapleya (13), czy
normalizowanej warto$ci Banzhafa (15). W takiej sytuacji warto$ci te staja sig
postulowanymi wygranymi graczy tworzacych wielka koalicjg.

Warto$ci wynikajace z zastosowania koncepcji wykorzystujacej logike pro-
gramowania celowego oraz metod¢ punktu referencyjnego przedstawiono
w tabeli 2.
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Tabela 2

Obliczone warto$ci wyptat graczy z zastosowaniem koncepcji programowania celowego
oraz metody punktu referencyjnego

Nr gracza 1 2 | 3
Rozwiazanie z wykorzystaniem programowania celowego z punktem celu ustalonym przez:
Wartos$¢ Shapleya 36,50 37,50 38,50
Normalizowang warto$¢ Banzhafa 36,50 37,50 38,50
Rozwiazanie z wykorzystaniem metody punktu referencyjnego z punktem ustalonym przez:
Warto$¢ Shapleya 36,50 37,50 38,50
Normalizowana warto$¢ Banzhafa 36,50 37,50 38,50

We wszystkich rozpatrywanych przypadkach otrzymano identyczny podziat
wygranej. Jest to konsekwencja tego, ze rdzen rozpatrywanej gry jest zbiorem
jednoelementowym (dowodem na wystgpowanie jednoelementowego rdzenia
jest stwierdzenie, ze rozwigzaniami optymalnymi programow liniowych z wa-
runkami (4)-(6) rozpatrywanymi z funkcjami celu kolejno maksymalizujacymi
i minimalizujacymi poszczegdlne sktadowe wektora (3) jest identyczny podziat),
czyli nie istnieje inny podziat spetniajacy rownoczesnie warunki (4)-(6). Mozna
roéwniez zaobserwowac, ze uzyskany wynik jest tozsamy z gornym ogranicze-
niem na rdzen gry  (23). Rekomendowanym podzialem wygranej graczy w roz-
patrywanej sytuacji jest wiec wyznaczony jedyny podziat, ktory spetnia wszyst-
kie warunki racjonalnosci.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono koncepcje wspomagania kooperacji, bazujac na
sytuacjach, w ktorych problem mozna przedstawi¢ w postaci wieloosobowej gry
kooperacyjnej, w ktorej rdzen gry jest pusty, czyli nie istnieje zaden podziat
wygranej koalicji zawiazanej przez wszystkich graczy spetniajacy warunki ra-
cjonalnosci (4)-(6). Idea wspomagania polega na przyznaniu premii (zwigksze-
niu wygranej) za zawigzanie pozadanej koalicji. Premia ta musi by¢ uzasadniona
odpowiednio wigkszymi od kosztow korzy$ciami z nawigzania wspotpracy.
Punktem wyj$cia proponowanej metody jest analiza warunkow na istnienie nie-
pustego rdzenia, w szczegolnosci warunku (7). Rozwazania prowadza do okre-
$lenia minimalnej wartosci (10), o ktora nalezy powigkszy¢ wygrana wielkiej
koalicji, aby istnial niepusty rdzen. Nalezy przy tym zwroci¢ uwage na fakt, iz
przyznanie tej premii doktadnie w wartosci (10) implikuje istnienie malego rdzenia
gry (sytuacja idealna to jednoelementowy rdzen), co z kolei utatwia ustalenie ra-
cjonalnego podzialu wygranej koalicji.

* S . . . . . . . .
Ogolme rzZecz ujmujgac, gorne ograniczenie nie ZzZawsze nalezy do rdzenia gry.
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W artykule zaprezentowano réwniez koncepcj¢ wspomagania ustalenia po-

dzialu wygranej zawiazanej koalicji migdzy graczy w sytuacji, gdy postulowany
ad hoc sposob podziatu implikowatby podziat bedacy poza rdzeniem gry. Kon-
cepcja ta bazuje na idei wielokryterialnego wspomagania decyzji. W rozwaza-
nym przypadku proponuje si¢ minimalizacj¢ odchylen od postulowanego po-
dzialu z wykorzystaniem metody punktu referencyjnego z funkcja osiagnigcia
(21) lub z wykorzystaniem idei programowania celowego z odpowiednio zdefi-
niowana funkcja strat (20).
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COOPERATION SUPPORT BASED ON GAME THEORY AND
MULTICRITERIAL ANALYSIS

Summary

In the paper an idea of cooperation supporting method based on game theory and
multicriterial analysis. Because of taking into consideration a cooperation game with
empty core an idea of supporting is based on Bondareva s and Shapley’s conditions for
non-emptyness of the core. There is defined a minimal value which should be added to
payoff of great coalition. The minimal value should be profitable.

Also an idea of multicriterial support for establish winnings for the playersin co-
operative game is presented. The problem is considered in case when ad hoc arrange-
ment is irrational in meaning that the allocation of winnings is outside the core of the
game. The proposal is based on concept of goal programming and reference point met-
hod.

The proposed ideas are shown on example of cooperation problem of the three au-
tonomous departments in enterprise.



Katarzyna Zeug-Zebro

WPLYW REDUKCJI POZIOMU SZUMU
LOSOWEGO METODA NAJBLIZSZYCH
SASIADOW NA WARTOSC NAJWIEKSZEGO
WYKLADNIKA LAPUNOWA

Wprowadzenie

W analizie szeregow czasowych zaktada si¢, ze w danych mozna wyodreb-
ni¢ sktadnik deterministyczny oraz szum losowy, tj. zaburzenia, ktére utrudniaja
identyfikacje struktury zjawiska. Zroédlem szumu moga by¢ bledy wynikajace
z pomiaru lub zaokraglen powstale podczas badan. Moze on réwniez reprezen-
towa¢ czynniki egzogeniczne wplywajace na dynamike uktadu lub by¢ konse-
kwencja statystycznego charakteru zjawisk. Wigkszos¢ technik analizy szeregow
czasowych wiaze si¢ z pewnymi formami filtrowania szumu w celu uwidocznie-
nia czegSci deterministycznej. Jedng z nich jest metoda najblizszych sasiadow.
Cho¢ powstata ona z my$la o prognozowaniu, mozna ja rOwniez zastosowac¢ do
filtracji danych.

Celem artykutu bedzie ocena zastosowania redukcji poziomu szumu meto-
da najblizszych sasiadéw oraz wptywu tej filtracji na warto$¢ najwickszego wy-
ktadnika Lapunowa. W badaniach wykorzystano szeregi utworzone z cen za-
mknigcia WIG i WIG20 dwodch spotek notowanych na Gietdzie Papierow
Wartosciowych w Warszawie: Bytom i Zywiec oraz dwoch kursow walut: fran-
ka szwajcarskiego i dolara amerykanskiego. Dane obejmuja okres od 01.01.1995 do
14.10.2011. Obliczenia przeprowadzono z uzyciem programéw napisanych przez
autorke w jezyku programowania Delphi, pakietu Microsoft Excel oraz TISEAN.

1. Rekonstrukcja przestrzeni stanow — metoda op0znien

Metoda opoznien jest jedna z metod rekonstrukcji przestrzeni stanéw ukta-
du dynamicznego, ktora powstata na podstawie twierdzenia F. Takensa o zanu-
rzaniu [7]. Stuzy ona do wydobywania pewnych informacji zawartych w cha-
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otycznych szeregach czasowych. W tym celu wykorzystuje si¢ wektory opo6z-
nien zwane rowniez d-historiami. Wektory te przyjmuja postaé:
od

£ = (X X s X ) (1)
gdzie d jest wymiarem zanurzenia, 7 jest pewna liczba naturalng nazwana
op6znieniem czasowym, natomiast zmienna t przyjmuje T = N — (d - l)r war-
tosci (N jest dlugoscia szeregu czasowego).

Z badan Takensa wynika, ze dla d > 2m+ 1, gdzie mjest wymiarem atrak-
tora, a d jest wymiarem zanurzenia, przestrzen stanéw rozpigta przez zbior d
zmiennych bedzie topologicznie rownowazna z ,,oryginalna” przestrzenia .

2. Redukcja poziomu szumu metoda najblizszych sasiadow

Zadaniem metody najblizszych sasiadow [3] jest podziat szeregu czasowe-
go X, na czg$¢ deterministyczng X, i stochastyczng &, :

X =% +&, (2)

gdzie &, posiada szybko malejaca funkcjg autokorelacii i jest nieskorelowana z X, .
W celu wyznaczenia X, dla ustalonego |, nalezy rozwazy¢ wektor op6z-
nien w przypadku, gdy czas opdznien przyjmuje warto$¢ jeden, 7 =1:
od
X = (Xt > Xig1eees Xt+(d—1))’

ktorego jedna ze Srodkowych wspotrzednych jest filtrowana obserwacja X, np.

wektor w postaci:
- ) 4 dla parzystej warto$ci wymiaru zanurzenia,
2
- )A(ld_ﬁ dla nieparzystej wartosci d.
2

Ustala sie K najblizszych sasiadow wektora )A(i d

[

&d &d &d
X0 g X0 gaen X g (3)

Opierajac si¢ na wyznaczonych najblizszych sasiadach, warto$¢ determini-
styczng X, nalezy wyznaczy¢ ze wzoru:

* . . . .
W sensie twierdzenia Takensa o zanurzeniu.
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X =72 %, - (4)

2.1. Miara NRL

Istotnym zagadnieniem dotyczacym redukcji szumu jest mozliwo$¢ oceny
jej skutecznosci. Jednym z parametréw mierzacych efektywnos¢ filtracji szeregu
jest wspodtczynnik poziomu redukeji szumu NRL [4]. Bada on zaleznos$¢ pomig-
dzy sita szumu dodawanego do ukladu a struktura geometryczna jego atraktora.
Zalezno$c¢ ta polega na ,,pogrubianiu” atraktora i oddalaniu si¢ bliskich sobie stanow
w stopniu proporcjonalnym do sity szumu. Wspoétczynnik ten wyraza si¢ wzorem:

1J 1J
NRL(d)z?Zm ?ZM“ (5)
i=1 i=1

gdzie m i M, oznaczaja odleglosci od i-tego stanu (d-historii) do jego najbliz-
szego i najdalszego sasiada. Korzystajac z powyzszego kryterium, nalezy wy-
bra¢ sposrod otrzymanych szeregdw taki, dla ktorego wspotczynnik NRL przyj-
muje najmniejsza wartose.

3. Wyktadniki Lapunowa

Wyktadniki Lapunowa sa miara wrazliwosci ukladu dynamicznego na
zmiang warunkow poczatkowych. Okreslaja one $rednie tempo oddalania lub
zblizania si¢ dwoch poczatkowo bliskich sobie stanéw w kolejnych iteracjach.
Dodatnia warto§¢ wyktadnika mierzy rozciaganie si¢ przestrzeni stanow, a za-
tem opisuje, w jaki sposob prognoza oparta na niedoktadnym szacunku danych
wyjsciowych bedzie odbiegac od realnego rozwoju uktadu. Jezeli wyktadnik ten
przyjmuje ujemna warto$¢, mierzy zbieznos¢ punktow przestrzeni standw, czyli
opisuje, ile czasu potrzebuje uktad na powroét do stanu pierwotnego po wcze-
$niejszym zaburzeniu. m-wymiarowy uktad dynamiczny posiada m wyktadni-
kéw Lapunowa, ktére informuja o zmianie odleglosci migdzy bliskimi stanami
wzgledem odpowiedniego kierunku w przestrzeni stanow.

Definicja

Mowimy, ze uktad dynamiczny (X, f ) jest wrazliwy na zmiang warunkow
poczatkowych, jezeli istnieje € > 0 takie, ze dla kazdego X € X oraz kazdego
otoczenia U punktu X istnieja Y € U oraz N >1 takie, Ze:
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£ (x)-f(y)>e. (6)
Przeanalizujmy uktad dynamiczny w postaci:
X, = f(x), t=0,1,.., (7)

gdzie X,X%,, € X, X < R™oznaczaja stan systemu w chwilach ti t+1, f jest

odwzorowaniem przestrzeni stanow w siebie z warunkiem poczatkowym

X € X.

Definicja
Wyktadniki Lapunowa okresla wzér:
i .1 .
A (%)= lim—Inz (n,%, ), i =1,2,...,m, m>1, (8)
n—oo n

gdzie L, (n, X, ) sa warto$ciami wtasnymi macierzy Jacobiego Df " (X0 ) odwzo-

rowania f" :
Df "(x,) = Df (X, )-...- Df (x, )Df (x,). 9)

gdzie Df (X) = {6_I (X)} , 1, ) =12,...,m, f. sasktadowymi odwzorowania f.
X .
i

W szczegblnoscei dla m=1 wykladnik Lapunowa przyjmuje postaé:

R
ﬂ(xo)=hm—21n||f'(xt1|. (10)

N—oo n =0

Najbardziej istotny z punktu identyfikacji chaosu jest najwigkszy wyktad-
nik A,. Udowodniono nastgpujaca zaleznosé:

5, ~5,e™, (11)

gdzie O, jest $rednia odlegtoscia pomigdzy dowolnymi dwoma potozonymi
blisko siebie stanami przestrzeni X, za$ J,, jest odleglo$cia migdzy ich obrazami

w N-tej iteracji [8].
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3.1. Najwiekszy wyktadnik Lapunowa

W 1993 roku Rosenstein [6, s. 117-134], a rok pozniej Kantz [2, s. 77-87]
zaproponowali algorytm wyznaczania najwigkszego wyktadnika Lapunowa.
Algorytm ten testuje istnienie wyktadniczej wrazliwosci ukladu, przez co wska-

zuje celowo$¢ prowadzenia dalszych badan. Przebiega on wedlug nast¢pujacych
krokow:

Krok 1. Wyznaczamy zbiory Z; ztozone z K najblizszych sasiadow )?i(: wekto-

16w opdznieh X' (X X; X; (d_l)r), spetniajacych warunek ‘i -1, ‘ >t",

9 Nz ot Nt

gdzie t* jest ustalong liczba naturalna. Dodany warunek zwicksza prawdopodobien-
stwo, ze znaleziony sasiad nie bgdzie nalezat do trajektorii wektora )A(id .

Krok 2. Obliczamy:

4,0)=1 3 [ %0

XeZ

, 1=1,2,.,T;n=0,1,...n__, (12)

gdzie N jest ustalong liczba naturalng okre$lajaca liczbg iteracji.
Krok 3. Wyznaczamy $rednia z d, (I) po wszystkich d-historiach:

1 T
n=;§d (i) (13)

Krok 4. Najwigkszy wyktadnik Lapunowa jest wspotczynnikiem regres;ji:
In(d,)=1In(d, )+ A4,n. (14)

Warto zauwazy¢, ze warto$¢ najwigkszego wyktadnika Lapunowa w duzej
mierze zalezy od przyjetej metryki, wartosci parametrow zrekonstruowane;
przestrzeni standw oraz liczby najblizszych sasiadéw k.

4. Przedmiot i przebieg badania

Interesujace rezultaty otrzymano dla szeregéw finansowych pochodzacych
z rynkOw papierow wartosciowych oraz walutowych. Ich dlugo$¢ pozwala na
otrzymanie wiarygodnych rezultatéw. Badaniu poddano szeregi finansowe"
utworzone z cen zamknigcia WIG, WIG20, dwoch spotek notowanych na GPW
w Warszawie, tj. Bytom, Zywiec oraz dziennych kurséw franka szwajcarskiego

* Dane pochodza z archiwum plikéw programu Omega dostepnych na stronie internetowej
www.bossa.pl.
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i dolara amerykanskiego. Przeanalizowano obserwacje, ktore byly dziennymi
logarytmicznymi stopami zwrotu:

R =P -InP_, (15)

gdzie B, jest cena zamknigcia.

Tabela 1
Opis badanych szeregéow czasowych
Szereg Przedzial czasowy Liczba obserwacji
WIG 1995.01.02-2011.10.14 4209
WIG20 1995.01.02-2011.10.14 4209
Bytom 1995.01.05-2011.10.14 4061
Zywiec 1995.01.02-2011.10.14 4121
CHF 1995.01.01-2011.10.14 4244
USD 1995.01.01-2011.10.14 4244

Analiza wymienionych wyzej szeregow czasowych bedzie przebiegata

w nastepujacych etapach:

1. Rekonstrukcja przestrzeni standw — metoda op6znien.

2. Redukcja szumu metoda najblizszych sasiadow.

3. Obliczenie wspotczynnika poziomu redukcji szumu NRL.
4. Oszacowanie najwigkszego wyktadnika Lapunowa.

Przeprowadzone badania empiryczne pozwolily za pomoca metody opo6z-
nien zrekonstruowaé przestrzen stanow. Stosujac metode oparta na analizie
funkcji autokorelacji — ACF [5], oszacowano czas opoznien 7 . Nastepnie za
pomoca metody najblizszego pozornego sasiada — MNPS[1, s. 3404-3411], ob-
liczono wymiar zanurzenia d.

W kolejnym kroku badan zastosowano redukcje poziomu szumu metoda
najblizszych sasiadow’. Aby dokona¢ filtracji, ustalono warto$é czasu opdznie-
nia, 7 =1 oraz warto$ci dwoch parametrow:

— wymiar zanurzenia d =2,3,4,5,8,10,15,20,
— promien otoczenia o = 0,001; 0,01; 0,1.

W celu oceny redukcji poziomu szumu metoda najblizszych sasiadow wy-

korzystano miare NRL(i)™ dla i =2,3,...,10. Tabela 2 zawiera najmniejsza

warto$¢ wspotczynnika NRL obliczong dla wybranych szeregéw finansowych

" Redukcje szumu przeprowadzono z wykorzystaniem darmowego programu TISEAN autorstwa
H. Kantza i T. Schreibera.

™ W celu obliczenia wspotczynnika NRL postuzono sie programem autora napisanym w jezyku
programowania Delphi.
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oraz warto§ci wymiaru zanurzenia i promienia otoczenia, dla ktérych wartos¢
NRL byta najnizsza.

Tabela 2
Wartosci miary NRL dla szeregdéw przefiltrowanych
Parametry filtracji
Nazwa szeregu Miara NRL

d P
WIG 2 0,1 0,000421
WIG20 2 0,1 0,000629
Bytom 2 0,1 0,001925
Zywiec 2 0,1 0,000744
CHF 4 0,1 0,000253
USD 3 0,1 0,000306

Mozna zauwazy¢, ze prawie we wszystkich przypadkach wartosci wymiaru
zanurzenia i1 promienia otoczenia byly takie same. Zmiana wystapila tylko
w przypadku kursow walut.

Do oszacowania najwigkszego wyktadnika Lapunowa postuzono si¢ algo-
rytmem Kantza i Rosensteina. W obliczeniach przyjeto liczbe sasiadow K =1
i wartoé¢ t° =10. Nastgpnie zastosowano regresje liniowa do przyblizania linia
prosta wykresu zalezno$ci wartosci Ind, od numeru iteracji n. W celu porow-

nania wynikow badanie przeprowadzono dwukrotnie dla szeregdw przed i po
filtracji (tzn. dla szeregéw otrzymanych dla parametrow di p zamieszczonych
w tabeli 2). W obydwu przypadkach przyj¢to te same parametry rekonstrukcji
przestrzeni stanow, tj. czas opoOznienia i wymiar zanurzenia. W tabeli 3 przed-
stawiono wyznaczone wartosci parametrow rekonstrukcji przestrzeni stanow
oraz wyniki szacowania wykladnika Lapunowa’ dla analizowanych szeregdéw
czasowych.

Tabela 3
Wyniki szacowania wyktadnika Lapunowa dla finansowych szeregow czasowych
Szereg Przyjete parametry Roéwnanie regresji Wyktadnik Lapunowa
1 2 3 4
=0,0399x — 3,48402
=5,d=11 y=> ° -
Bytom r=5 Re = 0,06231
4o y = 0,1849x— 4,992
Bytom_red r=5d=11 R = 0.5053 0,1849

* Obliczenia przeprowadzono z wykorzystaniem programu wlasnego autora napisanego w jezyku
programowania Delphi.
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cd. tabeli 3

1 2 3 4
Zywiec r=3,d=10 y= 0&203323;;38367 0,0043
Zywiec_red r7=3,d=10 y= OF’; 1:8‘(‘)))(1_75&7597 .
WIG r=2,d=8 Y= OEgO:l 3" 65;‘;28708 0,0013
WIG red r=2,d=8 y= O£il 3’7(3; 91;)’562 0,0415
WIG20 r=3,d=8 y= 0&?20:131(3;;;33212 0,0019
WIG20 red | 7=3,d=8 y= Oé(z) 1:7%”‘ 6?);28689 0,0172
CHF r=2,d=10 y= 0&2151)27525;‘;6430 0,0181
CHF _red r=2,d=10 Y= 0&24:02”‘3‘3 3%05 s 0,0408
USD r=2,d=6 Y= Oé’fé’;g 65é652090 0,0361
USD_red r=2,d=6 Y= 0525:63),(3;5282703 83 0,0563

Mozna zauwazy¢, ze prawie wszystkie objete badaniem finansowe szeregi
czasowe sa wrazliwe na zmiang warunkéw poczatkowych. Jednak szeregi prze-
filtrowane w wigkszym stopniu wykazaly cechy chaotyczne. Wartosci wyktad-
nika Lapunowa otrzymane dla tych szeregéw znacznie wzrosty. Najbardziej
wrazliwa na zmiang warunkow poczatkowych okazala si¢ spotka Bytom. Co
cickawe, przed zastosowaniem metody redukcji poziomu szumu wlasnie dla tej
spolki nie mozna bylo oszacowaé wartosci wyktadnika Lapunowa. W przypadku
szeregdw nieprzefiltrowanych najwyzsze wartosci wyktadnika Lapunowa uzy-
skano dla szeregow czasowych utworzonych z dziennych kursow walut.

Podsumowanie

Na podstawie wynikoéw badania empirycznego nalezy stwierdzi¢, ze identy-
fikacji chaosu w rzeczywistych szeregach czasowych warto poddawac réwniez
szeregi, w ktorych zastosowano redukcjg szumu. Wyznaczone wartos$ci najwigk-
szego wyktadnika Lapunowa dla szeregow przefiltrowanych znacznie przewyz-
szaly wartosci tego wykladnika przed zastosowaniem filtracji. Jednak mimo
zadowalajacych rezultatow nie nalezy traktowac redukcji poziomu szumu bez-
krytycznie, gdyz jej zastosowanie moze spowodowaé zdeformowanie analizo-
wanego sygnalu, a co za tym idzie — blgdna interpretacj¢ wynikow.
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EFFECT OF REDUCTION OF RANDOM NOISE BY METHOD
OF THE NEAREST NEIGHBORS ON THE VALUE
OF THE LARGEST LYAPUNOV EXPONENT

Summary

Since the presence of noise in the data can significantly affect the characteristics of

dynamic systems, the aim of the article will be to evaluate effect of reduction of random
noise by method of the nearest neighbors on the value of the largest Lyapunov exponent. The
test will be conducted on the basis of the economic time series, which consist of closing
prices of companies listed on the Warsaw Stock Exchange and the daily exchange rates.





