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WSTEP

W ciagu ostatnich kilkunastu lat mozna zaobserwowac¢ znaczny rozwoj ba-
dan w zakresie modelowania procesdw podejmowania decyzji ze szczegdlnym
uwzglednieniem réznych koncepcji ryzyka oraz jego zrodet. Modelowanie ryzy-
ka ma fundamentalne znaczenie w analizie zlozonych proceséw decyzyjnych
wowcezas, gdy rezultat decyzji jest niepewny oraz preferencje podejmujacego
decyzje sa uwarunkowane jego indywidualnym sposobem postrzegania ryzyka.
Chociaz w teorii decyzji wypracowano wiele zasad i kryteriow decyzyjnych,
ktore z punktu widzenia teorii powinno si¢ stosowa¢ w rzeczywistych proble-
mach decyzyjnych, to praktyka pokazuje, ze rzeczywiste zachowania decyden-
tow w sytuacji wyboréw ryzykownych nie zawsze sg racjonalne i roznia si¢ od
tych modelowych. Istnieje zatem ciagle zapotrzebowanie na takie modele
wspomagajace decyzje, w ktorych stosunek podejmujacego decyzje do ryzyka
ma podstawowe znaczenie, a decyzje podejmowane na ich podstawie sg trafne.

Celem publikacji jest rozpowszechnianie wynikow badan dotyczacych teo-
retycznych i praktycznych problemow podejmowania ryzykownych decyzji.
Niniejsza praca stanowi zbior artykutéw, ktorych zakres miesci si¢ w obszarze
zagadnien modelowania i analizy decyzji. Tematyka artykuléw koncentruje si¢
wokot takich probleméw, jak modelowanie zachowan decydentow w sytuacji
ryzyka i1 niepewnosci, modelowanie i analiza ryzyka decyzyjnego, modelowanie
preferencji oraz zastosowanie miar ryzyka w praktyce decyzyjne;j.

Sadzimy, Ze niniejsza praca bedzie zrédtem informacji o kierunkach badan
prowadzonych w obszarze modelowania analizy decyzji o ryzykownych efek-
tach oraz zainspiruje czytelnikow do dalszych badan w tym zakresie.

Donata Kopanska-Brodka
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DWUKRYTERIALNY ROZMYTY MODEL
LANCUCHA KRYTYCZNEGO W PROJEKCIE
— PODSTAWY TEORETYCZNE

Wprowadzenie

Analiza czasowo-kosztowa, pozwalajaca na ustalenie takiego planu projek-
tu, ktéry spetnia oczekiwania decydentow co do jak najwczesniejszej daty zakon-
czenia projektu z jak najnizszym budzetem, jest jednym z podstawowych zagad-
nien rozpatrywanych podczas planowania projektu w ujgciu wielokryterialnym.
Wyniki pierwszych badan w tym zakresie, prowadzonych przez Fulkersona
[1961] i Kelley’a [1961], zostaly opublikowane w latach 60. XX w. Szczegotowy
przeglad wynikéw prac prowadzonych w obszarze analiz czasowo-kosztowych
zostal opracowany m.in. przez Briickera et al. [1999]. Celem opisanego w dalszej
czesSci pracy badania jest rozpatrzenie mozliwosci wykorzystania podejscia tancucha
krytycznego (CCPM — Critical Chain Project Management), wprowadzonego
przez Goldratta [1997] w aspekcie wielokryterialnosci probleméw decyzyjnych
w procesach zarzadzania projektami, w szczego6lnosci podczas planowania zaso-
bow, budzetu i harmonogramu. Pierwotny opis metody CCPM oparto raczej na
jezyku werbalnym niz formalnym. Podejscie kwantyfikujace czasy wykonania
czynnosci, tancuch krytyczny i bufory projektu zostaty wprowadzone przez ko-
lejnych autoréw. Jedna ze szczegdtowych propozycji zostata formalnie opisana
przez Tukel et al. [2006]. Metody buforowania innych niz czas realizacji charak-
terystyk projektow zostaly zaproponowane przez Leach’a [2003], Gonzaleza et al.
[2009] oraz Btaszczyka i Nowaka [2008]. Ogdlnie rozumiane podejscie tancucha
krytycznego nie jest wolne od wad, co jest dyskutowane w szerokim gronie au-
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torow prac badawczych (np. Herroelen i Leus [2009], Rogalska et al. [2008],
Van de Vonder et al. [2005]). Ze wzgledu na liczne i dajace niejednoznaczne
oceny dyskusje nad zatozeniami metody, jak réwniez stosunkowo miody okres,
w ktérym metoda CCPM jest znana i brak popularnych narzedzi informatycz-
nych pozwalajacych na jej praktyczne zastosowanie, nie jest ona eksploatowana
tak czesto jak dobrze znane szerokiej grupie uzytkownikdéw metody $ciezki kry-
tycznej (CPM) i PERT. W odréznieniu jednak od czysto ilo$ciowej metody
CPM i zaktadajacej losowa zmienno$¢ oszacowan czasu metody PERT, CCPM
wprowadza do procedur harmonogramowania kwesti¢ wptywu czynnika ludz-
kiego, co jest waznym i trudnym do pominigcia w praktycznych zastosowaniach
aspektem wptywajacym na jako$¢ oszacowan i zdolno$¢ zespolu do realizacji
projektu zgodnie z harmonogramem. Posiadajac informacj¢ o wplywie czynnika
ludzkiego na mierzalne cechy projektu, jestesmy w stanie wykorzysta¢ je do
poprawy tychze, stosujac odpowiednie mechanizmy motywacyjne. Przyktad
takiego rozwiazania, zaktadajacego konstrukcj¢ i wykorzystanie nadzwyczajne-
go funduszu premiowego, zostal opisany przez Blaszczyka i Nowaka [2008].
Dalsza czg$¢ niniejszego artykutu stanowi kontynuacje badan nad mozliwo$cia
buforowania innych cech projektu. Dla potrzeb zaproponowanej procedury przy-
jeto, ze podawane przez przyszlych wykonawcow zadan parametry terminowe
i kosztowe dla konstrukcji budzetu oraz harmonogramu projektu zawieraja w sobie
naddatki bezpieczenstwa (przeszacowania) na poziomie oszacowan nakladow
pracy. W opracowaniu wprowadzono rozmyte miary nakladow pracy w celu
opisu niepewnosci oszacowan. Koncepcja wykorzystania podejécia rozmytego
w modelowaniu tancucha krytycznego byta juz rozwazana przez Chena et al.
[2010], Longa and Ohsato [2008], Shi i Gonga [2010]. W odr6znieniu od po-
wyzszych prac, proponowany model zaklada mozliwo$¢ motywowania wyko-
nawcow zadan i czynnosci w projekcie do partycypacji w ryzyku opoznienia
oraz przekroczenia budzetu w zamian za prawdopodobne korzysci, mozliwe do
osiagnigcia w przypadku szybszej i tanszej realizacji.

1. Pierwszy model matematyczny - bufory czasu i kosztu

Pod pojeciem czynnikow nalezy rozumie¢ w dalszej czgSci pracy wszelkie-
go rodzaju zasoby, sity oraz okolicznosci, ktorych oddziatywanie na dany ele-
ment projektu moze mie¢ wplyw na wartosci analizowanych charakterystyk
projektu lub sktadajacych si¢ na niego czynnosci. W przypadku wigkszosci pro-
jektoéw realizowanych w praktyce gospodarczej czynnikami takimi sa np. zasoby
ludzkie, wyspecyfikowane pod wzgledem posiadanej wiedzy i do$wiadczenia,
zréznicowanych umiejetnosci czy efektywnosci pracy. Innym przyktadem czyn-
nikow w rozwazanej koncepcji moga by¢ zasoby, np. materialowe o zréznico-
wanych wilasciwosciach fizycznych i chemicznych, ktore wptywaja na tempo
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realizacji prac (przypadek czgsto wystepujacy w projekatch o charakterze inzy-
nierskim), metody i techniki realizacji poszczegolnych zadan czy wrecz ogdlnie
przyjmowane dla danych projektow technologie. W pewnej liczbie projektow
istotna role¢ moga rowniez odgrywaé czynniki klimatyczne — minimalne lub
maksymalne dopuszczalne temperatury, opady, sita i kierunek wiatru — ktorych
przekroczenie (lub zabezpieczenie przed ich niepozadanym wystapieniem) takze
moze generowa¢ wydtuzenie prac lub dodatkowy koszt dla projektu. Przyjgta
tutaj ogolna wlasciwo$¢ czynnikow, skutkujaca ich wptywem na istotne dla oce-
niajacego charakterystyki (w tym czasu i kosztu) projektu i sktadajacych si¢ na
niego czynnosci, pozwala na prowadzenie rozwazah na wysokim poziomie
ogo6lnosci, nie ograniczajac mozliwosci ich zawezania dla skonkretyzowanych
(i urealnionych) zastosowan.

Rozwazmy zatem model projektu sktadajacego si¢ z n czynnosci oznaczo-
nych x,,...,x,. Kazda z czynnoSci jest opisana przez parametr czasu i kosztu jej
realizacji. Zaldézmy, ze jedynie g czynnikdw moze wywieral jakikolwiek
wplyw na czas i bezposredni koszt realizacji catego projektu. Zaleznosci te za-
piszmy w macierzy czynnikow:

x= R (1)

PRI

Elementy wystegpujace w macierzy X sa zmiennymi binarnymi, co oznacza, ze wy-
raz x,; przyjmuje wartos¢ 1 wtedy, gdy czynnik j posiada wptyw na czynnos¢ x; .

Niech:
K = [kg'j]izl,...,n;j=1,...,q (2)

bedzie macierza kosztow, okreslajaca koszt udzialu poszczegdlnych czynnikow
g w realizacji kolejnych czynnosci. Ponadto, niech:

W ={w",... o w"] 3)

n

bedzie wektorem minimalnych nakladéw pracy na wykonanie czynno$ci
X,...,X,. Na podstawie macierzy X oraz wektora W" mozemy wyliczy¢

catkowity naktad pracy w, jako:
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W= Fi, (000 %g W) (4)
gdzie f,, jest funkcja przydziatu pracy. Zatézmy rowniez, ze istnicje wektor R:
|

R=[r,....1r ], (5)

sy

opisujacy ograniczenia dostgpnosci czynnikow ( dla catego projektu. Niech:
T= [tij ]i=1,...,n;j=1,...,q (6)

bedzie macierza nakladéw (dla zasobow odnawialnych — naktadow pracy) dla
kazdego czynnika w kazdej z czynnoéci. Wykorzystujac macierze X, T oraz K

mozemy obliczy¢ koszt oraz czas realizacji kazdej z czynnoS$ci poprzez:
k = fik()(il,...,xq,t“,...,tiq,kil,...,kiq) (7)
oraz

T A CTE O N ) (8)

gdzie fik oraz fit sa pewnymi funkcjami, zdefiniowanymi przez decydenta. W naj-

prostszym przypadku beda to funkcje liniowe. Funkcje te bgdziemy nazywac
odpowiednio funkcjami czasu i kosztu. Na ich podstawie catkowity koszt bezpo-
sredni oraz czas realizacji projektu mozna obliczy¢ w sposdb nastepujacy:

K= 2k = 20 O X b g K K ©)
i=1 i=1
oraz
T. = max (ES +t,), (10)

gdzie ES jest najwcze$niejszym momentem rozpoczgcia czynnosci X . Na

podstawie przyjetych zalozen minimalizujemy catkowity koszt bezposredni pro-
jektu. Jezeli funkcje kosztu fik oraz czasu fit sa funkcjami liniowymi, to tak
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sformutowany problem mozna rozwiaza¢ za pomoca metod programowania
liniowego. W typowym przypadku model programowania liniowego zapisujemy
W nastgpujacej postaci:

X +...+c¢,x, =c-x —> max (11)
ailxl +"'+ainxn Sbt (12)
x;20, (13)

gdzie ¢ =[cl...cn],x= [xl...xn],A = |:afj:|

wiednio: wektorem wspotczynnikow funkcji celu, wektorem zmiennych decy-
zyjnych, macierza wspotczynnikow ograniczen oraz wektorem wyrazéw wolnych
w ograniczeniach. W naszym przypadku mamy do czynienia z nastgpujacym mo-
delem liniowym:

,b=[b,...b,] sa odpo-

i=l,..m,j=1,...,n

DS s X lisees sk k) = Dk, —> min (14)
i=1 i=1

X ,-T,<R dlaje{l,....q} (15)

X, -T,.=W, dlake{l,...n} (16)

t; 20, (17)

gdzie X ,, X, oznaczaja odpowiednio j-ta kolumng macierzy X , k-ty wiersz
macierzy X , T, T, oznaczaja odpowiednio j-ta kolumn¢ macierzy T, k-ty
wiersz macierzy T natomiast R, oraz J¥, oznaczaja j-ty elelment odpowiednio

wektora R oraz . Rozwigzanie optymalne powyzszego modelu powinno wy-
znaczy¢ optymalny rozdzial pracy na czynniki dla poszczegélnych czynnosci.
W przypadku uzyskania zbioru alternatywnych rozwiazan optymalnych wybie-
ramy to, dla ktorego catkowity czas realizacji projektu jest najkrétszy. W ten
sposob otrzymujemy rozwiazanie optymalne dla przypadku oszacowan bez-
piecznych (zawierajacych naddatki bezpieczenstwa) naktadéow pracy. Uwzgled-
nienie oszacowan bezpiecznych prowadzi do przeszacowania kosztu i czasu
realizacji czynno$ci, a w konsekwencji catkowitego kosztu bezposredniego i czasu
trwania catego projektu. Oznacza to, ze:
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k= ki +k' (18)
oraz
t=t+t’, (19)

gdzie k oraz t; sa uzasadnionymi (realnymi) warto$ciami kosztu oraz czasu

realizacji czynnosci x, oraz k i t°

sa odpowiednio naddatkami bezpieczen-
stwa dla oszacowan kosztu i czasu czynnosci x,. Tak wigc calkowity koszt bez-

posredni oraz catkowity czas realizacji projektu mozemy zapisac jako:
K. =K°+K” (20)

oraz
T.=T°+T", (21)

gdzie K,T° sa uzasadnionymi (realnymi) warto$ciami kosztu oraz czasu reali-
zacji calego projektu. Analogicznie K B T? sa odpowiednio naddatkami bez-

pieczenstwa dla oszacowan kosztu i czasu dla calego projektu. W celu ustalenia
wartosci K?,T% musimy oszacowaé najbardziej prawdopodobne naktady pracy

na czynnos$ci. Nastgpnie obliczymy wartosci w, dla kazdej czynnosci i. W ten
sposob otrzymujemy nowa macierz czynnikow X " oraz nowy wektor oszaco-
wan W . Uruchamiajac w dalszej kolejnosci te sama procedure dla najbardzie;
prawdopodobnych naktadow pracy, lecz z dodatkowym warunkiem 7; > t; dla
i=1,...,n;j=1,...,q9, gdzie T = [ty] jest macierza naktadéw pracy dla kaz-

dej czynnosci, obliczona dla nowych danych. Ze wzgledu na niskie prawdopo-
dobienstwo jednoczesnego wystapienia wszystkich czynnikéw ryzyka konsumu-
jacych zatozone zapasy czasu mozemy zredukowaé pojemnosci buforow
projektu korzystajac ze wspotczynnikoéw redukujacych «, f €[0,1]:

K’ =aK” (22)

oraz:

TP = pr*. (23)
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Ostatecznie dla catego projektu mozemy przyjaé, ze:

K'=K‘+K’ (24)
oraz

T"=T°+T". (25)

Wykorzystujac cze$¢ zaoszczedzonych §rodkdow, mozemy utworzy¢ specjalny
fundusz premiowy B, ktdry zostanie rozdysponowany pomigdzy czynniki g
(w szczegoblnosci zasoby ludzkie) w przypadku nieskonsumowania catosci bufo-
row. W celu dokonania sprawiedliwego i motywujacego podzialu funduszu B,
okreslmy istotno$¢ poszczegodlnych zadan/czynnos$cei:

S=[s:1, 0 (26)

gdzie s, €[0,1]. ] oraz zdefiniujmy funkcj¢ rozdziatu korzysci, uwzgledniajaca
istotno$¢ czynnosci i, jej krytyczno$¢, zaoszezedzony naktad pracy oraz oszczed-
nosci w konsumpcji buforow czasu i kosztow. W ogdlnym przypadku czynnik
(zasob) j powinien otrzymac premig w wysokosci b, :

b, = f, (s, D" .c. Dy . D). @27)

Przyktadowa funkcja rozdzialu korzysci moze przyjac nastgpujaca postac:

w
S . .
—17’1 7,B  jezeli x, znajduje sig na $ciezce krytycznej
A

b,= (28)

w
s; Dj

s* D?

v,B  w pozostatych przypadkach,

gdzie y, >y, 7, +7, =1, s, jest sumaryczna istotnoscia czynnosci krytycz-
nych, s, jest sumaryczng istotno$cia czynnos$ci niekrytycznych, DﬁV jest cal-
kowitym zaoszcze¢dzonym naktadem pracy, D' jest sumarycznym zaoszczedzo-

nym nakladem pracy czynnosci krytycznych, za§ D’ analogicznie dla czynnosci
niekrytycznych.
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2. Drugi model matematyczny - bufory naktadu pracy

W tej sekcji zostanie zaprezentowany inny model matematyczny dla projek-
tu przedstawionego powyzej. Model ten zostat opisany w pracy Blaszczyka et al.
[2009]. Podobnie jak w pierwszym modelu, zaktadamy, ze dana jest macierz
czynnikow X , macierz kosztow K , wektor minimalnego nakladu pracy W™,
wektor R opisujacy ograniczenia dostepno$ci zasobow oraz macierz naktadow
pracy T opisujaca naktad pracy zasobow w kolejnych zadaniach — por. (1)-(3),
(5),(6). Na podstawie macierzy X,T,K obliczamy koszt i czas trwania kazdego

zadania korzystajac ze wzorow (7) oraz (8), a nastgpnie korzystajac ze wzoréw
(9) oraz (10) obliczamy catkowity koszt i czas trwania projektu. Podobnie jak
w pierwszym modelu, minimalizujemy catkowity koszt projektu. Zauwazmy, ze

jesli funkcje fi oraz fit sa liniowe, to wowczas ten problem optymalizacyjny

moze by¢ rozwiazany za pomoca metod programowania liniowego (LP). Ze
zbioru alternetywnych rozwiazan optymalnych wybieramy to, dla ktérego cal-
kowity czas trwania projektu jest najmniejszy. Dla zadania X, naktad pracy mo-

ze by¢ wyrazony wzorem:

W=y OGsees X W) = W+ WE, (29)

stad catkowity naktad pracy w projekcie dany jest wzorem:
W, =W°+W?, (30)

gdzie W® jest uzasadnionym naktadem pracy projektu, natomiast W® jest ukry-

tym buforem naktadu pracy. W celu wyznaczenia wartosci ukrytego bufora W ®
musimy najpierw oszacowac najbardziej prawdopodobny naklad pracy oraz
wykorzysta¢ funkcje W, dla kazdego zadania X w projekcie. W ten sposob

dostajemy nowa macierz czynnikow, ktéra bedziemy oznaczaé X" oraz nowy
wektor nakladow pracy W' . Nieprawdopodobnym wydaje sie zajscie wszyst-
kich niekorzystych zdarzen podczas realizacji projektu, dlatego mozemy zredu-
kowa¢ bufor naktadu pracy zgodnie z nastepujacym wzorem:

W2 =[a,,...,a, W°?, (€29

gdzie a €[0,1] dla i€{l,...,n} sa wspotczynnikami zmniejszajacymi wiel-
kos¢ bufora naktadu pracy odpowiednio dla zadah X,...,X . Stad catkowity

naktad pracy projektu jest dany wzorem:
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wr=we+w?’. (32)

Przeszacowanie nakladéw pracy prowadzi do przeszacowania spodziewanych
kosztow i1 czasow realizacji zadan w projekcie, a w konsekwencji kosztu i czasu
trwania catego projektu. W zwiazku z tym, ze zmienit si¢ naktad pracy, zmienia
si¢ rowniez czas trwania i koszt projektu, stad mozemy zapisa¢ catkowity koszt
i czas trwania projektu zgodnie ze wzorami (20) oraz (21). Podobnie jak w pierw-
szym modelu cze¢$¢ zaoszczedzonych pieniedzy moze zostaé przeznaczona na
utworzenie funduszu premiowego B i podzielona pomigdzy zasoby biorace
udziat w projekcie. Wektor istotno$ci zadan S jest dany wzorem (26). Udziat zaso-
bu j jest obliczany zgodnie ze wzorem (27). Przyktadowo, podobnie jak w poprzed-

nim modelu, do podzialu funduszu premiowego mozemy wykorzysta¢ funkcje (28).

3. Podejscie rozmyte

Zwykle wartosci deterministyczne w klasycznym modelu programowania
liniowego nie odpowiadaja rzeczywistym i niepewnym warunkom mogacym zajs¢
podczas realizacji projektu. W celu rozwigzania tego problemu proponujemy rozsze-
rzenie poprzedniego modelu. Proponowany model bedzie wykorzystywaé trapezo-
we liczby rozmyte (TrFN). Najpierw wprowadzimy kilka podstawowych definicji
z teorii liczb rozmytych i wykorzystywanych w nowym modelu.

Definicja 1. Niech A bedzie podzbiorem pewnej przestrzeni X . Zbiorem
rozmytym A w X nazywamy zbior uporzadkowanych par:

{0 1, (x)) 1 x € X, (33)
gdzie
H,: X >R (34)
jest funkcja przynaleznosci do zbioru 4 .

Dla kazdego x € A, funkcja z,(x) okresla stopien przynaleznosci x do zbioru

rozmytego A . W celu uproszczenia zapisu do oznaczania funkcji przynalezno-
$ci zbioru rozmytego 4 w literaturze czgsto stosuje si¢ rOwnowazne oznaczenie
A(x). W celu zdefiowania liczb rozmytych wprowadzimy najpierw kilka pod-

stawowych pojec.
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Definicja 2. Zbior A nazywamy normalnym, jesli

h(A)=sup u,(x)=1.

xeX
Definicja 3. Zbior
supp(A) ={xe X : u,(x)> 0}

nazywamy no$nikiem zbioru rozmytego A .

Definicja 4. Niech y €[0,1]. Zbior
A, ={xeX:u,(x)2y}dla kazazde y €[0,1]

nazywamy warstwa na poziomie y .

(35)

(36)

(37

Definicja 5. Niech X =R oraz niech F(R) oznacza rodzing wszystkich

podzbioréw rozmytych zbioru R. Liczbq rozmytq nazywamy zbiér rozmyty

A € F(R) spetniajqcy warunki:

1. A jest zbiorem normalnym,
2. A, jest domknigte dla kazdego y €[0,1],

3. supp(A) jest ograniczony.

Definicja 6. Trapezowq liczbq rozmytq TrEFN (a,b,c,d) — poréwnaj rys. 1 —

nazywamy liczbe rozmytq, ktorej funkcja przynaleznosci jest dana wzorem

(x—a)(b—a) dla xe[a,b]

1 dla xel[b,c]
OOV G ofd—c) dla xefe.d]
0 dla x¢[a,d]

(3%)
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=

a b C d
Rys. 1. Przyktad trapezowej liczby rozmytej (TrFN)

Posta¢ funkcji przynalezno$ci i bedzie zaleze¢ od decyzji eksperta na podsta-

wie informacji o dostgpnych technologiach, pracownikach, materiatach itd.

Definicja 7. Niech x eR i & €[0,1] bedq dowolnie mate. Trapezowq liczbq
rozmytq X bliskq liczbie rzeczywistej X nazywamy liczbe rozmytq danq wzorem:

X=(x—-&xxx+&). (39)

W dalszej czesci tego artykulu trapezowa liczbe rozmyta bliska liczbie rzeczy-
wistej x bedziemy oznaczaé jako X . Piszemy, ze A(a,b,c,d)> 6, gdzie O
jest pewna liczba rzeczywista, jesli a >0 . Ponadto 4> 0, jesli a > &, nato-
miast A<O dlad <0 i A4<6 dlad<0.Jesli A, B sa dwoma podzbiorami
rozmytymi przestrzeni X , wowczas A < B oznacza, ze p,(x)< ,(x) dla
kazdego x € X , lub A jest podzbiorem B, warunek 4 < B zachodzi, jesli:

M, (x) < pp(x) dlakazdego xe X .

Definicja 8. Dila dowolnych dwéch liczb rozmytych podstawowe cztery
operacje arytmetyczne dane sq wzorami

Hp=4s 04, = sup min{ﬂAl (x), Hy, (x,)} (40)

X)Xy eX,y=x1 Xy

tyy ()= sup  min{u, (x).u, (%)) (41)

Xp,Xy e)(,y:x1 X
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Hp=p0 4, ((»n= sup min{qul (x,), Ha, (x,)} (42)

X ,x2eX,y:)cllx2

Hp-4 04, ()= sup min{ﬂAl (x), Hy, (x,)}- (43)

Xp5Xy eX,y=xl /x2

We wszystkich powyzszych przypadkach wynikiem dziatania rowniez jest licz-
ba rozmyta, ale niekoniecznie jest ona trapezowa liczba rozmyta. W przypadku
kiedy zarowno funkcja celu, jak i ograniczenia sa sformutowane za pomoca
liczb rozmytych mozemy wykorzysta¢ metod¢ Rozmytego Programowania Li-
niowego (FLP) danego wzorem:

¢+ X —> min (44)
A-x<b (45)
x>0, (46)

gdzie E,Z,l; sa odpowiednio wektorem rozmytych wspotczynnikéw funkcji
celu, macierza rozmytych wspotczynnikéw ograniczen oraz wektorami liczb
rozmytych.

Twierdzenie 1. Niech ¢ ,,a;sq liczbami rozmytymi. Zbiory rozmyte
CX +...+C,x, i ax +...+d x, zdefiniowane za pomocq reguly rozszrzania

ponownie sq liczbami rozmytymi.

Szczegotowe informacje na temat rozwiazywania problemoéw rozmytego pro-
gramowania liniowego mozna znalez¢é w: [Buckey et al. 2002; Jamison i Lo-
dwick 2001; Ramik 2006].

4. Trzeci model matematyczny — rozmyty naklad pracy
I rozmyte bufory

W tej sekcji zostanie przedstawiony trzeci model dla projektu rozwazanego
powyzej. Podobnie jak w poprzednich dwdoch modelach, zaktadamy, ze dana jest
macierz czynnikow X , macierz kosztow K , wektor minimalnego naktadu pra-
cy W™, wektor R opisujacy ograniczenia dostepnosci zasobow oraz macierz



Dwukryterialny rozmyty model fancucha krytycznego w projekcie... 21

naktadéw pracy T opisujaca naklad pracy zasobow w kolejnych zadaniach —
por. (1)-(3), (5),(6). Na podstawie macierzy X,T,K obliczamy koszt i czas
trwania kazdego zadania, korzystajac ze wzorow (7) oraz (8), a nastgpnie korzy-
stajac ze wzorow (9) oraz (10) obliczamy catkowity koszt i czas trwania projek-
tu. Podobnie jak w poprzednim modelu minimalizujemy catkowity koszt projek-
tu. Zauwazmy, ze jesli funkcje fik oraz fit sa liniowe, to wowczas ten problem

optymalizacyjny moze by¢ rozwiazany za pomoca metod programowania linio-
wego (LP). Ze zbioru alternatywnych rozwiazan optymalnych wybieramy te, dla
ktorego catkowity czas trwania projektu jest najmniejszy. Podobnie jak w dru-
gim modelu naklad pracy dla zadania X, moze by¢ obliczony za pomoca wzoru

(29). Stad calkowity naktad pracy w projekcie dany jest wzorem (30). W celu
wyznaczenia wartosci ukrytego bufora W® musimy w pierwszej kolejnosci
oszacowac najbardziej prawdopodobny naklad pracy. W pewnych przypadkach
oszacowanie nakladu pracy dla zadania X, moze okazac¢ si¢ trudne, a przypisa-
nie warto$ci deterministycznej wrgcz niemozliwe. W zwiazku z tym w celu roz-
wiazania takiego problemu wprowadzamy trapezowe liczby rozmyte opisane we
wzorze (38). Dla oszacowan bezpiecznych warto$¢ nakiadu pracy dla zadania X;
dana jest liczba rzeczywista. Przed przystapieniem do szacowania uzasadnionej
wartos$ci nakladu pracy dla zadania X, musimy zapisa¢ t¢ liczbg rzeczywista za
pomoca liczby rozmytej bliskiej liczbie rzeczywistej — zgodnie z definicja 7 i wzo-
rem (39). Naktad pracy moze by¢ wowczas zapisany za pomoca wzoru:

e B
+

l
l

A

-

(47)

e
gdzie W, jest liczba rozmyta bliska liczbie rzeczywistej w,, w jest liczba roz-

myta opisujaca uzasanione oszacowanie naktadu pracy dla zadania X oraz W®
jest ukrytym buforem naktadu pracy dla zadania X; . Stad calkowity naktad pra-

cy w projekcie mozemy zapisa¢ jako:

We :We+WB , (48)

~

gdzie W® jest uzasadnionym naktadem pracy w projekcie, natomiast W® jest
ukrytym buforem naktadu pracy.
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Na podstawie powyzszych zalozen minimalizujemy catkowity koszt projek-
tu. Jezeli funkcje fik oraz fit sa funkcjami liniowymi, to w celu rozwiazania

powyzszego zadania optymalizacyjnego mozemy wykorzysta¢ metodg¢ rozmyte-
go programowania liniowego FLP. Ze zbioru alternatywnych rozwiazan dopusz-
czalnych wybieramy to, dla ktérego catkowity czas trwania projektu jest naj-
mniejszy. Bardzo mato prawdopodobnym wydaje si¢ jednoczesne wystapienie
wszystkich niekorzystnych zdarzen podczas realizacji projektu, dlatego mozemy
zredukowa¢ bufor naktadu pracy zgodnie z nastgpujacym wzorem:

WP =[a,,...,a, W, (49)

gdzie a €[0,1] dla i e {l,...,n} sa wspolczynnikami redukujacymi wielko$¢

naktadu pracy dla zadan X,...,X,. Wielkos¢ bufora W® jest ustalana przez

eksperta na podstawie dostgpnosci czynnikow macierzy X . Stad tez catkowity
naktad pracy w projekcie jest dany wzorem:

~

WP =We+W". (50)

Przeszacowanie nakladow pracy prowadzi do przeszacowania spodziewanych
kosztow i czasow realizacji zadan w projekcie, a w konsekwencji kosztu i czasu
trwania catego projektu. Zmienit si¢ naktad pracy, dlatego zmienia si¢ rowniez
czas trwania i koszt projektu. Stad mozemy wyznaczy¢ catkowity koszt i czas
trwania projektu w sposob nastepujacy:

K.=K*+K? (51)

T =T°+T°®, (52)

gdzie K® T® jest odpowiednio uzasadnionym kosztem i czasem trwania projek-

tu, natomiast K® T® odpowiednio buforami kosztu i czasu trwania projektu.

Ponadto T® oraz T® sa liczbami rozmytymi.
Podobnie jak w pierwszym modelu czgs¢ zaoszczgdzonych srodkow moze
zostaé przeznaczona na utworzenie funduszu premiowego B i podzielona po-
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miedzy zasoby biorace udziat w projekcie. Wektor istotno$ci zadan S jest dany
wzorem (26). Udziat zasobu j jest obliczany zgodnie ze wzorem (27). Przykta-

dowo, podobnie jak w poprzednim modelu do podziatu funduszu premiowego
mozemy wykorzysta¢ funkcje (28).

Podsumowanie

Zdaniem autorow, dla potrzeb optymalizacji harmonogramu i budzetu pro-
jektu mozliwe jest wyodrgbnienie indywidualnych buforow bezpieczenstwa —
naddatkow ukrytych w oszacowaniach czasu podawanych przez przysztych (po-
tencjalnych) wykonawcow zadan w projekcie i zastapienie ich jednym buforem
dla catego projektu. Wyniki wczesniejszych prac wskazuja, ze mechanizm wy-
dzielania buforow jest przydatny réwniez w przypadku konstruowania budzetu
projektu. Pozwala nam to zatozy¢, ze rowniez w przypadku gdy przeszacowanie
dotyczy nie tyle wyceny zadania, co oszacowania niezbgdnej do wykonania
w jego zakresie pracy mechanizm ten wlasciwie spelni swoja rolg. Zaprezentowa-
ne w pracy rozwazania teoretyczne sa zgodne z zaproponowanym przez Blaszczyka
i Nowaka [2008] mechanizmem wymiarowania bufora nakladu kosztéw oraz
rozdziatlu ewentualnych kosztéw i korzy$ci. W pracy przedstawiono rdéwniez
rozszerzenie wczesniejszych modeli o element macierzy wpltywow opisujacy
mozliwy wptyw planowanych zasobow na poszczeg6lne elementy czaso- i kosz-
totworcze. Wprowadzenie rozmytych miar pozwolito z kolei na poprawe wiary-
godnosci oszacowan wymaganych naktadow pracy. Nalezy jednak podkreslic,
ze zaprezentowana procedura ma charakter czysto teoretyczny i nie jest mozliwe
jej pelne zweryfikowanie, szczegdlnie w aspekcie behawioralnym, bez przepro-
wadzenia badan empirycznych w warunkach, jakie zachodza w pracach nad
rzeczywistymi projektami. Zamierzeniem autoréw jest kontynuacja badan nad
przedstawionym problemem, ze szczegdlnym zatozeniem koniecznosci tejze
weryfikacji.
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THE BI-CRITERIAL FUZZY PROJECT CRITICAL CHAIN MODEL
- THEORETICAL PRINCIPLES

Summary

The aim of this research work was to develop an optimization model for the pro-
blem of time-cost trade-off, taking into account the impact of the planned tasks or activi-
ties of contractors on the project. As a methodological basis for the proposed model the
concept of critical chain E. Goldratt, which introduces the behavioral aspect of estima-
ting the time steps in the project, but does not indicate the specific methods of quantifi-
cation estimations. The presented model assumes the possibility of quantifying the wor-
kload of the project components in a set of fuzzy numbers and the ability to extract from
these estimates reasonable and acceptable level of risk of non-compliance and security
allowances, administered only to increase the safety assessment. The mechanism opera-
tes on optimization of decision variables representing the amount of work assigned to
each resource in order to minimize the criterion function summarizing the direct costs of
the activities in the project the costs of acceleration (or delays).
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ZASADY TEORII PERSPEKTYWY W OCENIE
DECYZJI INWESTOROW NA RYNKU GIELDOWYM

Wprowadzenie

Zarowno teoria perspektywy, jak i jej rozszerzenie w postaci kumulacyjne;j
teorii perspektywy maja na celu wyjasnienie sposobu postrzegania i oceniania
przez decydentow ryzykownych decyzji. Dzigki nim mozliwe jest wyjasnienie
niezgodnosci (paradoksow) pomigdzy obserwowanymi zachowaniami decydentow
a aksjomatyka teorii oczekiwanej uzytecznosci. Prace D. Kahnemana i A. Tver-
sky’ego dotyczace zasad teorii perspektywy [Kahneman i Tversky 1979] i kumu-
lacyjnej teorii perspektywy [Tversky i Kahneman 1992] zainspirowaly wielu
naukowcéw do prowadzenia badan w réznych kierunkach. Gtéwne zagadnienia,
jakimi zajmowali si¢ badacze to:

— metody wyznaczania funkcji wartosci [np. Abdellaoui 2000; Abdellaoui et al.
2008; Abdellaoui et al. 2005; Donkers et al. 2001; Fennema i van Assen 1998],

— analiza wlasnos$ci funkcji wazenia prawdopodobienstw [np. Gonzalez i Wu
1999; Prelec 1998; Wu i Gonzalez 1996],

— awersja do ryzyka i awersja do strat [np. Brooks i Zank 2005; Daries i Satchell
2007; Kobberling 1 Wakker 2005; Levy i Wiener 2002; Schmidt i Zank 2005],

— punkt referencyjny [np. Bleichrodt 2007; Kopanska-Brodka i Dudzinska-
-Baryta 2008, 2009; Schmidt 2003],

— badania ankietowe stuzace analizie zachowan decydentow [np. Booij et al.
2010; Maditinos et al. 2007; Massa i Simonov 2005],

— zastosowania w wybranych obszarach decyzyjnych [np. De Giorgi i Hens
2006; Decay i Zielonka 2008; Schwartz et al. 2008].

Wigkszos$¢ tych prac dotyczy teoretycznych aspektow kumulacyjnej teorii
perspektywy. W pozycjach literaturowych zwiazanych z wykorzystaniem tej
teorii na rynku finansowym dokonuje si¢ natomiast estymacji funkcji wartosci
i funkcji wazenia prawdopodobienstw na podstawie obserwowanych wyboréw
inwestoréw, bada si¢ wplyw wspotczynnika awersji na podejmowane decyzje
inwestycyjne, czy tez stara si¢ wytlumaczy¢ zagadkowe zjawiska obserwowane
na rynku finansowym.
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Celem pracy jest pokazanie mozliwo$ci wykorzystania zasad teorii perspek-
tywy do oceny i wyboru decyzji na rynku gietdowym. W pierwszej czesci przed-
stawiono pokrotce gtowne zatozenia kumulacyjnej teorii perspektywy, nastgpnie
dokonano przegladu literatury pod katem wybranych aspektow stosowania tej
teorii w decyzjach inwestycyjnych. Na koniec przedstawiono propozycj¢ oceny
akcji 1 ich portfeli na gruncie kumulacyjnej teorii perspektywy.

1. Kumulacyjna teoria perspektywy

1.1. Ocena wariantu decyzyjnego

Wedtug D. Kahnemana i A. Tversky’ego [1979] ocena losowego wariantu
decyzyjnego jest poprzedzona faza edycji. W fazie tej decydenci koduja wyniki
jako zyski i straty w stosunku do pewnego punktu referencyjnego, ktérym moze
by¢ np. aktualny lub pozadany stan posiadania. Ponadto, prawdopodobienstwa
odpowiadajace tym samym wynikom sa agregowane. Decydenci, porownujac
dwa warianty, eliminuja takze elementy o tej samej wartosci 1 tym samym praw-
dopodobienstwie, a wybdr jednego z nich zalezy od innych elementéw wariantu.
W wyniku przeksztatcen i uproszczen w fazie edycji otrzymujemy losowy wa-
riant decyzyjny, zwany rowniez loteria, ktorego wynikiem jest x; z prawdopo-
dobienstwem py, x, z prawdopodobienstwem p,, ..., x, z prawdopodobienstwem
pn. Jest on zapisywany w nastgpujacej postaci:

L=((x;,p )5, o es(x,0 ) (1)

b

przy czym prawdopodobienstwa sumuja si¢ do 1. Ponadto, zaktada si¢, ze wyni-
ki sq uszeregowane rosnaco, a element o numerze k jest pierwszym elementem
nieujemnym.

W fazie oceny dla kazdego wariantu jest obliczana jego ocena, ktora zalezy
od dwoch funkcji: funkcji warto$ci v(x) oraz funkcji wazenia prawdopodo-
bienstw g(p). Wartos¢ funkcji v(x) stanowi subiektywna ocen¢ wyniku X,
czyli zysku lub straty w stosunku do przyjetego punktu referencyjnego. Funkcja
g( p) przewartosciowuje z kolei prawdopodobienstwa p. W kumulacyjnej
teorii perspektywy sa przewartosciowywane skumulowane prawdopodobien-
stwa, zamiast przewartosciowywania obiektywnych prawdopodobienstw.
W teorii tej uwzgledniono takze mozliwo$¢ roznego sposobu oceniania zyskow i
strat przez decydentow. W przeciwienstwie do pierwotnej teorii perspektywy, jej
wersja kumulacyjna pozwala na oceng wariantow bardziej ztozonych, zawieraja-
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cych wigcej niz dwa mozliwe wyniki, a preferencje sa zgodne z wyborami dokona-
nymi na gruncie zasad dominacji stochastycznych [Tversky i Kahneman 1992].

Wartos¢ losowego wariantu decyzyjnego w kumulacyjnej teorii perspekty-
wy, oznaczana CPT , zostala zdefiniowana przez A. Tversky’ego i D. Kahne-
mana [1992] w nastgpujacy sposob:

CPT(x,p)=CPT*(x,p)+CPT (x,p), )

gdzie:

i=k j=i+l

CPT  (x,p) = v(x, Je(p,)+ T o(x, )[g(; p’)_ g[gpj H '

i=2

CPT (x.p) = v(x,Ja(p, )+ So(x {g[zpj {0 ﬂ

Sposrdéd dwoch wariantdw decyzyjnych jest preferowany ten, dla ktorego
obliczona ocena CPT jest wyzsza.

1.2. Funkcja wartosci

Funkcja wartosci jest definiowana dla zmian (zyskow i strat) w stosunku do
punktu referencyjnego. Wtasnosci tej funkcji odzwierciedlaja naturalne postrze-
ganie wartosci. Wraz ze wzrostem zyskéw decydenci odczuwaja co prawda co-
raz wigksza wartos¢, ale przyrosty tej wartos$ci sa coraz mniejsze. Podobne jest
w przypadku strat. Zjawiska te sa modelowane przez wypuklos¢ funkcji wartosci.
W dziedzinie zyskow funkcja ta jest wklgsta (v"(x) < Odla x > 0), a w dziedzinie

strat jest wypukla ( v"(x) > 0dla x<0), czyli krancowe przyrosty tej funkcji

zmniejszaja si¢ wraz ze wzrostem zysku lub straty.

Funkcja warto$ci odzwierciedla takze odmienne odczuwanie zyskow i strat.
Z reguly decydenci bardziej odczuwaja negatywne skutki straty niz przyjemnos¢
z zysku o tej samej wartosci. Funkcja wartosci charakteryzujaca takie zachowanie
ma wigkszy wspotczynnik nachylenia (jest bardziej stroma) dla strat niz dla zyskow.

Funkcja wartosci posiadajaca przedstawione wtasnosci jest typu ,,S”. Postaé
analityczna tej funkcji wraz z oszacowaniami odpowiednich parametréow jest
dobierana na podstawie preferencji decydentdéw ujawnionych w eksperymen-
tach. W pracy Tversky’ego i Kahnemana [1992] zostata zaproponowana dwu-
czgsciowa funkcja potggowa postaci:
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(W=1"" x=0 (3)
V\X )= .
—M-x), x<0

Autorzy oszacowali parametry o, B i A dla kazdego uczestnika eksperymen-
tu, a mediany tych wartosci przyjeto jako oszacowania parametrow dla wszystkich
uczestnikow badania. Parametry o i B wyniosty 0,88, natomiast parametr A wy-
niost 2,25. Wartoéci parametrow o i 3 wskazuja na malejaca wrazliwo$¢ oceny na
wzrost poziomu zysku lub straty, natomiast warto$¢ parametru A > 1 wskazuje na
awersje do strat. Inne oszacowania parametréw funkcji warto$ci na podstawie prze-

prowadzanych eksperymentéw mozna znalez¢ np. w pracach Abdellaouiego [2000],
Abdellaouiego et al. [2005], Donkersa et al. [2001].

1.3. Funkcja wazenia prawdopodobiefstw

Badania prowadzone przez D. Kahnemana i A. Tversky’ego ujawnity takze,
ze decydenci przewartosciowuja prawdopodobienstwa zdarzen mato prawdopo-
dobnych, za$ niedowartosciowuja prawdopodobienstwa zdarzen Srednio i wyso-
ce prawdopodobnych. Funkcja wazenia prawdopodobienstw g(p) modelujaca
takie zachowania ma ksztalt odwroconego ,,S”. Jest ona funkcja rosnaca wzgle-
dem prawdopodobiefistwa p oraz g(O) =0i g(l) =1. Niemozliwe wyniki sa
zatem pomijane, a skala jest normalizowana, w ten sposob, ze g( p) jest stosun-
kiem wagi prawdopodobienstwa p do wagi zdarzenia pewnego.

W literaturze o wiele czgsciej niz posta¢ funkcji wartosci, jest badana anali-
tyczna postaé funkcji wazenia prawdopodobienstw g( p). I. Currim i R. Sarin roz-

wazajq cztery postacie funkcji wazenia prawdopodobienstw [Currim i Sarin 1989]:

1
a+bp+cp i 4)

A. Tversky 1 D. Kahneman [1992] proponuja funkcje postaci:

_ p
' +(-p)]

g(p) R (5)
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przy czym oszacowane warto$ci parametru y sg rézne w zaleznosci od tego, czy
prawdopodobienstwo dotyczyto zyskow czy strat. Dla zyskow warto$¢ parame-
tru y wyniosi 0,61, a w przypadku strat y = 0,69 .

D. Prelec [1998] rozwaza wlasnosci roznych funkcji wazenia prawdopodo-
bienstw. Stwierdza, ze empiryczne badania funkcji wazenia prawdopodobienstw
wskazuja, ze jest ona regresywna (dla matych p zachodzi g( p)> p,adla

duzych p mamy g(p)< P ), jest najpierw wklesta, a pozniej wypukla oraz
asymetryczna (punkt przegigcia g(p)= p dla p wynoszacego okolo 1/3).
Takze G. Wu i R. Gonzalez w swoich pracach [Gonzalez 1 Wu 1999; Wu i Gon-

zalez 1996] analizuja wtasno$ci wybranych funkcji wazenia prawdopodobienstw
oraz wpltyw oszacowan parametrow na ich ksztalt.

2. Teoria perspektywy w finansach - przeglad wybranych
pozycji literaturowych

W artykutach poswigconych zastosowaniom kumulacyjnej teorii perspek-
tywy w finansach rozwaza si¢ rdézne aspekty inwestowania na rynku finanso-
wym, takie jak np.:

— wartosciowanie zyskow i strat,

— awersja do strat,

— wybor optymalnej strategii inwestycyjnej,
— motywacje inwestorow,

— efekty kalendarzowe.

2.1. Krytyka koncepcji kumulacyjnej teorii perspektywy i jej potwierdzenie
w badaniach rynku finansowego

Wsrod wielu prac dotyczacych teorii podejmowania decyzji mozna znalez¢
takie, ktore zawieraja krytyke teorii perspektywy czy tez jej wersji kumulacyj-
nej. M. Levy i H. Levy [2002] zarzucaja tworcom teorii perspektywy wykorzy-
stanie w eksperymentach laboratoryjnych wariantow decyzyjnych zawierajacych
albo same zyski, albo same straty. Sa to hipotetyczne sytuacje, z ktorymi decy-
denci nie spotykaja si¢ w rzeczywistych sytuacjach wyboru na rynku finanso-
wym. Stwierdzaja, ze S-ksztaltna funkcja wartosci nie znajduje potwierdzenia
w eksperymentach wykorzystujacych warianty decyzyjne o mieszanych wyni-
kach. Wedlug nich o wiele lepiej decyzje uczestnikdw eksperymentu charakte-
ryzuje funkcja uzytecznosci Markowitza, ktora ma ksztatt odwroconego S.

Innemu badaczowi M. Nwogugu krytyka zasad teorii perspektywy postuzy-
fa do zaproponowania innej teorii analizy ztozonych decyzji o nazwie ,belief
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systems” [Nwogugu 2005]. Mozna powiedzie¢, ze M. Nwogugu krytykuje
wszystko zwiazane z teoria perspektywy i podobnymi podejSciami. Zarzuca
miedzy innymi wykorzystanie w eksperymentach niewtasciwej grupy uczestni-
kéw (wybranej, a nie losowej), czy tez przedstawienie nierealnych wariantow
decyzyjnych. Stwierdza, ze teorie takie nie nadaja si¢ do opisu rzeczywistych
sytuacji decyzyjnych, poniewaz nie modeluja decyzji grupowych, wyboréw
niezwiazanych z wynikami pienieznymi, nie uwzgledniaja innych (niepienigz-
nych) zrédet ryzyka.

Sa jednakze tez prace, ktore potwierdzaja fakt, ze kumulacyjna teoria per-
spektywy jest wlasciwym narze¢dziem opisu decyzji podejmowanych przez in-
westorow.

Praktyczne aspekty kumulacyjnej teorii perspektywy na rynku finansowym
badali G. Gurevich, D. Kliger i O. Levy [2009]. Wykorzystali oni dane o noto-
waniach opcji na rynku amerykanskim, ktore zawieraja informacje o preferen-
cjach inwestorow, do estymacji parametrow funkcji wartosci i funkcji wazenia
prawdopodobienstw. Otrzymane rezultaty potwierdzaja gléwne zatozenia kumu-
lacyjnej teorii perspektywy, cho¢ oszacowane funkcje v(x) i g( p) sa bardziej

zblizone do liniowych niz te otrzymywane w eksperymentach laboratoryjnych,
a takze zauwazono mniejsza awersj¢ do strat.

2.2. Funkcje wartosci w ocenie decyzji inwestycyjnych

W pracy objetej projektem NCCR-Finrisk ,,Behavioural and Evolutionary
Finance” E. De Giorgi i T. Hens [2006] zastanawiaja si¢ nad zasadno$cia stoso-
wania zasad kumulacyjnej teorii perspektywy na rynku finansowym i twierdza,
ze funkcja wartosci zaproponowana przez D. Kahnemana i A. Tversky’ego nie
powinna by¢ uzywana do wyboru portfela inwestycyjnego. Wnioskuja oni, ze
funkcja ta powinna by¢ zastapiona przez funkcje wykladnicza o ujemnym wy-
ktadniku (ang. negative exponential function) postaci:

—ANe ™ +A" dlax>0
V(X)Z 5
e =N dlax <0

przy czym 0 <o <1 oraz A" i A~ sa dodatnie.
Uczestnicy projektu NCCR-Finrisk wykazali, ze gdy funkcja wartosci jest
postaci (6), to:
— dla loterii o skonczonej wartosci oczekiwanej nie wystgpuje paradoks Ber-
noulli’ego,
— nie wystepuje efekt dzwigni,
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— dla dowolnego zbioru inwestorow, ktorych decyzje mozna opisa¢ zasadami
kumulacyjnej teorii perspektywy, istnieje rtownowaga CAPM,

— jest mozliwe jednoczesne wyjasnienie nastgpujacych fenomenow: zagadki
wysokiej premii za ryzyko (ang. equity premium puzzle), zagadki wartosci
(ang. value premium puzzle) i zagadki rozmiaru (ang. size premium puzzle) —
[De Giorgi i Hens 2006].

Funkcja (6) jest ograniczona od goéry przez A", a od dotu przez — A\, za-
tem wysokie odchylenia od punktu referencyjnego sa oceniane odmiennie niz za
pomoca funkcji potegowej Kahnemana-Tversky’ego. Rysunek 1 przedstawia
funkcje wyktadnicza (6) na tle funkcji potggowej Kahnemana-Tversky’ego.

R. Dudzinska-Baryta i D. Kopanska-Brodka [2008] proponuja z kolei wy-
korzystanie do oceny zmian stop zysku akcji kwadratowej funkcji wartosci:

—x?+2x dlax>0
v(x)= { (7)

2,25x +4,5x dlax<0
Funkcja ta dla dodatnich stép zysku ma takie same wlasnos$ci jak funkcja

uzytecznosci w koncepcji H. Markowitza oraz taki sam wspotczynnik awersji do
strat jak w podejsciu D. Kahnemana i A. Tversky’ego (rys. 2).

ET R

Rys. 1. Wykfadnicza funkcja warto$ci (linia ciagta) dla A" =6,52, A =14,7 i oo =0,2) oraz
funkcja warto$ci Kahnemana-Tversky’ego (linia przerywana)

Zrodto: [De Giorgi i Hens 2006].
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Rys. 2. Kwadratowa funkcja wartosci (linia ciagla) oraz funkcja wartosci Kahnemana-Tversky’ego
(linia przerywana)

Funkcja (7) zostata tak skonstruowana, aby dla ekstremalnych odchylen
stop zwrotu wartosci byly zgodne z tymi w oryginalnej funkcji Kahnemana-
-Tversky’ego zadanej wzorem (3). W zwiazku z tym dla x =—1 zachodzi
v(— 1) =-225,dla x=0 V(O) =0 oraz dla x =1 zachodzi v(l) =1. Funkcja
ta moze by¢ stosowana jedynie do oceny stop zysku zmieniajacych si¢ w prze-
dziale (-1, 1), gdyz poza tym przedziatem funkcja nie zachowuje podstawo-

wych zatozen dla funkcji wartosci na gruncie teorii perspektywy.

Przedstawione funkcje wartosci r6znig si¢ ocena zyskow i awersja do ryzyka.
Miara bezwzglednej awersji do ryzyka (ARA) dla funkcji Kahnemana-Tversky’ego
(3) wynosi:

(®)

W zwiazku z tym dla o <1 funkcja warto$ci Kahnemana-Tversky’ego od-
zwierciedla malejaca absolutng awersje do ryzyka (funkcja jest typu DARA —
ang. decreasing absolute risk aversion). Funkcja wykladnicza (6) zaproponowa-
na przez E. De Giorgiego i T. Hensa jest funkcja typu CARA (ang. constant
absolute risk aversion), poniewaz zachodzi:

ARA=q.. ©

Miara bezwzglednej awersji do ryzyka dla kwadratowej funkcji wartosci (7)
Wwynosi natomiast:
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2

ARA = ————
—2x+2

(10)

co oznacza rosnaca bezwzgledna awersje do ryzyka (funkcja jest typu IARA —
ang. increasing absolute risk aversion).

2.3. Wspotczynnik awers;ji do strat

Awersja do strat jest obserwowana w zachowaniach decydentéw, ktorzy sa
bardziej wrazliwi na straty niz na zyski o tej samej wartosci bezwzglednej. Za-
chowanie takie jest modelowane migdzy innymi przez funkcj¢ wartosci, ktora
jest bardziej stroma w dziedzinie strat niz w dziedzinie zyskow. Jak wykazuja
jednak U. Schmidt i H. Zank [2005] bardziej strome nachylenie funkcji warto$ci
w dziedzinie strat niz w dziedzinie zyskow nie jest ani warunkiem koniecznym,
ani wystarczajacym istnienia awersji do strat (A >1). Jest ona jednym z kompo-
nentdw modelujacych awersje do ryzyka, obok uzyteczno$ci pierwotnej oraz
wazenia prawdopodobienstw. Uwzglednienie awersji do strat umozliwia wythu-
maczenie obserwowanych zjawisk, takich jak: efektu posiadania (ang. endown-
ment effect), zagadki premii za ryzyko (ang. equity premium puzzle) czy tez
efektu dyspozycji (ang. disposition effect). Wspdlczynnik awersji do strat jest
roznie definiowany, np. V. Kdbberling i P. Wakker [2005] okreslaja go jako
stosunek lewostronnej i prawostronnej pochodnej funkcji wartosci w punkcie
referencyjnym.

W literaturze jest takze poruszany problem wptywu awersji do strat na po-
dejmowanie decyzji inwestycyjnych. A. Berkelaar, R. Kouwenberg i T. Post
[2004] analizuja optymalna strategi¢ inwestycyjna inwestora z awersja do strat.
Stwierdzaja, ze inwestor, ktorego preferencje sa zgodne z teoria perspektywy,
wraz ze wzrostem horyzontu inwestycji wigksza czes$¢ udziatow portfela prze-
znacza na inwestycj¢ ryzykowna, natomiast gdy horyzont inwestycji jest krotki
(mniej niz 5 lat), to inwestor z awersja do strat redukuje udziaty w akcje.

Ciekawa analize przedstawili N. Barberis, M. Huang i T. Santos [2001].
Analizuja oni ceny aktywow w sytuacji, gdy inwestor czerpie satysfakcje¢ nie
tylko z konsumpcji zyskow, ale takze ze zmian swojego poziomu bogactwa.
Stwierdzaja, ze stopien awersji do strat odnos$nie do zmian poziomu bogactwa
zalezy od wynikdéw inwestycji w przesztosci. Inwestor po osiagnigciu zysku
ujawnia mniejsza awersj¢ do strat, natomiast po do$wiadczeniu straty inwestor
staje sig bardziej ostrozny, a tym samym odczuwa wigksza awersje do strat.
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2.4. Wybor portfela na gruncie kumulacyjnej teorii perspektywy

Wiele prac zawiera propozycje modeli wyboru optymalnego portfela dla
inwestora podejmujacego decyzje na podstawie kumulacyjnej teorii perspekty-
wy. Ich autorzy dokonuja jednak pewnych bardzo upraszczajacych zatozen.
C. Bernard i M. Ghossoub [2010] rozpatruja inwestycj¢ jednookresowa, a dostgp-
ne aktywa to jedno pozbawione ryzyka i jedno obarczone ryzykiem. Autorzy co
prawda upraszczaja sytuacje decyzyjna, jednak dzieki temu jest mozliwa analiza
wlasnos$ci rozwiazan optymalnych. Autorzy pracy stwierdzili, ze udziaty portfela
sa funkcja uogdlnionej miary Omega rozkladu nadwyzki stopy zysku waloru ry-
zykownego ponad stopg zysku pozbawiona ryzyka. Ponadto, decyzje inwestorow
postepujacych zgodnie z kumulacyjna teoria perspektywy sa w duzym stopniu
zalezne od wspotczynnika skosnosci rozktadu nadwyzki stopy zysku.

Podobne uproszczenia stosuje E. Michalska [2011a], rozpatrujac portfel
dwusktadnikowy zlozony z akcji wybranej spotki oraz aktywow bezpiecznych.
Dla wskazanych scenariuszy zmian cen akcji autorka wyznacza optymalne
udziaty aktywow ryzykownych i bezpiecznych w portfelach, maksymalizujac
warto$¢ oceny CPT .

Ciekawa propozycje wykorzystania kumulacyjnej teorii perspektywy do
konstrukcji wielookresowej strategii inwestycyjnej stanowi model przedstawio-
ny przez E. Michalska [2011b] oparty na rozktadzie dwumianowym. W kazdym
okresie stopa zysku aktywu ryzykownego moze albo wzrosnaé, albo zmaleé
o ustalona wielko$¢, z zalozonym prawdopodobienstwem, natomiast strategia
optymalna jest rozwiazaniem zadania optymalizacyjnego, w ktorym jest mak-
symalizowana warto$¢ oceny CPT na koniec rozpatrywanego horyzontu cza-
sowego inwestycji.

2.5. Psychologiczne motywacje inwestorow i ich uzasadnienie

Krytycy stosowania teorii perspektywy w decyzjach inwestycyjnych utrzy-
muja, ze warianty decyzyjne analizowane przez Kahnemana i Tversky’ego nie
sa realnymi wyborami, przed ktorymi stoja inwestorzy. Badania prowadzone
wsrod profesjonalnych inwestorow dowodza jednak, ze ich zachowania sa bar-
dzo podobne do tych obserwowanych w eksperymentach laboratoryjnych.

Zasady teorii perspektywy znajduja zastosowanie w wyjasnieniu motywacji
inwestorow. Inwestorzy czgsto nie maksymalizuja swojej uzytecznosci, a ich
decyzji nie mozna uzasadni¢ na gruncie teorii oczekiwanej uzytecznosci. Czgsto
obserwowanym efektem jest efekt dyspozycji. Jest on réznie definiowany
w literaturze. H. Shefrin i M. Statman [1985] zaobserwowali, ze inwestorzy sa
sktonni do sprzedawania akcji zwyzkujacych (zwyciezcéw), a niechetnie sprze-
daja akcje, ktorych ceny spadaja (przegranych). T. Odean [1998] okresla ten
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efekt jako tendencje do trzymania przegranych zbyt dtugo i sprzedawania zwy-
cigzcow zbyt szybko. W definicji tej dodatkowego uscislenia wymagaja pojgcia
,»Zbyt dlugo” i ,,zbyt szybko”. R. Dacey i P. Zielonka [2008] powiazali te pojgcia
z ocena ryzyka wystapienia zysku lub straty przez inwestorow, ktorych dziatania
opisuje teoria perspektywy, w poréwnaniu z ocena na gruncie teorii oczekiwanej
uzyteczno$ci. Wyznaczyli oni krytyczne wartosci prawdopodobienstwa, przy
ktorym dochodzi do sprzedazy akcji po wcze$niejszym wzroScie ceny, oraz
prawdopodobienstwa, przy ktorym dochodzi do kontynuowania inwestycji po
wczesniejszym spadku ceny [Zielonka 2006, s. 126-127].

Inna zadziwiajaca prawidtowoscia obserwowana na rynku kapitatlowym jest
niezwykle wysoka premia za ryzyko (ang. equity premium puzzle) — stopy zwro-
tu akcji znaczaco przewyzszaja stopy zwrotu obligacji czy bonow skarbowych.
S. Benartzi i R. Thaler [1995] zaproponowali wyjasnienie tego zjawiska na
gruncie behawioralnym na podstawie koncepcji awersji do strat i ksiggowania
mentalnego. Stwierdzili oni, ze awersja do strat w polaczeniu z nadmierna czg-
stotliwoscia oceny stop zwrotu portfela, nazwana przez nich krotkowzroczna
awersja do strat (ang. myopic loss aversion), stanowi wytlumaczenie dla nad-
miernie wysokiej premii za ryzyko. Zjawisko to jest nie tylko charakterystyczne
dla inwestorow indywidualnych, ale takze dla inwestoréw instytucjonalnych. Co
prawda instytucje inwestujace na gieldzie maja bardzo dlugi horyzont funkcjo-
nowania i inwestowania, ale pracuja w nich menedzerowie finansowi, ktorych
system raportowania, oceny i wynagradzania jest zwigzany z okresami roczny-
mi. Podane przez S. Benartziego i R. Thalera wytlumaczenie zagadki wysokiej
premii za ryzyko jest ciekawe, jednak jak stwierdza A. Cieslak: ,,Model w petni
satysfakcjonujacy powinien dodatkowo uwzglednia¢ dziatanie innych czynni-
kéw, np. czasu i konsumpcji” [Cieslak 2003, s. 101].

2.6. Behawioralne uzasadnienie anomalii kalendarzowych

Zachowania inwestoréw cze¢sto skutkuja wystgpowaniem pewnych anoma-
lii na rynku gieldowym. Badacze staraja si¢ wyjasni¢ wystepowanie tych anoma-
lii na gruncie finanséw behawioralnych. Do najcze¢sciej badanych anomalii nale-
za efekty zwiazane z kalendarzem: efekt miesiaca w roku, efekt przetomu
miesiaca, efekt tygodnia w miesiacu czy efekt dnia tygodnia. Anomalie kalenda-
rzowe na rynku kapitatlowym sa od lat przedmiotem wielu badan. Ich pojawianie
si¢ udokumentowali po raz pierwszy M. Rozeff i W. Kinney [1976], ktorzy wy-
kazali, ze $rednia stopa zwrotu akcji notowanych na Gietdzie Papieréw Warto-
sciowych w Nowym Jorku w latach 1904-1974 byla przecigtnie znacznie wyzsza
w styczniu anizeli $rednie stopy zwrotu w innych miesiacach. Jednym
z powszechniejszych wyjasnien efektu stycznia jest hipoteza o wyprzedazy
w grudniu ze wzgledéow podatkowych (wykazane straty pomniejszaja dochod
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podlegajacy opodatkowaniu) akcji przynoszacych straty. Powstajaca w ten spo-
sob presja sprzedazy narasta na koniec roku i wywotuje spadek cen papieréw
wartosciowych. Po czym w styczniu nastgpnego roku presja sprzedazy znika
i inwestorzy kupuja akcje niedowarto$ciowane, co wywoluje silny wzrost cen
akcji (efekt stycznia).

Efekt miesiaca jest obserwowany nie tylko na rynkach wysoko rozwinig-
tych, takich jak np. rynek amerykanski, ale rowniez na rynkach wschodzacych.
Wystepowanie tego efektu probuje si¢ powiaza¢ z innym efektem — dyspozycji.
Wyzsza stopa zwrotu w danym miesiacu jest wynikiem ujemnej stopy zwrotu
W miesiacu poprzedzajacym. Mozna to wyjasni¢ na gruncie teorii finansow be-
hawioralnych. W obliczu strat inwestor jest sktonny do podejmowania ryzyka,
co z kolei skutkuje tendencja do zbyt dlugiego przetrzymywania akcji spadkowych.
Zmniejsza to presj¢ sprzedazy. Kiedy akcje zaczynaja by¢ niedowartosciowane
popyt wzrasta, co przyczynia si¢ do wzrostu cen w nastgpnym miesiacu.

Uzasadnieniem efektu miesiaca na rynku polskim zajmowaly si¢ R. Du-
dzinska-Baryta i E. Michalska [2010]. Na podstawie otrzymanych wynikoéw
stwierdzily, ze efekt kwietnia i efekt grudnia obserwowany na polskim rynku
papieréow wartosciowych moze by¢ wyjasniony efektem dyspozycji jedynie
w przypadku, gdy anomalia pojawiaja si¢ po dwdch kolejnych miesiacach z ujem-
na $rednia stopa zwrotu.

3. Ocena portfela akcji na gruncie kumulacyjnej teorii perspektywy

W klasycznej analizie portfelowej do oceny papieru wartosciowego lub
portfela sa wykorzystywane charakterystyki stopy zysku — warto$¢ oczekiwana
i odchylenie standardowe. Wielko$ci te z reguly sa rozpatrywane w okresach
rocznych, miesi¢cznych, a najczesciej jednodniowych. Inwestor, oceniajac swoja
decyzje, o wiele czesciej zastanawia sig ile zarobil w stosunku do zainwestowanego
kapitatu, a w wyborze nowej inwestycji analizuje wykresy kurséw akcji. R. Dudzin-
ska-Baryta w swoich pracach [2010, 2011a] zaproponowata wykorzystanie wtasnie
notowan akcji do oceny inwestycji w akcje na gruncie kumulacyjnej teorii perspek-
tywy, a takze zwrocita uwage na problem porownywalnosci kursow akcji. Stwier-
dzita, ze nalezy analizowaé wykresy kurséw w pewien sposob ,,znormalizowane”,
czyli przeliczone na taka sama warto$¢, np. kapitalu poczatkowego.

W procedurze oceny portfela akcji zaproponowanej przez Autorke [2011b]
na podstawie danych historycznych jest tworzony szereg czasowy zmian warto-
$ci zadanego portfela w stosunku do kapitatu poczatkowego. Ocena CPT jest
wyznaczana przy zalozeniu, ze wszystkie zyski i straty w szeregu czasowym sa
jednakowo prawdopodobne.
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W pracy tej byly takze analizowane zaleznosci migdzy ocenami CPT port-
feli a charakterystykami stopy zysku — wartoscia $rednia i odchyleniem standar-
dowym. Portfele o maksymalnej ocenie CPT byly przewaznie niezdywersyfiko-
wane i mialy jednoczes$nie najwyzsze wartosci srednie stopy zysku. W przypadku
rozwazania ocen CPT i odchylen standardowych stop zysku zauwazono nato-
miast, ze uzyskanie wyzszej wartosci CPT jest zwiazane z jednoczesnym
wzrostem odchylenia standardowego. Jest to sytuacja bardzo podobna do kla-
sycznego wyboru portfela optymalnego ze zbioru portfeli efektywnych. Z tego
wzgledu autorka proponuje pewne modele wyboru portfela optymalnego oparte
na oceniec CPT . W jednym z nich jest optymalizowana wartos¢ CPT portfela,
przy ograniczeniu natozonym na odchylenie standardowe stopy zysku portfela.
W drugim modelu jest natomiast minimalizowane odchylenie standardowe stopy
zysku portfela, przy ocenie CPT portfela nie mniejszej niz pewien zalozony
poziom. Ze wzgledu na sposob obliczania oceny CPT uzyskanie rozwiazan za-
proponowanych zadan optymalizacyjnych moze sprawia¢ problemy natury tech-
nicznej i metodologiczne;.

Podsumowanie

Badania dotyczace finansowych aspektow kumulacyjnej teorii perspektywy
sa od lat przedmiotem zainteresowania badaczy. Celem pracy bylo dokonanie
przegladu zagadnien zwiazanych z koncepcja kumulacyjnej teorii perspektywy
1jej wykorzystaniem na rynku finansowym. Przedstawione prace poruszajg pro-
blemy zwiazane z funkcjami warto$ci w ocenie inwestycji na rynku finanso-
wym, wykorzystaniem koncepcji awersji do strat w wyborze optymalnej strate-
gii inwestycyjnej, konstrukcja modeli wyboru portfela optymalnego przy
pewnych upraszczajacych zalozeniach. Zaprezentowano takze obserwowane
w rzeczywistosci (czgsto zagadkowe) zachowania inwestorow, ktore znajduja
wytlumaczenie na gruncie kumulacyjnej teorii perspektywy.

Mozliwosci wykorzystania zasad kumulacyjnej teorii perspektywy w ocenie
oraz wyborze inwestycji i ich portfeli wydaja sig¢ nie w pelni zbadane. Istnieje
zapotrzebowanie na stworzenie narz¢dzi wyboru portfela optymalnego dla inwe-
stora, ktory nie zawsze postepuje racjonalnie maksymalizujac oczekiwang uzy-
teczno$¢. Narzedzie takie powinno by¢ rownie proste w zastosowaniu jak model
Markowitza, a jednoczes$nie umozliwia¢ wybor portfela zgodny z preferencjami
inwestora, oceniajacego mozliwosci inwestycyjne wzgledem pewnego punktu
referencyjnego, odczuwajacego awersjg do strat i przewarto§ciowujacego obiek-
tywne prawdopodobienstwa.
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EVALUATION OF STOCK MARKET DECISIONS BASED
ON CUMULATIVE PROSPECT THEORY

Summary

Both the prospect theory as well as the cumulative prospect theory are aimed at
explaining the way the decision-maker see and evaluate risky decisions. They allow for
the explanation of some inconsistency between observed decision-makers behaviours
and axioms of the expected utility theory. For years financial aspects of cumulative pro-
spect theory are the subject of many research studies.

The purpose of the paper is to review some issues connected with the cumulative
prospect theory and its application to financial market. Presented papers concern issues
related to the value functions, concept of loss aversion and the construction of portfolio
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selection models with some simplifying assumptions. In our paper we also present obse-
rved in real life, but often mysterious, behaviours of investors, who evaluate investment
choices relative to some reference point, feel loss aversion and revalue objective proba-
bilities.



Ewa Dziwok
Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach

MODELOWANIE PROCESU PODEJMOWANIA
DECYZJI PRZEZ RADE POLITYKI PIENIEZNEJ

Wprowadzenie

Rozwdj rynku finansowego niesie ze soba konieczno$¢ jego sterowania i nad-
zorowania poprzez bank centralny. Wigkszo$¢ panstw przyjeta, ze decyzje doty-
czace ustalania stop procentowych jest podejmowana nie jednoosobowo, lecz
przez organ kolegialny (radeg, komitet). Sposéb dokonywania wyboru sktadu
cztonkowskiego, a takze sama jego liczebnos¢, czas kadencji oraz przebieg pro-
cesu decyzyjnego rozni si¢ w zaleznosci od kraju i ma istotny wptyw na prze-
bieg oraz wyniki glosowania.

Problematyka ta jest w glownej mierze rozpatrywana ze wzgledu na role,
jaka odgrywa ona na rynkach finansowych. Umigjetno$é przewidywania decyzji
monetarnych ma istotne znaczenie zaréwno dla zarzadzajacych funduszami,
przedsigbiorstwami, jak i dla samych inwestorow indywidualnych. Wiedza na
temat mozliwych wynikéw glosowania jest niezwykle istotna dla inwestorow,
ktorzy zaktadajac a priori pewien scenariusz, dokonuja transakcji. W przypadku
poprawnych przewidywan kierunku i skali zmian polityki pieni¢znej, mozliwe
jest osiagnigcie ponadprzecigtnych zyskoéw. Bledne prognozy prowadza z kolei
do znaczacych strat.

Celem artykutu jest zbadanie, jaki wptyw na podejmowanie decyzji w za-
kresie ustalania oficjalnych stop procentowych w Polsce ma sktad Rady oraz
przyjete dziatania poprzedzajace sam proces decyzyjny.

Metodologia, jaka zostala wykorzystana w badaniu obejmuje prawa teorii
gier dotyczace zasad podejmowania decyzji w warunkach kolegialnych oraz
systemOow glosowan. Wyniki beda porownane do klasycznej metody opartej na
narzedziach statystycznych. Zakres badan obejmuje funkcjonowanie Rady Poli-
tyki Pienigznej w Polsce w latach 1998-2011.
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1. Sposob podejmowania decyzji w polityce pienieznej

Od lat 70. XX w. mozna zaobserwowac proces odchodzenia od jednooso-
bowej (indywidualnej) decyzji (najczesciej prezesa banku centralnego) na rzecz
metody grupowe;j (kolegialnej). Zjawisko to wynika z faktu, ze badania, gldwnie
z zakresu zachowan ludzkich (behawioralnych), dostarczyly wiedzy na temat
sposobu podejmowania decyzji w okreslonych warunkach. Okazalo si¢, ze ko-
nieczno$¢ indywidualnego podejmowania decyzji prowadzi do zachowawczos$ci
oraz konformizmu wynikajacego z obawy przed ocena otoczenia. Mozliwo§¢
kolegialnego podejmowania decyzji pozwala unikna¢ badz ztagodzi¢ poglady
skrajne poprzez system glosowania oparty na wigkszosci. System ten nie ma
jednak wptywu na jakos$¢ (wiedzg) osob wchodzacych w sklad rady.

Blinder wyréznit pie¢ podstawowych korzysci wynikajacych z natury za-
chowan grupowych:

— wymiana mysli, pogladoéw sprzyja lepszym decyzjom,

— odmienne do§wiadczenia cztonkéw grupy sprzyjaja jej efektywnosci,

— struktura grupy niweluje osobiste preferencje,

— struktura grupy zapobiega decyzjom skrajnym,

— polityka pienigzna tworzona przez grupg jest bardziej stabilna [Blinder 2008].

Sam proces podejmowania decyzji poprzez grupg (komitet) mozna zarowno
rozpatrywa¢ jako zbiorowisko niezaleznych jednostek (poszczegdlnych czton-
koéw rady), jak i traktowaé grupe jako catosc.

Groth i Wheeler [2008] wykazali, ze grupa ma sktonnos¢ do gradualizmu
(dokonuje wielu niewielkich zmian stop procentowych zamiast jednej wigkszej),
a takze wykazuje opdzniona reakcje w przypadku konieczno$ci zmiany trendu
(po obnizkach pdzno podejmuje decyzje o podwyzce). Ta ostatnia cecha wynika
z obawy przed posadzeniem o niekompetencje i sktania rade¢ do oczekiwania na
kolejne dane makroekonomiczne zanim zapadnie decyzja o zmianie oficjalnych
stop w kierunku przeciwnym do dotychczasowego.

Rozpatrujac komitet jako zbior poszczegoélnych jednostek, Blinder [2000]
dostrzegt, ze przynalezno$¢ do grupy prowadzi do polaryzacji przekonan jej
cztonkow, zmniejszajac badz eliminujac liczbe tych, ktorzy poczatkowo byli
uznawani za osoby o niesprecyzowanych pogladach. Meon [2006] wykazatl na-
tomiast, ze zmienno$¢ decyzyjna polityki pieni¢znej jest odwrotnie proporcjo-
nalna do liczebnosci samej rady (im mniejsza grupa, tym wigksza zmienno$¢
decyzyjna). W efekcie za optymalny rozmiar rady uznaje si¢ grupg 5-7 osob
(nieparzysta, w celu uzyskania prostej przewagi w czasie glosowania), sktadaja-
ca sig z 3-4 os6b zwiazanych z bankiem centralnym (insideréw) oraz 2-3 eksper-
tow (doradcow).
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Analizujac strukture polskiej Rady Polityki Pienig¢znej (gremium odpowie-
dzialne m.in. za ustalanie poziomu oficjalnych stop procentowych), mozna stwier-
dzi¢, ze o ile liczebnos$¢ polskiej Rady Polityki Pieni¢znej nie odbiega od standar-
déw, o tyle sam dobor cztonkéw moze uchodzi¢ za nietypowy. O ile w wigkszo$ci
krajow gros cztonkow komitetu pochodzi ze struktur samego banku centralnego,
o tyle w przypadku polskiej Rady proporcje uktadaja si¢ zgota odwrotnie. Grupa
podejmujaca decyzje jest ztozona z dziesigciu 0sob, przy czym dziewi¢¢ z nich
to eksperci zewnetrzni, wybrani przez Sejm, Senat oraz Prezydenta' i reprezen-
tujacy w ten sposob podziat spoteczno-polityczny kraju w okresie elekcji’.
W procesie decyzyjnym nie uczestnicza eksperci wewngtrzni banku, ktérzy
w przypadku innych krajow zwykle stanowia wigkszos¢. Biorac nawet pod uwa-
g¢ przewodniczacego Rady, ktorego stanowisko uznaje si¢ za wewngtrzne, spo-
sob jego wyboru nie sprzyja apolitycznosci i stabilnosci (w ciagu 14 lat funkcjo-
nowania Rady byto pigciu prezesow).

Okreslajac zatem charakter struktury Rady Polityki Pieni¢znej, mozna stwier-
dzi¢, ze polska polityke monetarng ksztaltuja eksperci zewnetrzni o uksztattowanych
pogladach. Podkreslenia wymaga jednocze$nie fakt, ze ich decyzja jest wspoma-
gana przez sztab ekonomistow stale zatrudnionych w strukturze Narodowego
Banku Polskiego.

Mozna zatem przyjacé, ze na polskim rynku istotng role¢ w procesie decyzyj-
nym beda odgrywac cechy charakterologiczne cztonkéw Rady, co begdzie miato
istotne przetozenie na mozliwos$ci wptywania na ich proces decyzyjny.

2. Przewodniczacy RPP oraz jego znaczenie w strukturze Rady

W przypadku polskiej Rady rola przewodniczacego jest szczeg6lna. Jako
jedyny przedstawiciel banku centralnego w strukturze jest jednoczesnie odpo-
wiedzialny za reprezentowanie calej polityki monetarnej. Bedac w zdecydowa-
nej mniejszosci w grupie przewaznie pracownikow nauki, kluczowa role odgry-
wa jego pozycja na tym wilasnie polu. Gerlach-Kristen [2008] potwierdza, ze
w kolegialnym sposobie podejmowania decyzji istotna rol¢ odgrywaja zdolnosci
personalne szefa banku centralnego, ktéorego cechy charakterologiczne moga
sprzyja¢ zbudowaniu silnej pozycji wewnatrz grupy. Miarg znaczenia przewod-
niczacego RPP (prezesa NBP) wewnatrz rady jest procentowy udziat decyz;ji,

Zgodnie z art. 227 ust. 2 Konstytucji Rzeczypospolitej Polskiej oraz art. 6 Ustawy o Narodo-
wym Banku Polskim, Rada Polityki Pienigznej jest organem NBP.

Brak mozliwosci ubiegania si¢ o reelekcjg, krotki okres dziatania w strukturze (6 lat) oraz §wia-
domo$¢ tymczasowosci stanowiska moze prowadzi¢ do konformizmu, ktéry bgdzie nasilat sig
wraz z uptywem kadencji.
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w ktorych prezes banku znalazt si¢ w wigkszo$ci podejmujacej decyzje (z punk-
tu widzenia teorii gier — obrat on strong gracza wygrywajacego). W czternasto-
letniej historii funkcjonowania RPP, poziom miary sukcesu prezesa banku cen-
tralnego przedstawia tabela 1, przy czym zostala takze uwzgledniona sytuacja,
w ktorej prezes miat glos decydujacy (gdy rozktad glosow byl rownomierny,
gtos decydujacy nalezat do przewodniczacego Rady).

Tabela 1
Procent decyzji, w ktorych Prezes NBP podjat decyzj¢ zgodna z decyzja wigkszosci
(wygrana)

Decyzja wigkszosci | Gtos decydujacy Przegtosowany
H. Gronkiewicz-Waltz 96% 0% 4%
L. Balcerowicz 70% 4% 26%
S. Skrzypek 75% 14% 11%
P. Wiesiotek 43% 14% 43%
M. Belka 91% 9% 0%

Zrodto: Na podstawie wynikow glosowan.

Wyniki pokazane w tabeli 1 wskazuja na fakt, ze H. Gronkiewicz-Waltz
w zdecydowanej liczbie przypadkow obrata strong wygrywajacego. Nalezy jed-
nak podkresli¢, ze byt to okres jedynie dwoch lat (luty 1998-grudzien 2000),
a doswiadczenie w bankowosci centralnej Owczesnej prezes byto znacznie wigk-
sze niz pozostalych czlonkow Rady. Latwiejsza byta droga do wypracowania
pozycji lidera grupy. L. Balcerowicz przewodniczyt dwém radom, przy czym
w pierwszych trzech latach (I rada) jego pozycja byla znacznie silniejsza niz
w trakcie kolejnych trzech (jego skutecznos$¢ spadta z 98% do 70% — sumarycz-
nie decyzja wigkszosci i gltos decydujacy).

Tabela 2

Procent decyzji, w ktorych Prezes NBP Leszek Balcerowicz podjat decyzje zgodna
z decyzja wickszosci (w zaleznosci od sktadu Rady)

L. Balcerowicz Decyzja wigkszosci | Glos decydujacy Przegtosowany
Rada I (1.2001- 11.2004) 82% 16% 2%
Rada II (I1.2004- XI1.2006) 66% 4% 30%

Zrodto: Na podstawie wynikow glosowan.

Do konca 2011 r. najlepsze wyniki osiagnal M. Belka, ktorego decyzje
zawsze znajdowaly si¢ po stronie wygranej. Zgodnie z modelem zachowan be-
hawioralnych moze to przyczyni¢ si¢ do umocnienia pozycji prezesa w Radzie
i sktonnosci pozostalych cztonkéw do ulegania jego opiniom.
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3. Miary sukcesu cztonkow Rady

Analizujac procentowy udzial gtosowan, w ktorych poszczegélni cztonko-
wie Rady znalezli si¢ w grupie przewazajacej, mozna rowniez zbada¢ skalg jed-
nomyslnosci kolejnych kadencji na przestrzeni czasu. W przypadku pierwszej
rady, ktora dziatata w latach 1998-2003, mozna mowic o silnej polaryzacji. De-
cyzje az trzech cztonkow oscyluja w granicach 50%. Przyczyn niezgodnos$ci
poszczegdlnych oséb z grupa nalezy szuka¢ w ich skrajnych pogladach, ktore
niezaleznie od obiegu informacji wewnatrz grupy, nie mialy wptywu na indywi-
dualng decyzje. Prowadzilo to czgsto, szczegélnie w momencie réwnowagi
w glosach, do decyzji (badz ich braku), ktére zaskakiwaty rynek, skutkujac niska
przejrzystoscia polityki w tym okresie.

W kolejnych latach sytuacja ulegata zmianie, przy czym to drugi zespot,
ktory podejmowal decyzje w latach 2004-2009 moze zosta¢ uznany za najbar-
dziej jednolity. Jednoczesnie jedynie w tym sktadzie mozna wskazaé osoby,
ktore w ponad 90% przypadkow znajdowaly si¢ w grupie przewazajacej podczas
podejmowania decyz;ji.

Tabela 3
Procent decyzji, w ktorych cztonkowie RPP podjeli decyzje zgodna
z decyzja wigkszosci (wygrana)

I RPP (1998-2003) IT RPP (2004-2009) III RPP (2010-2011)
Dabrowski 42% Czekaj 94% Bratkowski 70%
Grabowski 69% Filar 68% Chojna-Duch 80%
Jozefiak 69% Nieckarz 91% Gilowska 75%
Krzyzewski 73% Noga 73% Glapinski 75%
Laczkowski 73% Owsiak 96% Hausner 75%
Pruski 65% Pietrewicz 85% Kazmierczak 75%
Rosati 58% Stawinski 88% Rzonca 59%
Wojtowicz 63% | Wasilewska-Trenkner 71% Winiecki 73%
Zidtkowska 57% Wojtyna 78% Zielinska-Glgbocka 73%

Zrodto: Na podstawie wynikow glosowan.

Trzecia kadencja rady, jeszcze niezakonczona, nie pozwala na jednoznaczne
wskazanie cztonkow, ktorzy regularnie stoja po stronie wygrywajacej. W przypad-
ku tej grupy zdecydowanym liderem jest sam przewodniczacy Rady, ktory
w zdecydowanej wigkszosci opowiedzial si¢ po stronie decydujacej o kierunku
zmian polityki pienigzne;j.
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4. Model szacowania prawdopodobiefnstwa osadu cztonka Rady3

Zatozenia:

— model decyzyjny to proces Beyesa — gra strategiczna z niepelna informacja,

— czionkowie interpretuja uzyskane rekomendacje jako prywatny sygnal nie
zawsze skorelowany z faktycznym stanem, w ktorym znajduje si¢ gospodarka,

— obserwowane sa dwa stany gospodarki: stan a — wymagajacy zmiany polityki
(decyzji A), b — niewymagajacy zmiany (decyzji B),

— kazdy z cztonkéw Rady ma swoj indywidualny osad co do stanu gospodarki,
ktoérego prawdopodobiefnstwo wynosi ;,

P(di = Na) = P(di = B|b) =0
P(di = B|a) = P(di = A{b) =1-q;,

gdzie:
d = A{a — oznacza, ze i-ty cztonek rady podjat decyzje A przy wystapieniu

stanu @, przy czym racjonalny inwestor to taki, ktorego osad:
g =+, czyli prawdopodobienstwo podjecia prawidtowej decyzji
przekracza 50%.

Celem jest modelowane $redniego osadu cztonkéw rady qy (prawdopodo-

bienstwa podjecia poprawnej decyzji przez grupg ekspertow zewnetrznych, n = 9
glosow) przy okreslonym poziomie osadu prezesa NBP Qy ygpy (M= 2 glosy).

Kazdy z czlonkow rady maksymalizuje swoja uzytecznos$¢ poprzez chec podje-
cia optymalnej — z punktu widzenia stanu gospodarki — decyzji. Mozna wyrdznic
trzy mozliwe typy zachowan cztonkéw Rady pod wplywem przedstawionych
uwag na poczatku spotkania:

— zachowanie stadne — wszyscy glosuja zgodnie z sugestiami,

— tylko cztonkowie zwiazani z bankiem glosuja z sugestiami,

— kazdy z cztonkéw glosuje zgodnie z wlasnymi przekonaniami.

Sktad osobowy RPP jest nietypowy (przedstawiciel banku jest sam i posia-
da dwa glosy n = 2), dlatego mozna przyjac, ze kazdy z cztonkow glosuje zgod-
nie z wlasnymi przekonaniami. Wowczas prawdopodobienstwo wspolnej decy-
zji (jednomysInos$¢) jest mozliwe, gdy zachodzi relacja pomigdzy poziomem
osadu prezesa a poziomem osadu grupy objgta obszarem wyznaczonym na ry-
sunku 1. Jesli osad ekspertow zewnetrznych (przewazajacych liczebnie, m = 9)

> Na podstawie: [Berk i Bierut 2009].
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wynosi 65%, to aby podja¢ decyzje¢ zgodna wystarczy przekonanie przewodni-
czacego powyzej 70%. Aby zdominowa¢ Radg o poziomie osadu rownym 65% (by¢
wygranym), potrzeba co najmniej 90% pewnosci decyzyjnej przewodniczacego.

0,95 n=2m=9

0,854

0 55;(%6;’-_T:—LL-\’ ——
' q (NBP)
0:5 LI ! 1 T LI LI T 1 T 1 T T T

Rys. 1. Zalezno$¢ osadu grupy od poziomu osadu prezesa NBP

Zrédto: Na podstawie wynikow glosowan.

Okazuje si¢ jednocze$nie, ze najlepsze efekty decyzyjne mozna uzyskaé
woweczas, gdy prezes banku centralnego najpierw ustali swoja decyzj¢ w sprawie
stop, a nastgpnie bedzie ja prezentowal (np. w formie raportu analitycznego)
pozostatym cztonkom Rady.

Podsumowanie

Doswiadczenia ostatnich kilkudziesigciu lat wskazuja na konieczno$¢ kole-
gialnego sposobu podejmowania decyzji dotyczacych polityki monetarnej. Po-
zwala to unikna¢ zachowan skrajnych, ktére moga towarzyszy¢ zachowaniom
jednostki. Budowa polskiej Rady jest zdominowana przez ekspertow zewngtrz-
nych (9 ekspertow zewnetrznych), ktorzy przewazaja nad osobami bezposrednio
zwiazanymi z bankiem (Prezes NBP), dlatego istnieje wysokie prawdopodobien-
stwo podejmowania decyzji zgodnie z indywidualnym osadem grupy, a nie z 0sa-
dem banku centralnego.

Jednym z mozliwych rozwiazan jest zbadanie sity oddzialywania Prezesa
na grup¢ poprzez pomiar adekwatno$ci jego decyzji (procentowego udziatu
w wygranych glosowaniach). Przy tak duzej dysproporcji kluczem do sukcesu
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jest charyzmatyczny przewodniczacy Rady, ktoérego autorytet moze wptynaé na
przebieg gtosowania. Umiejetno$¢ wypracowywania czytelnych sygnatow moze
przekonac pozostatych czlonkéw Rady i ustali¢ w ten sposob kierunek prowa-
dzonej polityki monetarne;.
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MODELING OF MONETARY POLICY COMMITTEE BEHAVIOR CONCERNING
VOTING DECISIONS FOR OFFICIAL INTEREST RATES SETTING

Summary

Decision-making process made by committees are nowadays the most popular way
of interest rate setting. The committee size, length of tenure, and the organization of the
interest rate meeting could affect the voting behavior and influences the policy outcome.

This paper reviews different views about the role of expectations in monetary poli-
cy — how they are set up and how they evolve over time.

An important contribution of this paper is to show two different modeling approaches:
collective decision-making process based on game theory and classical statistical one.

The results are applied to the National Bank of Poland decision making process in
1998-2011.
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PROBLEM NARUSZANIA ZASAD
TEORII OCZEKIWANEJ UZYTECZNOSCI
NA PRZYKLADZIE PARADOKSU ALLAIS

Wprowadzenie

W teorii podejmowania decyzji wazna role¢ odgrywaja twierdzenia dotycza-
ce racjonalnego podejmowania decyzji, zgodnie z ktorymi ludzie kieruja si¢
zasada maksymalnej korzysci. Zasada ta jest zwigzana z maksymalizacjg ocze-
kiwanej uzyteczno$ci i zostata sformutowana przez Nicholasa Bernoulli’ego
w 1713 r. Poczawszy od konca pierwszej potowy XX w. naukowcy na podsta-
wie licznych eksperymentow wielokrotnie formutowali reguty, jakimi rzadzi sig
teoria oczekiwanej uzytecznosci. Pierwszy zbior aksjomatow zwiazanych z mo-
delem Bernoulli’ego zaproponowali, przy okazji prac zwigzanych z rozwojem
teorii gier, John von Neumann i Oscar Morgenstern (1944). Aksjomatyka ta byta
modyfikowana m.in. przez Hersteina i Milnora oraz Jensena. Tematyka tego
artykutu nawiazuje do aksjomatéow sformutowanych przez Fishburna oraz Sava-
ge’a. Za najwazniejszy aksjomat zaproponowany w 1970 r. przez Fishburna
uwaza si¢ aksjomat niezaleznos$ci (ang. independence axiom), natomiast w przy-
padku aksjomatyki wedlug Savage’a (1954) istotnym jest aksjomat wartosci
pewnej (ang. sure thing principle) — [Abdellaoui 2002; Machina 2004].

Przeprowadzone liczne badania oraz eksperymenty pokazaty, ze ludzie po-
dejmujac decyzje, czgsto tamia aksjomaty racjonalnego podejmowania decyzji.
Badania te doprowadzily do sformulowania m.in. paradoksow racjonalnosci,
czyli niezgodnos$ci migdzy teoria a rzeczywistoscia. Jeden z takich paradoksow
przedstawit w swoich eksperymentach w latach 50. ubieglego wieku francuski
ekonomista Maurice Allais.

W artykule przedstawiono wybrane z literatury przedmiotu eksperymenty
zwigzane z paradoksem Allais. Przeglad tych eksperymentow mial na celu prezenta-
cje samego paradoksu oraz zwiazanego z nim efektu pewnosci, efektu wspdlnych
konsekwencji 1 efektu wspdlnego czynnika. Oméwione zostaly réwniez wybrane
sposoby redukcji stopnia naruszenia zasad teorii oczekiwanej uzytecznosci.
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1. Paradoks Allais

Jednym z najstynniejszych przyktadow niezgodnosci z teoria oczekiwanej
uzytecznos$ci jest eksperyment zaprezentowany na poczatku lat 50. ubieglego
wieku przez francuskiego ekonomist¢ Maurice’a Allais (1953). Eksperyment ten
zwany paradoksem Allais miat na celu pokazanie wyboréw niezgodnych z ak-
sjomatem niezalezno$ci, a tym samym wykazanie braku liniowosci funkcji
oczekiwanej uzytecznosci. Oryginalny paradoks Allais sktada si¢ z dwoch wy-
borow, a kazdy z nich zawiera dwie alternatywne loterie zwane réwniez pro-
spektami. W pierwszej kolejnosci nalezy dokona¢ wyboru pomigdzy loteria
z wynikiem pewnym a loteria ryzykowna, przy czym zaklada sig, ze loteria ry-
zykowna ma trzy mozliwe wyniki. Nastgpnie nalezy dokona¢ wyboru pomigedzy
loteriami powstalymi z poprzednich loterii po wyeliminowaniu czg$ci szans na
okreslona wygrang. Maurice Allais zaproponowal nastepujacy eksperyment
[Andreoni i Sprenger 2010; Conlisk 1989; Shu 1993]:

Wybor 1:

Loteria A: masz 100% szans na wygranie 1 000 000 dolarow.

Loteria B: masz 10% szans na wygranie 5 000 000 dolaréw, 89% szans na wy-
granie 1 000 000 dolaréw oraz 1% szans na wygrana réwna 0.

Wybor 2:

Loteria A*: masz 11% szans na wygranie 1 000 000 dolaréw oraz 89% szans na
wygrana réwna 0.

Loteria B*: masz 10% szans na wygranie 5 000 000 dolarow oraz 90% szans na
wygrang réwna 0.

W tym przypadku loterie w wyborze 2 powstaja przez eliminacje 89% szans na
wygranie 1 miliona dolarow w obu loteriach z wyboru 1. Zgodnie z teorig ocze-
kiwanej uzytecznosci, jesli loteria A jest preferowana nad loteri¢ B, to loteria A*
powinna by¢ preferowana nad loteri¢ B*. Przeprowadzony eksperyment poka-
zal, ze w sytuacji wyboru 1 wigkszo$¢ osob preferuje loteri¢ A, natomiast
w przypadku wyboru 2 jest preferowana opcja B*. Maurice Allais udowodnit
W ten sposob, ze wybdr opcji A i B* ujawnia preferencje, ktore ksztattuja sie
niezgodnie z aksjomatami teorii uzytecznosci. Niezgodnos¢ t¢ mozna wykazad
korzystajac z zasady oczekiwanej uzyteczno$ci, wedtug ktorej loteria A jest
preferowana nad B wtedy i tylko wtedy, gdy oczekiwana uzyteczno$¢ loterii A
przekracza wartos¢ oczekiwanej uzytecznos$ci loterii B, co mozna symbolicznie
zapisaé nastepujaco:
A>B < E[u(A)] > E[u(B)],
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gdzie u() oznacza funkcj¢ uzytecznosci (zaktadamy, ze u(0) = 0), a E jest opera-
torem wartosci oczekiwanej. Dla loterii analizowanej przez Allais mamy naste-
pujace warunki:
— poniewaz A jest preferowane nad B, to
u(lmln) > 0,1u(5mIn) + 0,01u(Omln) + 0,89u(1min) < < 0,11u(1mln) >
> 0,1u(5mln)
— poniewaz B* jest preferowane nad A*, to
0,1u(5min) + 0,9u(0Omln) > 0,11u(1miln) + 0,89u(0mln) < < 0,1u(5min) >
>0,11u(1mln)
Otrzymujemy dwie przeciwne nierownos$ci, co dowodzi niezgodno$ci wyniku eks-
perymentu z aksjomatyka teorii oczekiwanej uzytecznosci. Doswiadczenie Allais
pokazuje niespojnos¢ decyzyjna, ktora uwidacznia si¢ przy poréwnywaniu wybo-
réw miedzy dwiema parami loterii A i B oraz A* i B*. Jak zauwazyt m.in. Conlisk
oferowane w eksperymencie wyplaty sa bardzo duze, dlatego wyniki eksperymentu
odzwierciedlaja tylko hipotetyczne wybory badanych [Conlisk 1989].

2. Efekt pewnosci Allais i efekt wspolnych konsekwencji

W eksperymencie zaproponowanym przez Allais zaktada sig, ze jedna z lo-
terii jest loteria z pewnym wynikiem. Czg$¢ badan nad paradoksem Allais doty-
czyto tzw. zasady efektu pewnosci (ang. certainty effect). Badania takie prowa-
dzili m.in. Kahneman i Tversky, ktéorzy wyniki swoich eksperymentow
przedstawili w swojej pracy [1979]. W artykule tym, uznawanym za krytyke teo-
rii oczekiwanej uzytecznosci, autorzy na podstawie wynikow przeprowadzonych
eksperymentow stwierdzili, ze wybor migdzy ryzykownymi loteriami prowadzi
do wyboru loterii z pewnymi wygranymi, a takie postgpowanie nie jest zgodne
z gtéwnymi zasadami teorii oczekiwanej uzytecznosci. W teorii oczekiwanej
uzytecznosci zaklada sig, ze uzyteczno$ci wynikéw sa wazone prawdopodobien-
stwami ich wystapienia. Kahneman i Tversky zauwazyli, ze zazwyczaj ludzie
zawyzaja wagi dla pewnej wygranej w stosunku do wag dla wynikdéw prawdo-
podobnych. Ta tendencja jest nazywana efektem pewnosci lub efektem pewnosci
Allais i powoduje, ze awersja do ryzyka pojawia si¢ w wyborach, gdzie mamy lote-
rie z pewna wygrang, natomiast postawa ryzykanta pojawia si¢ w wyborach zwia-
zanych ze stratami. Jednym z analizowanych przez Kahneman’a i Tversky’ego
[1979] przyktadow byt nastepujacy eksperyment:

Wybor 3:

Loteria A: mozesz wygra¢ 2500 z prawdopodobienstwem 0,33, 2400 z prawdo-
podobienstwem 0,66 lub mozesz wygra¢ 0 z prawdopodobienstwem 0,01.
Loteria B: mozesz wygrac¢ 2400 z prawdopodobienstwem réwnym 1.
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Wybor 4:

Loteria A*: mozesz wygra¢ 2500 z prawdopodobienstwem 0,33 lub mozesz
wygra¢ 0 z prawdopodobienstwem 0,67.

Loteria B*: mozesz wygra¢ 2400 z prawdopodobienstwem 0,34 lub mozesz
wygra¢ 0 z prawdopodobienstwem 0,66.

W tym przyktadzie mamy do czynienia z efektem pewnosci oraz z ewidentnym
naruszeniem zasad teorii oczekiwanej uzytecznosci. W powyzszym eksperymencie
wigkszos¢ respondentoéw (82%) wybrato loterie¢ B w wyborze 3, natomiast w pro-
blemie 4 preferowana loteria byta loteria A* (wybrana przez 83% respondentow).

Eksperyment przedstawiony powyzej jest rowniez przykladem tzw. efektu
wspélnych konsekwencji (ang. common consequence effect). Loterie A* i B* po-
wstatly odpowiednio z loterii A 1 B przez eliminacje w obu tych loteriach 66% szans
na wygrana 2400. Ta redukcja zmienita loterig¢ z wynikiem pewnym na loterig z wy-
nikiem mozliwym, co w dalszej kolejnosci wptyneto na wybdr preferowanych loterii.

Wisrdd licznych eksperymentéw dotyczacych paradoksu Allais mozna odna-
lez¢ przyktady takich, w ktorych nie wystepuje naruszenie zasad teorii oczekiwanej
uzytecznos$ci. Ponizej przedstawiono przyklad takiego eksperymentu [Shu 1993]:

Wybdr 5:

Loteria A: masz 100% szans na wygrana 3000.

Loteria B: masz 10% szans na wygrana 3000, 45% szans na wygrana 6000 oraz
45% szans na wygrang 0.

Wybor 6:
Loteria A*: masz 90% szans na wygrana 3000 i masz 10% szans na wygrana 0.
Loteria B*: masz 45% szans na wygrana 6000 i 55% szans na wygrana 0.

W przypadku wyboru 5 mamy co prawda loteri¢ z pewna wygrana, ale wyniki
otrzymane w tym eksperymencie nie potwierdzaja naruszenia zasad teorii uzy-
tecznos$ci, poniewaz preferowanymi loteriami okazaly sie loteria A (63% re-
spondentéw) oraz loteria A* (89% respondentow).

Kolejny eksperyment jest przyktadem zaprzeczenia wnioskow sformutowa-
nych m.in. przez Kahnemana i Tversky’ego. Eksperyment ten wykazal, ze nie zaw-
sze loteria ryzykowna jest preferowana nad loteri¢ z pewnym wynikiem [Shu 1993]:

Wybor 7:

Loteria A: masz 100% szans na wygrana 150.

Loteria B: masz 11% szans na wygrana 150, 24% szans na wygrana 230 oraz
55% szans na wygrana 120.
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Wybor 8:

Loteria A*: masz 89% szans na wygrana 150 i 11% szans na wygrana 0.
Loteria B*: masz 24% szans na wygrang 230, 65% szans na wygrang 120 oraz
11% szans na wygrang 0.

65% respondentow preferowato loteri¢ B w problemie 7, dlatego nie mamy tutaj
do czynienia z efektem pewnosci. Co wigcej, w wyborze 8 byta preferowana
loteria B* (62% respondentéw), co wskazuje, ze dokonano wyboru bez narusza-
nia zasad teorii oczekiwanej uzytecznosci. Autor eksperymentu podkresla, ze
wiekszo$¢ ludzi preferowato loterig ryzykowna, czyli pewno$¢ wygrania kwoty
150 okazata si¢ mniej atrakcyjna niz loteria losowa o nizszej warto$ci oczekiwa-
nej. Nawet po redukcji wyniku pewnego, preferowana loteria okazala sig loteria
bardziej ryzykowna.

W badaniach nad paradoksem Allais, posta¢ analizowanych loterii byta
wielokrotnie modyfikowana ze wzgledu na wielko$¢ wygranej czy prawdopodo-
bienstwo. Grupe takich badan stanowia eksperymenty, w ktorych nie brano pod
uwagge loterii z wynikiem pewnym. W takim przypadku s3 rozwazane dwie pary
loterii, gdzie jedna para powstaje z drugiej przez wyeliminowanie okre§lonej
szansy na wygrang w obu loteriach. Przyklad takiego eksperymentu przedsta-
wiono ponizej [Shu 1993]:

Wybor 9:

Loteria A: masz 21% szans na wygrana 3000, 78% szans na wygrana 2500 oraz
1% szans na wygrana 0.

L oteria B: masz 21% szans na wygrana 3000 i masz 79% szans na wygrang 2400.

Wybér 10:
Loteria A*: masz 78% szans na wygrana 2500 i 22% szans na wygrana 0.
Loteria B*: masz 79% szans na wygrana 2400 i 21% szans na wygrana 0.

Ten przyktad jest kolejnym zaprzeczeniem twierdzenia sformutowanego przez
Kahnemana i Tversky’ego [1979], ktore mowi, ze redukcja prawdopodobienstw
otrzymania okreslonych wynikéw o staly wspoélczynnik ma wigkszy skutek
w przypadku, gdy wynik poczatkowo byl wynikiem pewnym, niz w sytuacji
kiedy redukujemy prawdopodobienstwo wyniku mozliwego. W przedstawionym
eksperymencie preferowanymi loteriami byly loterie B (66%) i A* (69%), co
zaprzecza prawdziwosci powyzszego stwierdzenia.
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3. Efekt wspdlnego czynnika i odwrdcony efekt wspolnego
czynnika

Na podstawie przeprowadzonych eksperymentow Maurice Allais [1953]
zauwazyl, ze ryzykowne prospekty staja si¢ bardziej atrakcyjne, jesli prawdopo-
dobienstwa wygranej w obu loteriach zostang przemnozone przez ten sam
wspolny czynnik. W ten sposob otrzymujemy loterie, w ktorych wystepuje efekt
wspodlnego czynnika (ang. common ratio effect). Efekt ten jest kolejnym przy-
ktadem naruszenia zasad teorii oczekiwanej uzytecznosci. W tym przypadku
mowimy o naruszeniu zasady podstawiania.

Przyktady eksperymentéw z efektem wspolnego czynnika mozna odnalez¢
m.in. w artykule Kahnemana i Tversky’ego, ktorzy analizowali nastgpujace lote-
rie [1979]:

Wybér 11:

Loteria A: mozesz wygra¢ 4000 z prawdopodobienstwem 0,80 lub mozesz wy-
gra¢ 0 z prawdopodobienstwem 0,20.

Loteria B: mozesz wygra¢ 3000 z prawdopodobienistwem rownym 1.

Wybor 12:

Loteria A*: mozesz wygra¢ 4000 z prawdopodobienstwem 0,20 lub mozesz
wygra¢ 0 z prawdopodobienstwem 0,80.

Loteria B*: mozesz wygra¢ 3000 z prawdopodobienstwem 0,25 lub mozesz
wygrac 0 z prawdopodobienstwem 0,75.

Podobnie jak w wigkszosci analizowanych probleméw, rowniez i w tym
przypadku ponad potowa respondentdow przy dokonywaniu wyboru naruszyta
zasady teorii oczekiwanej uzytecznosci. W sytuacji wyboru 11 wigkszos$¢ re-
spondentéw (80%) wybrato loterig¢ B, natomiast w problemie 12, 65% respon-
dentow preferowato loterig A*.

Zauwazmy, ze loteri¢ A* mozna wyrazi¢ jako (A; 0,25), czyli jako mozli-
wos¢ zagrania w loteri¢ A z prawdopodobienstwem 0,25. Aksjomat podstawia-
nia w teorii oczekiwanej uzytecznosci moéwi, ze jesli loteria B jest preferowana
nad loteri¢ A, to dowolna kombinacja loterii (B; p) powinna by¢ preferowana
nad kombinacj¢ postaci (A; p). W powyzszym przyktadzie wigkszos¢ ludzi do-
konata jednak wyboru nie stosujac tej zasady. Autorzy zauwazyli, ze redukcja
prawdopodobienstwa z 1 do 0,25 ma wigkszy efekt niz redukcja prawdopodo-
bienstwa z 0,8 do 0,2, mimo ze dokonujemy proporcjonalnej zmiany. W tym
przypadku, w wyniku redukcji z loterii z wynikiem pewnym otrzymujemy lote-
rig¢ z wynikiem mozliwym.
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Przyktad efektu wspolnego czynnika zostat rowniez przedstawiony w po-
nizszym eksperymencie [Kahneman i Tversky 1979], gdzie loterie A* i B* po-
wstaly z loterii A i B przez podzielenie prawdopodobienstw wygranej przez 450.

Wybdr 13:

Loteria A: mozesz wygra¢ 6000 z prawdopodobienstwem 0,45 lub mozesz wy-
gra¢ 0 z prawdopodobienstwem 0,55.

Loteria B: mozesz wygra¢ 3000 z prawdopodobienstwem 0,90 lub mozesz wy-
gra¢ 0 z prawdopodobienstwem 0,10.

Wybdr 14:

Loteria A*: mozesz wygra¢ 6000 z prawdopodobienstwem 0,001 lub mozesz
wygra¢ 0 z prawdopodobienstwem 0,999.

Loteria B*: mozesz wygra¢ 3000 z prawdopodobienstwem 0,002 lub mozesz
wygrac 0 z prawdopodobienstwem 0,998.

Zauwazmy, ze w sytuacji wyboru 13 prawdopodobienstwa wygranej sa znacza-
ce, rowne odpowiednio 0,90 i 0,45. W tym przypadku wigkszos¢ respondentow
(86%) wybrala loteri¢ B, co oznacza, ze preferowali oni loterig, w ktorej wygra-
na jest bardziej prawdopodobna. W problemie 14, gdzie istnieja tylko niewielkie
szanse na wygrana (zaledwie 0,001 1 0,002) wigkszo$¢ ludzi wybrato jednak
loteri¢ oferujaca wigksza kwote wygranej — loteria A* byla preferowana przez
73% respondentow.

Problem efektu wspdlnego czynnika analizowal rowniez w swoich pracach
Blavatsky [2010], ktory rozszerzyt ten problem i wprowadzil rozréznienie na
efekt wspolnego czynnika i odwrocony efekt wspdlnego czynnika (ang. reverse
common ratio effect). W jednym ze swoich eksperymentoéw analizowal loterie
przedstawione w tabeli 1.

Tabela 1
Loterie analizowane w eksperymentach
Loterie

Eksperyment A B A* B*

1 (360, 1) (8100, 0.75) (860, 0.33) ($100, 0.25)
2 (350, 1) ($100, 0.75) (850, 0.33) (8100, 0.25)
3 (340, 1) ($100, 0.75) (840, 0.33) (8100, 0.25)
4 (330, 1) ($100, 0.25) (830, 0.33) (8100, 0.08)
5 (320, 1) ($100, 0.25) (820, 0.33) (8100, 0.08)
6 (310, 1) ($100, 0.25) (810, 0.33) (8100, 0.08)

Zrédto: [Birnbaum i Schmidt 20107].
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Wszystkie pary loterii analizowane w tym eksperymencie sa podobnie
skonstruowane. Loteria A jest loteria z wynikiem pewnym, loteria B jest loteria
ryzykowna, loteria A* jest loterig bezpieczniejsza, a loteria B* jest loterig bar-
dziej ryzykowna. Pary loterii A i B Blavatsky nazwat loteriami ,,skalowanymi
w gore”, natomiast pary loterii A* i B* loteriami ,,skalowanymi w d6t”. W kazdym
przypadku loterie A* i B* powstaly odpowiednio z loterii A i B, przez redukcje
prawdopodobienstw (prawdopodobienstwo wygranej zostato podzielone przez 3).
W przypadku kiedy sa preferowane loterie A i B* lub loterie A* i B mamy do
czynienia z naruszeniem zasad teorii oczekiwanej uzytecznosci. Wybor pierw-
szej pary loterii jest przyktadem efektu wspolnego czynnika, natomiast wybor
loterii A* i B to odwrocony efekt wspolnego czynnika. Eksperymenty przepro-
wadzone przez Blavatsky’ego wykazaly, ze odwrocony efekt wspolnego czynni-
ka wystepuje zdecydowanie czesciej niz klasyczny efekt wspdlnego czynnika.
Przyktadowo w eksperymencie 1 zaledwie 3% respondentow wybrato loterie A i
B*, natomiast 47% ankietowanych preferowato loterie A* i B. Dla eksperymen-
tu 6 wyniki te wyniosly odpowiednio 7% i1 26%. Podobne eksperymenty byty
prowadzone dla innych danych (przyjeto nizsze kwoty wygranych), jednak
otrzymane wyniki tylko potwierdzity sformulowane wczesniej wnioski [Blavat-
sky 2010].

4. Wybrane sposoby redukcji stopnia naruszania zasad teorii
uzytecznosci

W wigkszosci eksperymentéw dotyczacych paradoksu Allais analizowano
loterie hipotetyczne. W pewnych przypadkach przeprowadzono badania, w kto-
rych respondenci po udziale w eksperymencie mieli jednak mozliwos$¢ otrzyma-
nia rzeczywistych wyptat. Wartosci wyptat zazwyczaj byly uzaleznione od wy-
nikéw loterii preferowanych przez respondentow podczas eksperymentu.
Przeprowadzone w tym kierunku badania wykazaty, ze jesli analizowano tylko
loterie hipotetyczne, czyli bez rzeczywistych wyptat, wowczas procent narusze-
nia teorii oczekiwanej uzytecznosci byt wyzszy niz w przypadku loterii z rze-
czywistymi wyptatami. Taki eksperyment zostal przeprowadzony m.in. przez
Harrisona, ktory analizowat nastgpujacy problem [Harrison 1994]:

Wybdr 15:

Loteria A: masz 100% szans na wygrana $5.

Loteria B: masz 1% szans na wygrana 0, masz 89% szans na wygrang $5 oraz
10% szans na wygrana $20.
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Wybor 16:
Loteria A*: masz 89% szans na wygrana 0 i 11% szans na wygrana $5.
Loteria B*: masz 90% szans na wygrana 0 i 10% szans na wygrana $20.

Wybdr loterii B i B* jest zgodny z regutami teorii oczekiwanej uzyteczno$ci
i taka decyzja zostata podjeta przez 65% respondentow. Wybor loterii A 1 B*
jest z kolei naruszeniem tych zasad, a taka decyzje¢ podjeto 35% badanych.
Przedstawione wyniki otrzymano w przypadku eksperymentéw bez wyptat rze-
czywistych. W powtdérzonym eksperymencie, gdy uczestnicy wiedzieli, ze ich
decyzje sa zwiazane z prawdziwymi wyptatami, 85% respondentow przy po-
dejmowaniu decyzji kierowalo si¢ zasada maksymalizacji oczekiwanej uzytecz-
nos$ci, w zwiazku z czym odsetek naruszenia teorii uzytecznosci spadt do 15%.

Podobne eksperymenty, gdzie wyniki loterii hipotetycznych byly poréw-
nywane z wynikami otrzymanymi w loteriach z rzeczywistymi wyptatami zosta-
ty zaprezentowane w pracy Burke’a et al. [1996]. W tym przypadku byto anali-
zowanych kilka loterii, w ktérych wygrane byly rowne 5 lub 10 dolaréw oraz
zmieniono prawdopodobienstwa wygrania poszczeg6lnych kwot. Jeden z anali-
zowanych eksperymentoéw byt nastgpujacy [Burke et al. 1996]:

Wybdr 17:
Loteria A: masz 100% szans na wygrana $5.
Loteria B: masz 20% szans na wygrana 0 i 80% szans na wygrana $10.

Wybdr 18:
Loteria A*: masz 75% szans na wygrana 0 i 25% szans na wygrana $5.
Loteria B*: masz 80% szans na wygrana 0 i 20% szans na wygrana $10.

W tym przypadku dla loterii bez rzeczywistych wyptlat, procent naruszenia zasad
teorii uzytecznosci byt rowny 36%, z kolei w sytuacji kiedy respondenci wie-
dzieli o mozliwosci rzeczywistej wygranej, zaledwie 8% ankietowanych podjeto
decyzje w sposob naruszajacy zasad¢ oczekiwanej uzyteczno$ci. Otrzymano
w ten sposob potwierdzenie wniosku, ze bodziec w postaci wyptat pieni¢znych
ma zasadniczy wplyw na wybor loterii. Doktadniej moéwiac zamiana loterii hipo-
tetycznych na loterie rzeczywiste powoduje redukcje stopnia naruszenia teorii
oczekiwanej uzytecznosci.

Innym czynnikiem wptywajacym na rezultaty eksperymentow, zarowno dla
loterii hipotetycznych, jak i loterii rzeczywistych, jest warto$§¢ wygranej. Przy-
ktad takiego eksperymentu zostat zaprezentowany w pracy Hucka i Mullera
[2007], gdzie autorzy analizowali zaré6wno loterie z oryginalnymi kwotami za-
proponowanymi przez Maurice’a Allais (1 milion oraz 5 milioné6w dolaréw), jak
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i loterie z duzo nizszymi wygranymi, réwnymi 5 i 25 dolaréw. Dodatkowo ana-
lizowali przyktad loterii z wyptatami rzeczywistymi. W przypadku loterii z ory-
ginalnymi kwotami procent naruszenia teorii uzytecznosci byt rowny 30%. Kie-
dy decyzje byly zwiazane z nizszymi warto$ciami juz tylko 15% respondentéw
podjeto decyzje niezgodna z regula maksymalnej uzytecznosci. Zaréwno te ba-
dania, jak i wiele im podobnych wykazaly, ze jesli wyplaty sg blizsze rzeczywi-
stosci (np. wyplaty sa bliskie sredniemu dochodowi wsréd ankietowanych), wow-
czas otrzymujemy nizszy poziom naruszenia teorii oczekiwanej uzytecznosci.

Na wyniki przeprowadzonych eksperymentow, a tym samym na procent na-
ruszenia teorii oczekiwanej uzytecznosci ma réwniez wptyw forma prezentacji
analizowanych loterii. Inne wyniki otrzymujemy, kiedy loterie sa przedstawiane
w sposob opisowy (tak jak w przypadku tego artykutu), a inne wyniki mamy, gdy te
same loterie sq prezentowane w postaci graficznej (np. wykresow kotowych).

Wyniki eksperymentéw zaleza rowniez od tego czy analizujemy loterie
proste czy loterie ztozone. Jako przyktad ponizej przedstawiono trzystopniowy
paradoks Allais zaproponowany przez Conliska [1989]:

Wybér 19:
Loteria A: masz 100% szans na wygranie 1 miliona dolarow.
Loteria B: masz 89% szans na wygranie 5 milionow dolarow.

Wybor 20:

Loteria A*: masz 89% szans na wygranie 1 miliona dolarow i 11% szans na
zagranie w loteri¢ A.

Loteria B*: masz 89% szans na wygranie 1 miliona dolarow i 11% szans na
zagranie w loterig B.

Wybdr 21:

Loteria A**: masz 11% szans na zagranie w loteri¢ A i 89% szans na wygrang
rowna 0.

Loteria B**: masz 11% szans na zagranie w loteri¢ B i 89% szans na wygrang
rowng 0.

Conlisk porownat otrzymane wyniki z powyzszego eksperymentu z wynikami
eksperymentu zaproponowanego przez Allais. W przypadku klasycznej postaci
paradoksu poziom naruszenia teorii oczekiwanej uzyteczno$ci wyniost 50%, nato-
miast dla paradoksu w postaci trzystopniowe] procent naruszenia byt rowny 28.

Czegs$¢ badan nad paradoksem Allais dotyczyta doboru prawdopodobienstw,
z jakimi mozna wygraé okreslone kwoty. Eksperymenty zwiazane z wptywem
warto$ci prawdopodobienstw na wybor preferowanych loterii zostaly zaprezen-
towane w pracy Birnbauma i Schmidta [2010].
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Wybor 22:
Loteria A: masz 20% szans na wygranie $40 oraz masz 80% szans na wygranie $2.
L oteria B: masz 10% szans na wygranie $98 oraz masz 90% szans na wygranie $2.

Wybdr 23:

Loteria A*: masz 10% szans na wygranie $40, 10% szans na wygranie $40 oraz
80% szans na wygranie $2.

Loteria B*: masz 10% szans na wygranie $98, 10% szans na wygranie $2 oraz
80% szans na wygranie $2.

Loterie A* i B* powstaly z loterii A i B odpowiednio przez rozbicie prawdopo-
dobienstwa jednej wygranej (w loterii A — 20% szans na wygranie $40), na dwie
mozliwe wygrane o rownych kwotach i prawdopodobienstwach. O loteriach A*
i B* méwimy, ze sa przyktadem kanonicznej formy podziatu (ang. canonical split
form) — [Birnbaum 2004; Birnbaum i Schmidt 2010]. W eksperymencie tym 59%
respondentéw preferowato loterie B oraz 63% respondentéw preferowalo loterig A*.

Wyniki eksperymentow sa takze zalezne od grupy ankietowanych osob. Pa-
radoks Allais moze by¢ analizowany zaré6wno w grupie 0sob znajacych w pew-
nym stopniu zasady teorii podejmowania decyzji, jak rowniez paradoks ten mo-
ze by¢ analizowany w grupie ludzi, ktérzy nie maja nic wspdlnego z ta
dziedzina. Wiele eksperymentow przeprowadzanych bylo rownoczesnie w dwoch
lub wigcej grupach, jednak réznice pomigdzy wynikami otrzymanymi w poszcze-
golnych grupach dla danego eksperymentu w zadnym z przypadkéw nie byly
znaczace [Blavatsky 2010; Shu 1993].

O paradoksie Allais mozna méwi¢ rowniez w przypadku loterii bezgotow-
kowych. Jednym ze stynniejszych przykltadow jest problem ekspedycji wspi-
naczkowej, gdzie jako wygrana przyjmuje si¢ liczbg¢ osob, jaka mozna ocali¢
w zaleznosci od zastosowanego planu ratunkowego [Shu 1993]. W innym przy-
ktadzie jako wygrane w loteriach przyjmuje si¢ np. rézne propozycje wycieczek
turystycznych [Kahneman i Tversky 1979].

Podsumowanie

Badania empiryczne wykazaly, ze ludzie przy podejmowaniu wyborow
sposrod ryzykownych alternatyw czgsto naruszaja zasady oczekiwanej uzytecz-
nosci. Na podstawie tych obserwacji zostaty sformutowane paradoksy racjonal-
nosci. Jednym z takich paradoksow jest paradoks Allais. Niezgodnos$¢ z aksjo-
matyka teorii uzytecznosci stala sig¢ inspiracja do rozwoju alternatywnych teorii,
takich jak: teoria prospektow (ang. prospect theory) — [Kahneman i Tversky
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1979], model RDEU — (ang. rank dependent expected utility) — [Quiggin 1981],
rank- and sign- dependent utility, skumulowana teoria prospektéw (ang. cumula-
tive prospect theory) — [Tversky i Kahneman 1992; Wakker i Tversky 1993] czy
modele wazone TAX (ang. Transfer of Attention Exchange) oraz RAM (ang.
Rank-Affected Multiplicative Weights) — [Birnbaum i Schmidt 2010]. We
wszystkich tych teoriach badacze bezskutecznie podejmowali proby wyjasnienia
paradoksu Allais.
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THE ALLAIS PARADOX AS AN EXAMPLE OF THE INCOMPATIBILITY
WITH THE EXPECTED UTILITY THEORY

Summary

Theorems about the rational decision making play very important role in the deci-
sion theory. According to these theorems people make their decisions by using the rule
about maximum benefits. However in the literature we can find conclusions from rese-
arch and experiments which indicate that when people are making decisions, they are
very often breaking that rule about maximum profits. According to that research a few
paradoxes of rationality were formulated.

In this article experiments concerning the Allais paradoxes are analyzed. The in-
compatibility between paradox and the expected utility theory were discussed. Also the
certainty effect and the common consequence effect were analyzed.
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MODELOWANIE ZALEZNOSCI CEN
KONTRAKTOW TERMINOWYCH NA PRODUKTY
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Wprowadzenie

Jednym z najwazniejszych poje¢ na rynkach finansowych, budzacym sze-
rokie zainteresowanie zaré6wno praktykow, jak i teoretykow zajmujacych si¢ ba-
daniem tychze rynkow, jest pojecie struktury zaleznos$ci. Jej okreslenie ma istot-
ne znaczenie w zarzadzaniu instrumentami finansowymi, a btedna interpretacja
sily powiazan moze prowadzi¢ do niewlasciwych decyzji inwestycyjnych. Naj-
powszechniejsza i nadal szeroko stosowang miara zaleznosci, ze wzgledu na jej
prostote i tatwos¢ interpretacji, jest wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona.
Nalezy jednak pamigtaé, ze z powodu liniowosci, jest on odpowiednim narze-
dziem do mierzenia zaleznosci tylko pomigdzy zmiennymi rozktadoéw eliptycz-
nych. W sytuacjach, kiedy dane empiryczne pochodza na przyktad z rozktadow
asymetrycznych i nieeliptycznych, charakteryzuja si¢ wysoka kurtoza lub sko-
$noscia, stosowanie wspotczynnika korelacji liniowej nie jest wskazane. W celu
zbadania struktury zalezno$ci nalezy wowczas zastosowac inna miare.

Narzedziem, ktore doskonale nadaje si¢ do modelowania niemal wszystkich
typow zaleznosci migdzy szeregami czasowymi sg kopule. Pojecie kopuli, jako
nazwy obiektu matematycznego, zostalo wprowadzone po raz pierwszy w arty-
kule Sklara [1959]. W ogdlnym i zarazem najprostszym ujeciu kopula jest funk-
cja, ktora pozwala wyrdzni¢ z dystrybuanty tacznego rozktadu wektora losowe-
go sktadowa opisujaca tylko strukture zaleznos$ci.
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Funkcje kopuli staly si¢ powszechnie stosowanym w wielu dziedzinach
wielowymiarowym narzedziem do modelowania, ze wzglgedu na ich latwa im-
plementacje¢, niezmienniczo$¢ wzgledem silnie rosnacych przeksztalcen zmien-
nych losowych oraz fakt, ze wybor konkretnej postaci moze by¢ dokonany spo-
$rod szerokiego wachlarza znanych rodzin kopul. Jedna z najwazniejszych zalet
kopuli jest jednak mozliwo$¢ osobnego modelowania rozktadow brzegowych
i rozktadu tacznego. Z tego powodu kopule maja bardzo duze zastosowanie
w finansach. Umozliwiaja one $cista analiz¢ zalezno$ci, ktore wystepuja, na
przyktad migdzy cenami poszczegdlnych akcji, indeksow gietdowych lub in-
strumentow dhuznych.

Zagadnienie zalezno$ci pomigdzy cenami lub stopami zwrotu réznych in-
strumentéw finansowych doczekato si¢ szerokiego omowienia w literaturze
przedmiotu. Na szczegblna uwage zastuguje w tym kontekscie praca Gurgul i in.
[2008], gdzie autorzy rozwazaja zalezno$ci rownoczesne i przyczynowe pomig-
dzy stopami zwrotu, ich zmiennoscia i wielkoscia obrotow dla wybranych naj-
wiekszych spotek gietdowych, tworzacych indeks DAX. Rownie interesujacy
jest artykut Gurgula i Syreka [2007], w ktorym poréwnano klasyczna metode
Markowitza konstrukcji portfela z metoda oparta na kopule i teorii wartosci eks-
tremalnych. Inne przyktady zastosowan kopuli w finansach to: alokacja zaso-
bow, ocena zdolnosci kredytowej, modelowanie ryzyka niewyptacalnosci, za-
rzadzanie ryzykiem [zob. Embrechts et al. 2003; Cherubini et al. 2004].

W kontekscie badania wspoélzaleznosci za pomoca kopuli zaznaczyla sig
rowniez popularno$§¢ modelu warunkowej wariancji, w szczegélno$ci modelu
GARCH w jego najczgstszej parametryzacji GARCH(1,1), stosowanego do mo-
delowania stop zwrotu instrumentéw finansowych. W pracy Rocha i Alegre
[2005] model tej klasy, uzupelniony o ARMA(1,1) w rownaniu $redniej, zostat
uzyty do wyestymowania warunkowych rozktadéow brzegowy. Przefiltrowane
W ten sposob szeregi zostaly nastepnie uzyte w procesie estymacji parametrow
kopuli. Jak mozna zauwazy¢, wybor wiasciwego rozktadu warunkowego modelu
GARCH odgrywa w praktyce kluczowa rolg i decyduje o poprawnosci catego
podejécia. W zwiazku z tym w literaturze przedmiotu sa prezentowane liczne
modyfikacje podstawowej parametryzacji GARCH. Przyktadem jest praca Jonde-
au 1 Rockingera [2006], w ktorej autorzy wykorzystuja skosny rozktad Hansena ze
zmiennymi w czasie parametrami skosnosci i kurtozy.

Kopule maja rowniez szerokie zastosowanie w modelowaniu ryzyka ubez-
pieczeniowego. Przyktadem jest rachunek aktuarialny, gdzie kopule sg uzywane
do modelowania zaleznos$ci pomigdzy $miertelnoscia a stratami ubezpieczyciela
[zob. Frees et al. 1996; Frees et al. 2005]. Trivedi i Zimmer [2006] wykorzystuja
z kolei kopule do modelowania ubezpieczenia kosztéw leczenia, popytu na ushu-
gi medyczne i wyboré6w dokonywanych przez zamegzne pary. Pelny model
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wspomnianych wyzej autoré6w zawiera dychotomiczne réwnanie wyboru dla ro-
dzinnego ubezpieczenia kosztow leczenia i osobne rownanie dla wykorzystania
ustug medycznych przez parg. W inzynierii kopule sa stosowane w procesach
wielowymiarowego sterowania i modelowania hydrologicznego [zob. Yan 2006;
Genest 1 Faure 2007].

Niniejsza praca zostata poswigcona zbadaniu struktury wspolzaleznos$ci cen
kontraktéw terminowych na kukurydze, soj¢ oraz pszenice. Aby zrealizowac ten
cel, dopasowano rozne rozklady teoretyczne do szeregéw przetransformowa-
nych cen. Nastgpnie za§ wyznaczono zmienna, co do ktorej przyjeto zatozenie
o jednostajnosci na podstawie dystrybuanty najlepszego rozkladu opisujacego
proces przetransformowanych cen oraz wskazania testow dobroci dopasowania
rozktadow teoretycznych. Dwuetapowa metoda najwigkszej wiarygodnos$ci zo-
stala wykorzystana na etapie estymacji parametréw rozwazanych tréjwymiaro-
wych kopuli, normalnej oraz #-studenta. Oprocz testowania dobroci dopasowania
alternatywnych kopuli, zweryfikowano réwniez zespot hipotez odnoszacych si¢
do postaci macierzy korelacji. Otrzymane wyniki empiryczne wskazuja jedno-
znacznie na przewage kopuli z-studenta jako narzedzia modelowania wspotza-
leznosci cen kontraktow terminowych na produkty rolne, o niestrukturyzowanej
macierzy korelacji.

W pierwszym podrozdziale zaprezentowano elementarne podstawy teorii
kopul. Kolejny zostat podzielony na dwie czg$ci. Pierwsza z nich zawiera cha-
rakterystyke proby badawczej oraz metodyke dopasowania rozktadow teore-
tycznych do danych empirycznych, wraz z oméwieniem wynikéw dopasowania
rozwazanych rozktadow. Druga natomiast przedstawia metodologi¢ estymacji
parametrow funkcji kopuli oraz procedury testowania. Prezentacja wynikdéw ba-
dan empirycznych dopasowania kopul znajduje si¢ w podrozdziale trzecim. Pod-
sumowanie stanowi przeglad najwazniejszych wnioskéw sformutowanych w to-
ku badania, z uwzglednieniem dywagacji na temat celowosci i kierunkow
przysztych wysitkow badawczych.

1. Elementy teorii kopul

Funkcje kopula, nazywane réwniez funkcjami powiazan, to funkcje, ktore
tacza wielowymiarowa dystrybuant¢ zmiennej losowej z jej jednowymiarowymi
dystrybuantami brzegowymi. Ogolnie mozna powiedzieé¢, ze kopula jest wielo-
wymiarowym rozktadem prawdopodobienstwa okreSlonym na d-wymiarowe;j
kostce [O,l]d, z jednostajnymi rozktadami brzegowymi na odcinku [0, 1].

W podrozdziale tym przypomnimy krétko podstawowe informacje dotyczace
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elementow teorii kopul. Czytelnik zainteresowany szerzej tematem moze znalez¢é
pelen przeglad zastosowan i wiasnosci funkcji kopuli w pracach: Joego [1997] oraz
Nelsena [1999]. Rozpoczniemy od prezentacji definicji kopuli tréjwymiarowe;,
ktora jest przedstawiona nastepujaco:

Definicja 1

Kopula trojwymiarowa nazywamy kazda funkcje C :[0, 1]3 - [0, 1] , ktora

spetnia nast¢pujace warunki:

1. Dla kazdego u,,u,,u, e [O, 1] , mamy: C(ul,uz,u3) =0, jezeli co najmniej
jedna ze wspotrzednych wynosi zero, czyli: v, =0, dla i =1, 2,3.

Inaczej mowimy po prostu, ze funkcja C jest przytwierdzona lub uziemiona.

2. Dla kazdego u,,u,,u, e [O, 1] , mamy: C(u,,1,1)=u, oraz C(1,1,u;) =u;.

3. C jest 3-rosnaca, czyli C-miara na kazdej kostce, ktorej wierzchotki leza

w [0, I]Sjest nieujemna.

Jednym z podstawowych i niezwykle waznych ze wzgledu na analizg za-
leznosci wielowymiarowych twierdzen dotyczacym teorii kopul jest twierdzenie
Sklara [1959]".

Podstawowa konkluzja z twierdzenia Sklara jest fakt, ze nieznany tréjwy-
miarowy, jak i rowniez uogoélniajac, wielowymiarowy, taczny rozktad, moze by¢
przyblizony najlepiej dopasowana funkcja kopula oraz odpowiednimi rozktada-
mi brzegowymi. Przydatne wydaje si¢ rowniez twierdzenie odwrotne, ktore przy
podanym rozktadzie tacznym oraz dystrybuantach rozktadow brzegowych daje jaw-
ny wzor na funkcj¢ kopuli. Nalezy jednak pamigtac, ze twierdzenie odwrotne bedzie
dziata¢ natychmiastowo w przypadku zmiennych losowych ciagltych. W przeciw-
nym razie moze si¢ okaza¢, ze odwrocenie funkcji nie zawsze jest mozliwe.

Wazna wilasnoscia kopul jest ich niezmienniczo$¢ wzgledem $ci§le mono-
tonicznych przeksztatcen. Wtasno$¢ ta oznacza, ze struktura zalezno$ci migdzy
zmiennymi jest ujgta za pomoca kopuli, niezaleznie od rozktadow brzegowych.

W czesci trzeciej artykulu, wykorzystujac metode najwigkszej wiarygodnosci,
bedziemy zajmowa¢ si¢ estymacja parametrow funkcji kopuli, dlatego warto w tym
miejscu wprowadzi¢ pojecie ggstosci kopuli oraz jej reprezentacje kanoniczna.

' W pracy Sklara z 1959 r. oraz w pozniejszym artykule z 1974 r., ktérego autorami sa Schweizer
i Sklar mozna znalez¢é dowody tego twierdzenia, przy czym dowodd zamieszczony w publikacji
z 1974 r. ma nieco mniej skomplikowang posta¢ niz dowdd, ktdry powstat jako pierwszy.
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Definicja 2
Gestos¢ trojwymiarowej kopuli C, o ile istnieje, oznaczamy symbolem c i okre-
Slamy wzorem:

3

c(u"u”%)zw‘ 0
u,0u,Ou,

Definicja 3

Dla ciagtych zmiennych losowych z trojwymiarowa dystrybuanta taczna H jest

zwiazana gesto$¢ rozktadu 4, ktoéra nazywamy reprezentacja kanoniczna H. Da-

na jest ona wzorem:

h(xl,xz,x3)=C(FI (xl),Fz(xz),F;(x3))'f1(x1)-f2(x2)'f3(x3), )

gdzie f,, f,, f, — to gestosci rozktadow brzegowych odpowiednio Fi, F,, F;.

Wprowadzmy teraz definicje kopul, ktore bedziemy stosowaé w naszych
badaniach empirycznych. Podstawowa rodzing kopul stanowia tzw. kopule elip-
tyczne, wsrod ktorych do najczgsciej stosowanych naleza kopule gaussowskie
oraz kopule t-studenta.

Kopula Gaussa
Definicja wielowymiarowej kopuli Gaussa, czy tez ujmujac inaczej kopuli wie-
lowymiarowego rozktadu normalnego jest opisana nastgpujaco:

Cy (“1»-~-a”d):q)1e ((D_I(”l)s“'?q)_l(“d))’ 3)

gdzie @, oznacza dystrybuant¢ wielowymiarowego standaryzowanego rozkta-

du normalnego z macierza korelacji R, natomiast @ to standardowy, jednowy-
miarowy rozktad normalny. Wzor (3) mozna napisa¢ rowniez nast¢pujaco:

O w) 7 (uy)

[ | ——
== )R

Gestos¢ kopuli Gaussa wyraza si¢ wzorem:

cga(ul,...,ud):ﬁexp(_%gT(R—l—])gj, (5)

cs (ul,,,.,ud)z exp(—%xTRlxjdxl...dxd. 4)
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T

gdzie, g:(d)_l (ul),d)_l (uz),..., q)_l(ud)) )

Kopulat-studenta
Definicja wielowymiarowej kopuli t-studenta wyglada nastgpujaco:

Cr, (et ) =1, (lvf1 (), (1t )), (6)

gdzie t,, jest dystrybuanta wielowymiarowa rozkladu t-studenta o v stopniach

swobody, z macierza korelacji R, natomiast 7 oznacza standardowy jednowy-

miarowy rozktad t-studenta o v stopniach swobody.
Wzor (6) definiujacy kopulg t-studenta mozna rowniez przedstawic nastgpujaco:

) G uy) vd _v+d
Cgfv(ul,...,ud)z I .[ F( 2 )d (l+leR_1xj ’ dx,...dx,. (7)
= = T3)y(vr) R[N Y

v+d
1 70 2
. (%) () dﬂ”v” g)
i (1ot ) = [Rr(z) (T (%) I
’ 2 f[ 1+£ 2
J= v

gdzie, ¢, :tv"l(uj).

2. Opis proby badawczej, metodologia badania oraz
procedura testowania

2.1. Opis proby badawczej i metodyka ustalenia najlepszego
rozktadu teoretycznego

Probe badawcza stanowity dzienne notowania kontraktéw terminowych dla
trzech produktow, mianowicie kukurydzy, soi oraz pszenicy, notowanych na
gieldzie towarowej w Chicago. Dobor produktow uwzglednial zarowno znacze-



70 Artur Hotda, Gabriela Malik

nie dla obrotow na rynku terminowym, jak i dostgpno$¢ odpowiednio dtugich
szeregoOw czasowych. Dane pochodzily z lat 1975-2010 i obejmowaly ceng za-
mknigcia kontraktu o najkrétszym terminie wygasnigcia. W ten sposob szereg
notowan mozna uwazac za cen¢ terminowa o najkrétszym mozliwym terminie
realizacji. Dane empiryczne zostaly sprawdzone pod wzgledem ewentualnych
nieciaglosci 1 bledoéw. Nie stosowano zadnych metod korygowania lub uzupet-
niania danych empirycznych, aby zminimalizowa¢ wptyw arbitralnych ingeren-
cji na otrzymywane wyniki. Pojedynczy szereg danych liczyl przecigtnie ponad
dziesigc tysigcy obserwacji.

Szeregi cen instrumentdéw finansowych naleza najczgsciej do grupy proce-
sOw niestacjonarnych, ktorych stopien integracji nie przekracza jednak jednosci.
Zazwyczaj tez wystgpuje autokorelacja, cho¢ szybko zanikajaca dla wyzszych
opoOznien [zob. Brzeszczynski i Kelm 2002; Weron 1 Weron 1999]. Aby wyeli-
minowa¢ zaréwno niestacjonarnos¢, jak i mozliwa autokorelacj¢ badanych sze-
regow, wykorzystano model ARIMA [zob. Box i Jenkins 1983], ktory jest od-
powiedni dla szeregéw o pewnym skonczonym i catkowitym stopniu integracji d
oraz strukturze zaleznosci zawierajacej obok parametrow autoregresyjnych rowniez
parametry $redniej ruchomej bledow. Ogolnie posta¢ ARIMA wyraza si¢ wzorem:

(1 Z¢L’]l L)’ (1 ZHL’j )

gdzie L oznacza operator opoznienia.

Estymacje modelu ARIMA powinno poprzedza¢ wyznaczenie stopnia inte-
gracji szeregu d oraz identyfikacja wlasciwej postaci modelu, tzn. okreslenie
liczby parametréw autoregresyjnych (p) i $redniej ruchomej (¢)_ Dla zbadania

stopnia integracji szeregow cen rozwazanych produktéw rolnych wykorzystano
uogolniony test DF [zob. Charemza i Deadman 1997; Dickey i Fuller 1979,
1981]. Liczba opoznien w tescie zostata dobrana w sposéb empiryczny, tzn. te-
stowanie rozpoczgto dla maksymalnego opoznienia, a nastgpnie w kolejnej run-
dzie testu opdznienie zmniejszano o jeden, az do odrzucenia hipotezy zerowej
o istnieniu pierwiastka jednostkowego. Testowanie pozwolilo na ustalenie stop-
nia integracji szeregdéw cen produktow rolnych na d =1. Wybér konkretnej pa-
rametryzacji modelu przebiegal dwuetapowo. Oglad przebiegu funkcji autokore-
lacji 1 funkcji autokorelacji czastkowej dostarczyt ogdlnych wskazéwek co do
liczby parametréw autoregresyjnych i $redniej ruchomej [zob. Gurgul i Majdosz
2003]. Ostatecznym sprawdzianem byta wartos¢ kryterium informacyjnego AIC.
Estymacj¢ modelu ARIMA przeprowadzono metoda najwigkszej wiarygodnosci,
zbadano statystyczna istotno$¢ parametréOw oraz wyznaczono szeregi reszt, ktore
poshuzyly za podstawg dalszego badania. Czytelnik zainteresowany przegladem
wynikow estymacji dla poszczegdlnych modeli znajdzie go w pracy Malik [2011].
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W celu jak najlepszego scharakteryzowania statycznych wlasnosci rozkladu
cen produktow rolnych na rynku terminowym zbadano ich zgodno$¢ z roznymi
rozktadami teoretycznymi. Wybrano najpopularniejsze rozktady, ktorych przy-
datnos$¢ do opisu procesu cen znajduje potwierdzenie w literaturze przedmiotu
[zob. Suder et al. 2004; Aparicio i Estrada 2001], a mianowicie: rozktad logi-
styczny, skalowany rozktad t-studenta, rozktad potgegowo-wyktadniczy, rozktad
hiperboliczny, mieszanka rozktadow normalnych, rozktad normalny odwrotny
gaussowski oraz rozkltad a-stabilny. W celu dopasowania rozktadow teoretycz-
nych w wigkszosci przypadkoéw wykorzystano metodg najwigkszej wiarygodnosci.
Wyjatek stanowila mieszanka rozktadow normalnych, gdzie ze wzgledu na pro-
blem nieokreslono$ci parametru prawdopodobienstwa dla zwyczajnej metody
najwigkszej wiarygodno$ci, wykorzystano maksymalizacje wartosci oczekiwa-
nej. Ze wzgledu na ograniczona obszerno$¢ niniejszego artykulu nie prezentu-
jemy wynikow estymacji parametrow rozktadéw dla rozwazanych szeregow da-
nych, ani wynikow testowania dobroci dopasowania, przeprowadzonych za
pomoca trzech testow najczesciej rekomendowanych w literaturze [zob. Weron
i Weron 1999], a mianowicie testu j~, testu Kolmogorowa i testu Andersona-

-Darlinga. Czytelnik zainteresowany wynikami znajdzie peten ich przeglad
w pracy Malik [2011].

Sposrdéd siedmiu rozwazanych rozktadow teoretycznych najlepiej do opisu
rozktadu cen produktow rolnych notowanych na gietdzie towarowej w Chicago
nadaja si¢ rozktady, ktore sa w stanie modelowa¢ zjawisko grubych ogonow,
wtym w szczegolnosci skalowany rozklad t-studenta oraz rodzina rozkladow
a-stabilnych. Wniosek taki sugeruja wyniki testowania dobroci dopasowania na
podstawie trzech wspomnianych powyzej testow, dla ktorych warto$ci krytyczne
otrzymano metodami symulacyjnymi [Malik 2011].

2.2. Metodologia estymacji parametréw funkcji kopuli i procedury testowania

Jedna z podstawowych i zarazem najpopularniejsza metoda estymacji pa-
rametrow jest metoda najwigkszej wiarygodnosci. Teoria kopul pokazuje, ze
kazda wielowymiarowa laczna dystrybuant¢ zmiennej losowej mozemy rozdzie-
li¢ na jednowymiarowe dystrybuanty brzegowe i funkcje¢ kopula, ktora opisuje
zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi. Niech X = (X X X, d) bedzie wektorem
zmiennych losowych, gdzie X, posiada jednowymiarowa funkcjg dystrybuanty
F. z parametrem «;, oznaczang Fl.(xl.;al.) i odpowiadajaca jej ggstos¢

f (xl.;al.). Parametry odpowiedzialne za rozktady brzegowe oznaczmy przez
A
6, = (alr,...,adr) , hatomiast parametry zwiazane z kopula przez @, i niech

0= (6’1T 0] )T . Rozwazmy model postaci:
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F(Xp30nx,30) = C(F (x300))..0r F (xd;ad);é’z), (10)

gdzie C jest kopulg z wektorem parametrow @,, przy czym pomigdzy parame-
trami 6,60, nie wystepuja zadne wiazace je ograniczenia. Dla danych rozkta-

déw brzegowych mozna sformutowaé rézne wielowymiarowe dystrybuanty wy-
korzystujac rézne funkcje kopuli. Zaktadajac, ze kopula C ma ggsto$¢ ¢, dla
zadanej probki x, :(x xtz,...,xtd), gdzie t=1,...,T logarytmiczna funkcje

t1°
wiarygodnos$ci modelu (10) mozna, wykorzystujac zalezno$¢ (2) , zapisa¢ za

pomoca wzoru ponizej, dekomponujac ja na dwie sktadowe:

T T d
1(0)=Zln c(F1 (xtl;al),...,Fd (xtd;ad);92)+221nfj (xtj;aj). (11)
t=1 -

=1 j=1

Estymacja metoda najwigkszej wiarygodnosci zaktada maksymalizacje logaryt-
mu funkcji wiarygodno$ci w odniesieniu do wszystkich parametrow jednocze-
$nie. W praktyce jednak, ze wzgledu na skomplikowana posta¢ funkcji wiary-
godnosci, co w konsekwencji wplywa na nadmierna ztozono$¢ obliczeniowa,
trudno jest osiagnac ten cel. Po za tym, estymujac jednoczesnie wszystkie para-
metry nie wykorzystalibysmy zasadniczej wtasno$ci teorii kopul, a mianowicie
mozliwosci rozdzielenia wielowymiarowej dystrybuanty na rozktady brzegowe
i funkcje kopula. Z tych wtasnie powodow wprowadzono dwustopniowa metode
najwigkszej wiarygodnosci. Metoda ta jest nazywana metoda funkcji wniosko-
wania dla rozktadéw brzegowych, w skrocie IFM (ang. the method of Inference
Functions for Margins), a zaproponowano ja w pracach Joego i Xu w 1996 r.
oraz Joego w 1997 r. Procedura przebiega dwuetapowo. W pierwszym kroku za
pomoca metody najwigkszej wiarygodnosci sa wyestymowane parametry roz-
ktadow brzegowych. W tym celu maksymalizujemy funkcje:

L(a) =Yg (via) j=hd (12
t=1

W kroku drugim z kolei, wykorzystujac juz wyestymowane parametry é1 , prze-

prowadzamy estymacj¢ parametréw kopuli jako:

A T N A
0, = ArgMalen C(F1 (xtl;al)an"Fd (xzd;ad);HZ)- (13)

0, t=1
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Patton w swojej pracy [2006] wykazat, ze pod pewnymi warunkami regu-
larnosci metoda IFM daje zgodne i asymptotycznie normalne estymatory. Nale-
zy jednak pamigtacé, ze istnieje pewna strata efektywnos$ci estymacji, poniewaz
krok pierwszy nie bierze pod uwage zaleznosci migdzy rozktadami brzegowymi.

Aby sprawdzi¢ czy struktura zalezno$ci wyestymowanego modelu kopuli
jest odpowiednio dopasowana zastosujemy testy zgodno$ci. W literaturze mozna
znalez¢ kilka propozycji dotyczacych testow zgodnosci dla modeli kopuli. W ni-
niejszym artykule test dobroci dopasowania kopuli do danych empirycznych
opiera si¢ na statystyce Cramer-Mises zdefiniowanej w pracy Genesta i in.
[2009], dla ktorej wartosci krytyczne zostaly wyznaczone za pomoca boostrapu
parametrycznego [zob. tez Kojadinovic i Yan 2011; Kojadinovic et al. 2011; Ni-
koloulopoulos i1 Karlis 2008].

3. Wyniki empiryczne dopasowania kopul

Kopule eliptyczne, do ktorych nalezg zaréwno kopula Gaussa, jak i kopula
t-studenta posiadaja macierze korelacji, wywiedzione jako konsekwencja roz-
ktadu eliptycznego, przy czym kopula t-studenta ma jeszcze dodatkowy para-
metr odpowiedzialny za liczbg stopni swobody. Jak wynika z teorii zawartej
w podrozdziale 1, kopule s niezmiennicze wzgledem $cisle monotonicznych
przeksztatcen rozktadow brzegowych, dlatego strukture zaleznosci migdzy réz-
nymi obserwacjami empirycznymi mozemy okresli¢ za pomoca macierzy kore-
lacji. Wprowadzone do powszechnego stosowania struktury zaleznosci to mig-
dzy innymi struktura wymienna, gdzie wszystkie wspotczynniki korelacji sa
sobie rowne oraz macierz niestrukturyzowana o wszystkich parametrach roz-
nych [zob. Yan 2007]. Odpowiednie macierze korelacji w przypadku wymiaru
rownego 3 dane sg za pomocg WZorow:

I pp L p p
ex=|p 1 pj, un=|p 1 py| (14)
p p 1 P py 1

gdzie, p oraz P J=12,3 oznaczaja wspolczynniki korelacji. Pierwsza ma-

cierz (ex) zaklada, ze wszystkie wspotczynniki korelacji sa jednakowe, podczas
gdy druga (un) dopuszcza r6zne wspotczynniki dla kazdej pary zmiennych. Ma-
cierze korelacji (14) pozwalaja zbada¢ zaleznoSci, jakie moga wystgpowac po-
migdzy trzema badanymi produktami rolnymi notowanymi na gietdzie towaro-
wej w Chicago, mianowicie: kukurydza, soja i pszenica. W przypadku macierzy
ex wyestymowane wspolczynniki korelacji sa takie same, co mozemy zinterpre-
towac¢ nie tylko jako dowdd silnej Iub stabej zalezno$ci pomiedzy cenami kazdej
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z par produktow, lecz takze jako przejaw wysokiego stopnia jednorodno$ci gru-
py produktéow rolnych pod wzgledem struktury wewngtrznych zaleznosci.
W macierzy un wspotczynniki korelacji sa z kolei rézne, co oznacza, ze mimo
przynaleznos$ci do tej samej kategorii produktow rolnych, kazda para produktow
powinna by¢ rozpatrywana oddzielnie z punktu widzenia jej struktury zaleznosci.

Whioski otrzymane na podstawie badania dobroci dopasowania réznych
rozktadow teoretycznych do szeregu przefiltrowanych cen produktéw rolnych
dowodza, ze rozklady, ktore najlepiej nadaja si¢ do opisu to skalowany rozklad
t-studenta (dla kukurydzy) oraz rodzina rozktadéw a-stabilnych (dla soi i pszenicy).
Uzycie dystrybuant odpowiednich rozkladéw z parametrami wyestymowanymi
na podstawie danych empirycznych daje zatem wystarczajaca podstaweg do
twierdzenia, ze przetransformowany za pomoca dystrybuanty szereg ma rozktad
jednostajny. Na podstawie skonstruowanych w ten sposob szeregdw danych
przeprowadzono nastgpnie estymacj¢ parametrow rozwazanych kopuli (drugi
etap estymacji). Wyniki zostaty zebrane w tabeli 1.

Tabela 1

Wyniki estymacji parametréw kopuli

kukurydza—soja kukurydza — soja— pszenica
P P pszenica o, Ps
Kopula 0,5025 0,6005 0,4926 0,4077
Gaussa (4,453E-03) (5,060E-03) (5,915E-03) (7,248E-03)
Kopula 0,5078 0,6107 0,4966 0,4100
t-studenta (2,139E-04) (1,579E-04) (1,562E-04) (8,188E-05)

* ‘W nawiasach okraglych podano wartosci btedow estymacji odpowiednich parametrow.

Kolejnym etapem badania byto sprawdzenie, czy struktura zalezno$ci opi-
sana za pomocg wyestymowanych kopuli jest dostatecznym przyblizeniem rze-
czywistosci i nadaje si¢ do modelowania danych empirycznych. W tym celu za-
stosowano test dobroci dopasowania, opierajacy si¢ na statystyce Cramer-Mises,
dla ktorej wartos$ci krytyczne zostaty wyznaczone za pomoca boostrapu parame-
trycznego. Wyniki testowania dobroci dopasowania znajduja si¢ w tabeli 2.

Tabela 2

Wyniki testowania dobroci dopasowania kopul

Kopula Macierz Statystyka Cramer-Mises
ex 0,4759%%*%*
Kopula Gaussa un 022205
ex 0,3012%%*
Kopulat-studenta un 0.1212

* — istotno$¢ na poziomie 10%, ** — istotno$¢ na poziomie 5%, *** — istotno$¢ na poziomie 1%.
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Obraz wylaniajacy si¢ z wynikéw testow dobroci dopasowania wskazuje
jednoznacznie na odrzucenie kopuli normalnej jako przydatnej do opisu zalezno-
$ci migdzy badanymi produktami rolnymi zaréwno dla macierzy wskazujacej na
jednakowe wspotczynniki korelacji, jak i dla macierzy o réznych wspoétczynni-
kach korelacji. W przypadku kopuli #-studenta wskazania testéw dobroci dopa-
sowania sg rozne dla hipotezy o rownych wszystkich wspotczynnikach korelacji
(macierz ex) oraz hipotezy zaktadajacej r6zne wspodtczynniki korelacji dla kazde;j
pary badanych produktéw rolnych (macierz un). O ile bowiem w pierwszym
przypadku statystyka testowa jest istotna na wysokim (1%) poziomie istotnosci,
w drugim — brak podstaw do odrzucenia hipotezy na zwyczajowo przyjmowa-
nym poziomie istotno$ci (statystyka testowa pozostaje nieistotna nawet dla 10%
poziomu istotnoséci). Otrzymane wyniki empiryczne wskazuja zatem jedno-
znacznie na kopule #-studenta jako wtasciwa do opisu wspotzaleznos$ci cen pro-
duktéw rolnych. Kazda para produktow powinna jednak by¢ rozpatrywana od-
dzielnie, co wyraza niestrukturyzowana macierz korelacji.

Podsumowanie

W artykule tym autorzy zbadali zalezno$ci, jakie moga wystepowaé pomig-
dzy produktami rolnymi notowanymi na gietdzie towarowej w Chicago. Probe
badawcza stanowily trzy podstawowe produkty, a mianowicie: kukurydza, soja
oraz pszenica. Okreslenie struktury zalezno$ci ma istotne znaczenie w zarzadza-
niu instrumentami finansowymi, a btgdna interpretacja sity powiazan moze pro-
wadzi¢ do niewlasciwych decyzji inwestycyjnych. Wyniki empiryczne dostar-
czyly przekonujacych dowoddéw, ze kopula t-studenta zdecydowanie lepiej
modeluje zalezno$ci pomigdzy badanymi produktami rolnymi niz kopula Gaus-
sa. Wyestymowane wspotczynniki korelacji okazaly si¢ natomiast rézne dla
kazdej pary zmiennych, co moze sugerowac znaczne zrdznicowanie wiasnosci
cen poszczegolnych produktow rolnych migdzy soba.

Niniejsze badanie jest pierwszym zamiarem autor6w w powyzszym obsza-
rze. Jako takie nie stanowi ono kompleksowego ujecia badanego problemu, lecz
raczej pierwszy krok na drodze wiodacej ku temu celowi. Prezentowane wyniki
nalezy zatem ocenia¢ przez pryzmat ograniczen przyjgtego podejscia. Autorzy
sa ich w pelni $wiadomi i maja nadziej¢ na kontynuowanie badan w powyzszym
zakresie w przysztosci, w celu wyeliminowania przynajmniej niektorych z nich.
Wysitek badawczy powinien si¢ skoncentrowaé w szczego6lnosci na dwoch ob-
szarach. Pierwszym z nich jest petniejsze zweryfikowanie zalozen dotyczacych
rozktadow brzegowych modelowanych kopuli. Wydaje si¢ celowe rozwazenie
alternatywnych modeli cen, w tym modeli klasy GARCH i ARIMA-GARCH
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oraz poglebione testowanie hipotezy przetransformowanych szeregow reszt.
Drugim obszarem, w ktorym autorzy dostrzegaja mozliwo$¢ ulepszen jest dobor
wyjsciowego zbioru funkcji kopuli do przetestowania. Oprocz kopuli normalne;j
oraz t-studenta, warto rowniez uwzgledni¢ kopule, ktére dopuszczaja asyme-
tryczna relacje w ogonach rozktadu.
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COPULA-BASED MODELING THE CORRELATIONS BETWEEN
COMMODITY FUTURES PRICES QUOTED ON THE CME

Summary

The goal of this article was to investigate the correlations between futures prices of
commodities quoted on the CME. The sample includes corn, soybeans and wheat. Using
ARIMA model for which best parameterization was identified based upon the AIC valu-
e, the raw time series of the prices for the contract with the shortest time left to expira-
tion were subject to the process of removing a stochastic trend as well as autocorrelation.
The transformed time series were then used as an input in fitting various theoretical di-
stributions whose practical importance in describing the process of prices had been
proven in the literature. The unknown parameters were estimated by means of the ML.
Three different tests, namely %, Kolomogorov and AD, were employed in order to inve-
stigate/verify the goodness-of-fit of these distributions. Finally, the parameters of normal
as well as t copulas were estimated by means of the two-step ML method, with different
hypotheses concerning the form of a correlation matrix. The goodness-of-fit test based
on Cramer-Mises statistic was used to choose between the alternative copulas, with the
critical values being obtained via non-parametric boostrap.
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MIARY INTENSYWNOSCI ZACHOWAN
ROZWAZNYCH

Wprowadzenie

Koncepcja awersji do ryzyka ma fundamentalne znaczenie dla wspolczes-
nych badan zwiazanych z analiza ryzyka w dziatalnosci ekonomicznej. Decy-
dent, ktorego uzytecznos$¢ (U) bogactwa (W) ro$nie w tempie malejacym wykazu-
je awersje do ryzyka. W kontekscie teorii oczekiwanej uzyteczno$ci, jesli u(w)
jest dodatnio okreslona funkcja uzyteczno$ci, wowczas wklgstos¢ (wypuktosc)
tej funkcji warunkuje awersje (sktonno$¢) do ryzyka. O tym, jak bardzo decy-
dent jest niechetny ryzyku mowia miary wzglednej i bezwzglednej awersji do
ryzyka wprowadzone przez Arrowa i Pratta. Koncepcja awersji do ryzyka oraz
sposob mierzenia sily tej awersji sa powszechnie przyjmowane w badaniach
dotyczacych ryzyka ekonomicznego. Wilasnos¢ malejacej awersji do ryzyka
w decyzjach inwestycyjnych jest uwazana za jedna z wazniejszych wlasnosci
pozwalajacej w sposob wiarygodny porownywaé relacje pomigdzy stanem po-
siadania a ryzykiem podejmowanym przez inwestora. Osoba charakteryzujaca
si¢ malejaca absolutna awersja do ryzyka, podejmujac decyzje inwestycyjne,
wraz ze wzrostem swojego stanu posiadania wykazuje zwigkszony popyt na
ryzykowne walory. Klasa funkcji uzytecznosci z malejaca absolutng awersja do
ryzyka, nazywana wlasciwa uzytecznoscia, byta w sposob szczegotowy anali-
zowana przez Pratta i Zeckhausera [1987].

Od pewnego czasu awersja do ryzyka jest taczona z zachowaniami okresla-
nymi mianem rozwaznych (roztropnych) i zwiazkiem z oszczedzaniem lub ogra-
niczaniem konsumpcji. Tak rozumiane oszcz¢dzanie ma zapobiega¢ skutkom
ryzyka niepewnego przysztego stanu posiadania. Rozwaga moze by¢ definiowana
jako cecha osobowosci zwiazana z okreslonym zachowaniem si¢ w sytuacji ryzy-
ka lub na gruncie teorii oczekiwanej uzyteczno$ci jako wypuklo§¢ marginalnej
uzyteczno$ci. Okreslenie ,,rozwaga” (ang. prudence) w konteksécie osoby z awer-
sja do ryzyka po raz pierwszy zostalo wprowadzone przez Kimballa [1990],
a dokonanie przedefiniowania miar Pratta-Arrowa dato formalne podstawy teorii
dotyczacej zapobiegawczych zachowan decydenta w odpowiedzi na ryzyko.
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W szczegodlnosci takie zachowania dotycza oszczedzania lub ubezpieczania si¢
na wypadek efektow losowych decyzji i zdarzen (utrata pracy, zdrowia). Leland
[1968] okreslit zapobiegawcze oszczedzanie jako akumulacje bogactwa bgdaca
odpowiedzia na ryzyko i wykazatl zwiazek takiego zachowania z wypukloScia
marginalnej uzytecznos$ci.

1. Zachowania rozwazne w sytuacji ryzyka

Decydent jest okreslany jako rozwazny, jesli jego relacja preferencji w zbiorze
losowych decyzji jest okreslonego typu. Dla dalszych rozwazan przyjmijmy
nastgpujace oznaczenia:

W — bogactwo, stan posiadania,

W, — biezacy stan posiadania,

k — wielkos¢ redukcji (obnizenia) stanu posiadania oraz k> 0,
X — zmienna losowa spetniajaca warunek E(X) = 0.

Mowimy, ze relacja preferencji wyraza niechg¢¢ do ryzyka, jesli stan posia-
dania Wy jest preferowany nad kazdy inny losowy wWp +X dla dowolnej wartosci
Wy i dowolnego rozktadu X spetiajacego E(X) = 0. Decydent ma awersje do
ryzyka, jesli decyzja D zawsze jest nie gorsza niz D', gdzie D = {(wp, 1)} i D" =
= {(Wo, 0,5), (Wo+ X, 0,5)}.

W celu okreslenia relacji preferencji decydenta zachowujacego si¢ rozwaz-
nie rozpatrzmy nastgpujace dwie losowe decyzje:

D1 = {(wo-k; 0,5), (Wo+X; 0,5)} (M
D2 = {(Wo; 0,5), (Wo -k+X; 0,5)}, )

gdzie k> 0 oraz E(X) = 0 i V*(X) = °.

Mowimy, ze decydent z awersja do ryzyka jest rozwazny, jesli dla kazdego k> 0
decyzja D1 jest zawsze bardziej preferowana niz D2. Parametry rozktadu loso-
wych wariantow decyzyjnych sa nastgpujace:

E(D1) = E(D2) = wo— 0,5k
V3(D1) = VA(D2) = 0,56* +0,25 K

Wobec rownosci parametréw decyzje D1 i D2 sa rownowazne w sensie wartosci
oczekiwanej 1 wariancji. Warianty r6znia si¢ natomiast trzecimi momentami cen-
tralnymi odpowiednio rownymi ps3(D1) = 0,5y5+0,75ko?, p3(D2) = 0,5 5 - 0,75ka?,
gdzie y; jest trzecim momentem centralnym zmiennej X.
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W zwiazku z tym, ze trzeci moment rozktadu mowi o skosnosci tego roz-
ktadu, to preferencje wyboru decydenta rozwaznego sa zwiazane z rodzajem
asymetrii rozktadow losowych wariantow decyzyjnych.

Na gruncie teorii oczekiwanej uzytecznosci preferencja decyzji D1 nad D2
oznacza, ze uzytecznos¢ D1 jest nie mniejsza niz uzyteczno$¢ D2. Oznaczajac
przez u(w) funkcje uzytecznosci von Neumanna i Morgensterna mamy, ze u(D1) >
> u(D2). Korzystajac z okreslen (1) i (2) prawda jest, ze U(Wp -K) + E[u(Wwo + X)] >
> u(Wp) + E[u(wg -k + X)]. Grupujac odpowiednio sktadniki otrzymujemy nie-
réwnos¢ migdzy premia za ryzyko dla biezacej wartosci Wy 1 premia dla zredu-
kowanego bogactwa Wy 0 warto$¢ K postaci:

E[u(Wo + X)] - u(Wo) = E[U(Wo - K+ X)] - u(Wo - K). 3)

Dla decydenta z awersja do ryzyka warunek u” (W) < 0 jest rownowazny z ujemna
premig za ryzyko. Na podstawie zatozen o funkcji uzytecznosci i nierdownosci Jen-
sena (3) dla marginalnej uzyteczno$ci zachodzi nierd6wno$¢ nastepujaca:

E[U'(Wo + X)] — U'(Wo) 2 E[U" (Wo - K+ X)] —U' (W - K). 4)

Nierownos¢ (4) mowi, ze premia za rozwage jest wyzsza, jesli ryzyko do-
dane jest do wigkszej wartosci. Eeckhoudt i Schlesinger [2006] wykazali, ze
wypukto$¢ marginalnej uzytecznosci (U (W) > 0) jest warunkiem réwnowaznym
nieujemnosci premii za rozwage. Zachowanie rozwazne to zatem preferowanie
dotaczenia losowego zysku o warto$ci oczekiwanej rownej zero do biezacego
stanu posiadania zamiast dotaczenie go do kapitalu pomniejszonego o pewna
warto$¢ K. Decydent rozwazny ma wigksza wolg zaakceptowania dodatkowego
ryzyka wtedy, kiedy jego stan posiadania jest wyzszy. Przejawem rozwagi jest
zachowanie polegajace na potrzebie zapobiegawczego oszcze¢dzania na wypadek
ryzyka. Tak rozumiana rozwaga bardziej odnosi si¢ do optymalnego sposobu
zachowania si¢ decydenta niz do cechy jego osobowosci.

2. Rozwaga w modelu konsumpcji

W ramach teorii oczekiwanej uzyteczno$ci rozwage¢ mozna opisa¢ jako
dzialanie zgodne z optymalnym rozwiazaniem dwuokresowego modelu kon-
sumpcji szczegodlnego typu. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze zmienna losowa X
ma dwupunktowy rozktad prawdopodobienstwa:

X={(Wi, p), (W, 1-p)}.
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Problem decydenta z awersja do ryzyka i funkcja uzytecznosci U(w) polega
na okresleniu dla okresu t; optymalnej konsumpcji ¢, tak, aby suma oczekiwa-
nych uzytecznosci C; i losowego stanu posiadania w okresie t, byta maksymalna.
Jesli stan posiadania decydenta w okresie 1 jest rOwny Wp 1 przeznaczy on na
konsumpcje ¢, to nieznany przyszty stan bogactwa W jest zmienna losowa:

W(C1) = {( Wo - C1+ Wy), P), (Wo - C1t Wa, 1-p)}.

Oczekiwana uzyteczno$¢ przyszltego bogactwa wyraza si¢ nastepujaco
E[u(w(cy))] = p- UWp - C1+ Wy) + (1-p)- U(Wp - C1+ W»), zatem zadanie sprowadza
si¢ do znalezienia warto$ci Cy, dla ktorej taczna uzytecznos¢ u(c;) + E[u(w(cy))]
jest maksymalna. Funkcja uzytecznosci jest wklgsta, wigc warto$¢ zerowa
pierwszej pochodnej jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia
maksimum lokalnego. Warto$é ¢ , dla ktérej zachodzi réwnanie:

U(C) - p-U(Wo - C + Wi) - (1-p)- U(Wo - C + Wp) =0
jest optymalna wielko$cig konsumpcji w okresie t; oraz
u'(c’) = E[u' (W], ()
gdziew=wp-C + X.
Konstrukcja funkcji uzytecznosci decydenta z awersja do ryzyka pozwa-
la okresli¢ premig za ryzyko jako wartos¢ kapitatu nt, dla ktorej zachodzi row-

no$¢ E[u(w)] = U[E(W) - r]. Kimball [1990] przyjmujac podobna konstrukcje
wprowadza pojgcie premii za rozwage ¢ w nastepujacy sposob:

E[u'(W)] = U[EW) - ¢]. (6)
Z zaleznosci (5) 1 (6) dla optymalnej konsumpcji mamy réwnosc¢
u'(c) = U'[E(W) - ¢], skad otrzymujemy zwiazek ¢ =Wp - ¢ + E(X) - 0.
Zatem optymalna konsumpcja dla uproszczonego modelu jest rowna:

¢ =0,5[Wo + E(X) - ¢].

3. Miary intensywnosci zachowan rozwaznych

Decydent z awersja do ryzyka jest rozwazny, jesli jego marginalna uzytecz-
no$¢ jest funkcja wypukta, czyli trzecia pochodna funkcji uzytecznosci jest nie-
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ujemna. Kimball [1990] dokonat redefinicji miar sily awersji do ryzyka i wpro-
wadzil odpowiednie miary stopnia intensywno$ci rozwagi. Analogicznie do
miary bezwzglednej awersji do ryzyka A(w) — (ang. absolute risk aversion):
u”(W)

A(W) =—
(W) Tw)

okreslono miarg bezwzglednej intensywnosci rozwagi AP(w) — (ang. absolute
prudance) nastepujaco:

u”(w)

AP(W) = — o’

(7)

gdzie W jest mozliwym stanem posiadania wyrazanym w jednostkach pienigz-
nych. Dla stanu bogactwa w wartos¢ AP(W) mierzy intensywnos$¢ zapobie-
gawczego oszczedzania na okolicznos¢ ryzyka.

W podobny sposob odpowiednikiem miary wzglednej awersji do ryzyka R(w):
u”(W)

u'(w)

jest miara wzglednej intensywnosci rozwagi AP(W) — (ang. relative prudance)

R(w) =-w

=W- A(W)

B W' um(W)

RPW) ==

(®)

Roézniczkujac obustronnie miary awersji do ryzyka i dokonujac prostych
przeksztatcen otrzymujemy nastgpujace zwiazki:

A'(w)
AP(W) = A(w) ——— 9
(W) = Aw) —— W) 9)
w- A'(w)
RP(w) = R(w) - ————. 10
(W) = R(wW) —— W) (10)

Latwo zauwazy¢, ze wielko$ci zmian A(W) i AP(W) oraz R(w) i RP(W) sa ze
soba $cisle powiazane. W zaleznos$ci od monotoniczno$ci miary A(W) obserwuje
si¢ szczegoOlne wlasnosci miary AP(w). Funkcje uzytecznosci sa nazywane typu
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DARA, jesli bezwzgledna awersja do ryzyka jest malejaca (A’ (W) < 0), a typu
IARA, jesli bezwzgledna awersja do ryzyka jest rosnaca (A’ (W) > 0) oraz typu
CARA, jesli bezwzgledna awersja do ryzyka jest stata (A’ (w) = 0).

Dla decydenta o uzytecznosci typu DARA zachodzi nierdéwnos¢ AP(W) > A(W).
Mowimy, ze jest on bardziej rozwazny niz niechetny ryzyku, czyli chetniej po-
dejmuje dziatania zapobiegawcze na wypadek ryzyka niz dziatania zmierzajace
do unikniecia ryzyka. Ponadto AP(W) jest funkcja malejaca, wigc ze wzrostem
bogactwa intensywnos$¢ zapobiegawczego oszczedzania maleje.

Dla decydenta o uzytecznosci typu IARA zachodzi nieréwnos¢ AP(w) < A(w).
W tym przypadku awersja do ryzyka jest wigksza niz motywacja zapobie-
gawczego oszczedzania, zatem oszczedzanie tylko uzupetnia dziatania zmierza-
jace do udzwignigcia skutkow ryzyka.

Dla funkcji typu CARA zachodzi rownos¢ AP(W) = A(W), zatem dzialania
zapobiegajace ryzyku sa niezalezne od wielko$ci stanu posiadania. Analogiczne
zwiazki zachodza dla miar intensywnosci wzglednej rozwagi RP(w).

Tradycyjnie w badaniach i zastosowaniach teorii oczekiwanej uzytecznosci
sa wykorzystywane funkcje uzytecznosci, dla ktérych miary Arrowa-Pratta sa
monotoniczne lub state dla w > 0. W szczegolnosci takie funkcje uzytecznosci,
ktorych marginalne uzyteczno$ci naleza do klasy funkcji w pelni monotonicz-
nych', co oznacza, ze znaki kolejnych pochodnych zmieniaja si¢ naprzemiennie
(U'(W) >0, u" (W) <0, u”’(w) >0, u” (w) <0, ...). Caballe i Pomansky [1996]
wykazali szereg matematycznych wiasnosci funkcji w petni monotonicznych
oraz miar awersji do ryzyka w sytuacji, kiedy marginalna uzyteczno$¢ jest
w pelni monotoniczna. Dla tak okreslonych funkcji uzyteczno$ci przedstawiono
wlasno$ci mieszanej awersji do ryzyka.

Obserwujac decyzje niektorych inwestorow z awersja do ryzyka, mozna za-
uwazy¢, ze od pewnego poziomu stanu posiadania zmienia si¢ ich strategia in-
westycyjna, ktora jest wyjasniana zmiang kierunku monotonicznosci bez-
wzglednej awersji do ryzyka A(w). Jesli istnieje taki poziom bogactwa Wy, ze dla
W < W inwestor jest sktonny zmniejszaé liczbg waloréw ryzykownych w swoim
portfelu, a dla w > wp zwigkszaé ich liczbe, woéwczas jego bezwzgledna awersja
do ryzyka jest malejaca w przedziale (0, Wp) oraz rosnaca w przedziale (Wo, +o0).
Funkcja uzytecznosci takiego inwestora nie nalezy do zadnych z omawianych
wczesniej typow funkcji uzytecznosci. W dalszej kolejnosci sa analizowane takie
funkcje uzytecznosci, ktorych miary awersji do ryzyka sa przedzialami monotonicz-
nymi lub maja ekstrema lokalne. W celu zbadania zalezno$ci pomi¢dzy omawiany-
mi miarami awersji do ryzyka i intensywnoscia zachowan rozwaznych, bedzie wy-
korzystywana zalezno$¢ rownowazna do (9) o nastgpujacej postaci:

' Funkcja rzeczywista f(w) okreslona dla w > 0 jest w pelni monotoniczna, jesli pochodne wszystkich
stopni istnieja oraz jest speniony warunek (-1)"f™(w) > 0 dla kazdegowin=0,1,2,....
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A (W) = AW[AW) - AR(W)]. (1D

Zalozmy, Ze istnieje takie W, ze A'(W) = 0 oraz U(W) nie jest typu CARA.
Z zaleznosci (11) mamy, ze AW ) = AP(W), czyli wykresy miar A(W) i AP(w)
przecinaja sie¢ w punkcie o wspohrzednych (W, A(W)). Mozna wykazaé, ze jesli
funkcja A(W) osiaga tylko w punkcie W jedno ekstremum lokalne, to jesli jest to
maksimum, wowczas dla W< W zachodzi nieréwnos¢ A(wW) > AP(W) oraz dla
W > W nierdwno$é przeciwna A(w) < AP(W). W sytuacji kiedy A(W) osiaga mi-
nimum lokalne, nierd6wnosci miedzy warto§ciami miar sa odwrotne. Szczegdlne
zwiazki pomigdzy ekstremami lokalnymi bezwzglednych miar awersji i rozwagi
zostaly wykazane w pracy Maggiego i in. [2006]. Pokazano, ze je$li miara bez-
wzglednej rozwagi ma tylko jedno ekstremum i jest to minimum lokalne osiaga-
ne w punkcie W, to miara bezwzglednej awersji do ryzyka rowniez ma tylko
minimum lokalne osiagane w punkcie W < wy . W sytuacji kiedy AP(w) ma
tylko maksimum lokalne w punkcie Wy, to miara bezwzglednej awersji do ryzyka
rowniez ma tylko maksimum lokalne osiagane w punkcie W > Wy, Dla decydenta
charakteryzujacego si¢ miara bezwzglednej awersji do ryzyka z jednym ekstre-
mum lokalnym, optymalna nieche¢ do ryzyka jest zwiazana z innym stanem
posiadania niz ten, dla ktérego intensywnos$¢ dziatan zwiazanych z zapobiegaw-
czym oszczedzaniem jest optymalna.

Przyktadem funkcji uzytecznosci, ktérej miara bezwzglednej awersji do ry-
zyka nie jest monotoniczna, jest nastgpujaca ztozona funkcja wyktadnicza:

U (W) = —5exp(=0,5W — /W) +5. (12)

Funkcja (12) spetnia warunki znakéw pochodnych (marginalna uzytecznosé
jest w pelni monotoniczna) oraz miara bezwzglednej awersji do ryzyka ma jedno
ekstremum lokalne i jest to minimum osiagane w punkcie P1(0,69; 0,86), a miara
bezwzglednej intensywnosci rozwagi osiaga minimum lokalne w punkcie P2 (0,98;
0,25). Na rysunku 1 przedstawiono wykresy miar A(W) i AP(W) dla funkcji (12).
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Rys. 1. Wykresy u (w) , A(w) i AP(w)

Podsumowanie

W teorii oczekiwanej uzytecznosci profil decydenta charakteryzuja wlasno-
$ci funkcji uzytecznosci oraz zasada decyzyjna. W szczeg6lnosci znak kolejnych
pochodnych funkcji uzytecznosci zawiera peilna informacjg o jego stosunku do
ryzyka i zachowaniach decyzyjnych. Rozwaga i powsciagliwos$¢ sa traktowane
jako takie mozliwe zachowania w sytuacji ryzyka, ktorych intensywno$¢ mozna
mierzy¢ za pomoca pochodnych wyzszych stopni funkcji uzytecznosci. W szcze-
golnosci oszczgdzanie traktowane jako zabezpieczenie przed ryzykiem, a nie
jako sposob inwestowania nadwyzki kapitatu, Swiadczy o rozwaznym zachowa-
niu decydenta. Przejawem rozwagi sa rowniez dziatania zmierzajace do opty-
malnego okreslenia wielkosci $rodkow przeznaczanych na konsumpcj¢ w po-
szczegblnych okresach oraz sposobu alokacji aktywow.

Wtlasnosci miar intensywno$ci dziatan rozwaznych zaleza od wlasnosci
miar Pratta-Arrowa. W zastosowaniach i przyktadach numerycznych powszech-
nie sa stosowane funkcje uzytecznosci, ktorych bezwzgledne miary awersji do
ryzyka sa monotoniczne lub state. W pracy pokazano zwiazki pomigdzy miarami
sity awersji do ryzyka a intensywnosci dziatan rozwaznych dla roznych typow
funkcji uzytecznosci, w szczegdlnosci kiedy sita awersji do ryzyka moze by¢
przedziatami monotoniczna lub tez dla pewnych poziomdéw stany posiadania
moga osiaga¢ wielko$ci optymalne. Dla takich sytuacji zachowania decydentow
moga by¢ wykorzystywane w szeroko rozumianej praktyce decyzyjnej. Informa-
cje o zachowaniach klientéw bankéw czy agencji ubezpieczeniowych mozna
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uzyska¢ interpretujac zwiazki migdzy ekstremami lokalnymi bezwzglednych
miar awersji do ryzyka i stopnia rozwagi. Jesli dla osoby najmniejszy stopief
intensywnosci rozwagi jest zwigzany ze stanem posiadania W, to najmniejsza
nieche¢ do ryzyka tej osoby jest odczuwana dla stanu posiadania nie wigkszego
niz Wo. Jesli najwigkszy stopien intensywnos$ci rozwagi jest natomiast zwigzany
ze stanem posiadania Wy, to najwigksza nieche¢ do ryzyka dotyczy stanu posia-
dania nie mniejszego niz W, czyli najwyzsza intensywno$¢ dziatan rozwaznych
(zapobiegawczego oszczedzania) wyprzedza najwigksza bezwzgledng niecheé¢ do
ryzyka w odniesieniu do bogactwa.
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MEASURE OF THE INTENSITY OF PRUDENT BEHAVIOR

Summary

The behavior of the risk averse decision-maker is prudent if the precautionary
saving activities are taken to avoid risk. Prudence is defined as a particular type of the
preference relation over uncertain choices. Our goal in this paper is to show the relation-
ship between the Arrow-Pratt coefficient of the risk aversion and the measure of the
intensity of prudence. The properties of the utility function expressing prudence behavior
are presented and the particular class of utility functions with non monotonic absolute
risk aversion coefficient is considered.
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MODELE WYBORU PORTFELA AKCJI
Z WARUNKIEM DOMINACJI LUB PRAWIE
DOMINACJI STOCHASTYCZNYCH

Wprowadzenie

Problemy decyzyjne w warunkach niepewnosci dotycza zwykle wyborow
migdzy losowymi wariantami decyzyjnymi. Dla racjonalnego decydenta ze zna-
ng funkcja uzytecznosci najlepszym losowym wariantem decyzyjnym jest ten, kto-
remu odpowiada np. maksymalna oczekiwana uzyteczno$¢. TrudnoSci w okresleniu
doktadnej postaci funkcji uzyteczno$ci sprawiaja jednak, iz w praktyce najbar-
dziej pozadanymi sa zasady decyzyjne reprezentujace wybory wszystkich lub
prawie wszystkich decydentoéw, ktorych funkcje uzytecznos$ci posiadaja jedynie
pewne ogodlne cechy. Zasadami wyboru spelniajacymi wspomniane postulaty sa
dominacje stochastyczne lub prawie dominacje stochastyczne.

Zasady dominacji stochastycznych oparte na funkcji dystrybuanty wprowa-
dzili w matematyce Mann i Whitney [1947] oraz Lehmann [1955], za§ w eko-
nomii Quirk i Saposnik [1962], Hadar i Russel [1969], Hanoch i Levy [1969]
oraz Rothschild i Stiglitz [1970, 1971]. Od lat zasady dominacji stochastycznych
sa wykorzystywane jako narzedzie wspomagajace podejmowanie decyzji
w réznych obszarach ekonomii i zarzadzania. Celem pracy jest konstrukcja mo-
deli wspomagajacych wybdr optymalnego portfela akcji dominujacego portfel
wzorcowy w sensie prawie dominacji stochastycznych pierwszego lub drugiego
stopnia oraz przedstawienie przyktadow ich zastosowania'.

1. Dominacje stochastyczne i prawie dominacje stochastyczne

Zasady dominacji stochastycznych umozliwiaja podziat losowych alterna-
tyw na zdominowane i niezdominowane. Rozwazmy dwie inwestycje (dwa port-

' Pierwsza propozycje modelu z warunkiem prawie dominacji stochastycznej stopnia drugiego
przy zatozeniu réznych skokowych rozktadow wyznaczanego portfela i portfela wzorcowego
przedstawiono w pracy Michalskiej [2011].



Modele wyboru portfela akcji z warunkiem dominacji... 89

fele) X i Y wraz z odpowiadajacymi im funkcjami dystrybuanty stop zwrotu F,
i F, oraz zbior S stanowiacy taczny zbior realizacji zmiennych losowych X i Y.

FSD: Inwestycja X dominuje ¥ w sensie dominacji stochastycznej pierwszego
stopnia, co zapiszemy X FSDY , wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego » € S

zachodzi nierownos¢ F', (r)—F, (r) <0 oraz przynajmniej dla jednej wartosci
re§ zachodzi F(r)—F,(r)<0.
SSD: Inwestycja X dominuje ¥ w sensie dominacji stochastycznej drugiego stop-

nia, co zapiszemy X SSDY , wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego » € S zachodzi

nierownos¢ F\> (r)—F,”(r) <0 oraz przynajmniej dla jednej wartosci re S
zachodzi F)((z) (r)— FY(Z) (r)<0, gdzie FO(r)= J.FX () dt> F(r)= ij (t) dt -

Kryteria dominacji stochastycznych (w ich tradycyjnym rozumieniu) nie
zawsze potwierdzaja intuicyjne wybory wigkszosci ,,rozsadnych” inwestorow,
co pokazuje nastgpujacy przyktad:

Przyklad 1. Inwestycja X to zysk 1 zt z prawdopodobienstwem 0,01 i 100 zt z praw-
dopodobienstwem 0,99, za$ inwestycja ¥ to pewny zysk wynoszacy 2 zt. Wykresy
odpowiednich prawdopodobienstw skumulowanych przedstawiono na rysunku 1.

s
<

0,01+

Fx

>
b o e - -

v

1 100

Rys.1. Wykres prawdopodobienstw skumulowanych Fx i Fy

NS}

Inwestycja X nie dominuje inwestycji ¥ ani w sensie dominacji pierw-
szego ani drugiego stopnia, jednak wigkszos¢ ,,rozsadnych” inwestorow (jesli
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nie wszyscy) bedzie preferowa¢ X nad Y. Ponadto obszar A odpowiadajacy
przedziatowi, w ktorym inwestycja ¥ dominuje X jest bardzo maty w stosun-
ku do obszaru B odpowiadajacego przedziatowi, w ktorym inwestycja X domi-
nuje Y w sensie dominacji stopnia pierwszego. Powiemy zatem, ze inwestycja
X ,prawie” dominuje inwestycje ¥ w sensie dominacji stochastycznej stopnia
pierwszego. Podobne przyktady sktonity Leshno i Levy’ego do zaproponowania
w 2002 r. ,,ztagodzonych” warunkéw dominacji stochastycznych w postaci kon-
cepcji prawie dominacji stochastycznych LL-ASD (Leshno Levy-Almost Sto-
chastic Dominance) — [Leshno i Levy 2002].

LL-AFSD: Inwestycja X dominuje inwestycje ¥ w sensie LL-prawie domina-
cji stochastycznej stopnia pierwszego LL-AFSD, wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nigje €, 0 <e<e*, taki, ze

[(Fy ()= F,())dr <s[| Fy ()= Fy (r) | dr,

S, s

gdzie S jest tacznym zbiorem realizacji zmiennych losowych X i Y oraz
S, ={reS:F,(r)<F,(r)}.

LL-ASSD: Inwestycja X dominuje inwestycj¢ ¥ w sensie LL-prawie domina-
cji stochastycznej stopnia drugiego LL-ASSD, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
e, 0<eg<e*,taki, ze

[(F ()= Fy (m)dr <&[| Fy (1) = F, (r) | dr

S, s

oraz

E(X)>E®X),
gdzie S jest tacznym zbiorem realizacji zmiennych losowych X i Y oraz
S,={reS, :F?r)<FP ).

Zarowno dla prawie dominacji stochastycznych rzedu pierwszego, jak i dru-
giego przyjmuje sig, ze warto§¢ parametru € zwiazanego z obserwowanym ob-
szarem niezgodnosci powinna by¢ mniejsza niz €*=0,5 .

W rozwazanym wcze$niej przyktadzie X nie dominuje ¥ w sensie domi-
nacji pierwszego ani drugiego stopnia, ale dominuje ¥ w sensie LL-AFSD,
poniewaz €~ 0,000103 <0,5. Warunki prawie dominacji stochastycznych
Leshno i Levy’ego moga by¢ z tatwoscia wykorzystane w sytuacji, gdy bada si¢
istnienie relacji dominacji pomigdzy danymi portfelami, jednak znalezienie przy
ich pomocy portfela dominujacego dany portfel (w sensie LL-ASD) w nieskon-
czonym zbiorze mozliwych portfeli moze by¢ praktycznie niewykonalne. Fakt
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ten przyczynil si¢ do zaproponowania przez Lizyayeva nastepujacych definicji
prawie dominacji stochastycznych [Lizyayev 2010]:

AFSD: Inwestycja X dominuje Y w sensie prawie dominacji stochastycznej
pierwszego stopnia, co zapiszemy X AFSDY, wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego r € § zachodzi nierowno$¢ F, (r)—F,(r)<e.

ASSD: Inwestycja X dominuje Y w sensie prawie dominacji stochastycznej
drugiego stopnia, co zapiszemy X ASSDY , wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz-
dego 7 € S zachodzi nierownosé F\P (r)—F”(r)<e.

Lizyayev proponuje takze nastgpujace rownowazne warunki prawie dominacji
stochastycznej odpowiednio pierwszego i drugiego stopnia [Lizyayev 2010]:
Twierdzenie 1. Zmienna losowa X dominuje zmienng losowa Y w sensie prawie
dominacji stochastycznej pierwszego stopnia, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nie-
ujemna zmienna losowa Z, taka, ze E(Z)<¢€ i X +Z dominuje ¥ w sensie FSD.
Twierdzenie 2. Zmienna losowa X dominuje zmienng losowa Y w sensie prawie
dominacji stochastycznej drugiego stopnia, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nie-
ujemna zmienna losowa Z, taka, ze E(Z)<¢ i X +Z dominuje ¥ w sensie SSD.

Parametr € oznacza najmniejsza warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Z ,
ktora nalezy doda¢ do zmiennej losowej X, by ich suma dominowata dany port-
fel Y. W przyktadzie 1 inwestycja X dominuje ¥ w sensie prawie dominacji
stochastycznych AFSD dla € = 0,01. By zmienna losowa X dominowata Y
(w sensie prawie dominacji stochastycznych stopnia pierwszego), nalezy do X
doda¢ zmienna losowa Z , ktorej warto$¢ oczekiwana wynosi co najmniej 0,01.

2. Modele wyboru optymalnego portfela z warunkiem dominacji
stochastycznych lub prawie dominacji stochastycznych

Podstawowym zatozeniem modelu wyboru optymalnego portfela akcji za-
wierajacego warunki dominacji stochastycznych pierwszego lub drugiego stop-
nia jest istnienie portfela wzorcowego Y o skonczonej wartosci oczekiwanej
stopy zwrotu (moze to by¢ np. wybrany indeks gieldowy). Rozwiazanie takiego
modelu ma na celu znalezienie portfela R, o mozliwie najwigkszej oczekiwanej
stopie zwrotu dominujacego portfel wzorcowy Y .

Niech R, R,,..., R, oznaczaja losowe stopy zwrotu akcji 1,2, ...,n sta-

nowiacych potencjalne sktadniki szukanego portfela, przy czym zaktadamy, ze
warto$¢ oczekiwana E[R;] <00, dla j=1,2,..,n. Ponadto
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W={weR":w+w,+..+w,=Lw 20,;=12,..,n}, gdzie w,w,,...,w,
oznaczaja udzialy akcji 1,2,..,n w portfelu oraz stopa zwrotu portfela
R, =Rw, +R,w, +...+ R, w,. Model wyboru portfela R, zawierajacy warunek

dominacji stopnia pierwszego (FSD) ma posta¢ [Noyan, Rudolf i Ruszczynski 2006]:

max E[R, ]

R, FSDY . (1)
weW

Uwzgledniajac warunek dominacji stochastycznych drugiego stopnia (SSD), model
wyboru portfela akcji formutuje si¢ nastepujaco [Dentcheva i Ruszczynski 2003]:

max E[R, ]

R, SSDY . (2)
weW

W literaturze mozna znalez¢ kilka propozycji modeli ekwiwalentnych do
(1) i (2), przy zatozeniu rozktadu dyskretnego zmiennych losowych R, oraz Y
[Dentcheva i Ruszczynski 2003; Kuosmanen 2004; Noyan, Rudolf i Ruszczyn-
ski 2006]. Prosta posta¢ modelu (1) oraz (2) otrzymamy takze zastgpujac waru-
nek dominacji stochastycznych (odpowiednio pierwszego i drugiego stopnia)
warunkami réwnowaznymi, na podstawie twierdzen 3 i 4, ktoére proponuje
w swojej pracy Luedtke [2008]:
Twierdzenie 3. Niech X i ¥ beda zmiennymi losowymi skokowymi o rozkta-
dach odpowiednio Pr{X =x,}=p,,dla i=1,2,...,m, Pr{Y =y, }=¢q,, dla
k=12,...,s. Zmienna losowa X dominuje zmienna losowa Y w sensie do-
minacji stochastycznej stopnia pierwszego, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz t=[n,] (i=1,2,..,m, k=1,2,...,s) spetniajaca warunki:

Zyk T, <X i=1,2,...,m
ank_ i=1,2,...m

k=1
ipl

i=1

3)

P

-1 k-1
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Twierdzenie 4. Niech X i Y beda zmiennymi losowymi skokowymi o rozkta-
dach odpowiednio Pr{X =x,}=p,,dlai=L2,...,m, Pr{Y =y, }=gq,, dla
k=1,2,...,s. Zmienna losowa X dominuje zmienna losowa Y w sensie do-
minacji stochastycznej stopnia drugiego, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ma-
cierz n=[n,] (i=1,2,...,m, k=1,2,...,s) spetiajaca warunki:

Zyknik <X, i=1,2,...m

k=1

dom, =1 i=1,2,..,m

o (4)
m k-1 k-1

ZpiZni,SZq, k=2,..s

i=1 1=1 =1

n, 20 i=1,2,..mk=1,2,....s.

W obu twierdzeniach zaklada sig bez straty ogolnosci, ze y, <y, <..<y,.
Zastgpujac zmienng losowa X zmienng losowa R, oznaczajaca stopg zwrotu

portfela akeji oraz podstawiajac E(R,) = Z (z W, } p; (gdzie r; —oznacza i-ta

i=1 \_j=1

realizacje losowej stopy zwrotu Rj), po uwzglednieniu warunkow (3) lub od-

powiednio (4), modele wyboru portfela akcji maja posta¢ [Luedtke 2008]:
— dla dominacji stochastycznych stopnia pierwszego (FSD):

i(irzjwj in — max
=1

n
i=1

Zyknik <X, i=1,2,..m

k=1

>om, =1 i=1,2,..,m 5)
k=1

m k-1 k=1

ZpiZn[,SZq, k=2,..s

i=1 I=1 I=1

n, €{0,1} i=1,2,...,mk=12,.,s.

weW
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— dla dominacji stochastycznych stopnia drugiego (SSD):

i=1

m n
Z rW; |p; —> max
j=1

Zyknik <x i=1,2,...,m

k=l

dom, =1 i=1,2,...m (6)
k=1

m k-1 k-1

ZpiZni,Squ k=2,..,s

i=1 I=1 I=1

n, =0 i=1,2,..mk=1,2,..,5s.

weW

W dalszej czgsci pracy zostana zaproponowane modele wyboru portfela akcji

z uwzglednieniem warunkow prawie dominacji stochastycznych. Analogicznie

jak w przypadku modeli (1) i (2), konstruujemy:

— model z warunkiem prawie dominacji stochastycznych stopnia pierwszego
(AFSD):

max E[R, ]

R, AFSDY (7)
weW

— model z warunkiem prawie dominacji stochastycznych stopnia drugiego (ASSD)
max E[R,]

R, ASSDY (8)
weW

Z twierdzen 1 i 3 oraz 2 i 4 wynikaja odpowiednio twierdzenia 5 i 6:

Twierdzenie 5. Niech X i ¥ beda zmiennymi losowymi skokowymi o rozkta-
dach odpowiednio Pr{X =x,}=p,,dlai=L2,...,m, Pr{Y =y, }=gq,, dla
k=12,...,s. Zmienna losowa X dominuje zmienna losowa Y w sensie pra-
wie dominacji stochastycznej stopnia pierwszego, wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje macierz n=[n, | (i=1,2,..,m, k=1,2,...,s) oraz nieujemna zmienna

losowa Z (Pr{Z =z} =p,,dlai=1,2,..., m) spetiajace warunki:
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S
Zyknik <x; +z i=1,2,...m
k=1

domy = i=1,2,....m (9)

i=1 I=1 I=1

n, €{0,1} i=1,2,...mk=1,2,....s

Twierdzenie 6. Niech X i ¥ begda zmiennymi losowymi skokowymi o rozkta-
dach odpowiednio Pr{X =x,}=p,,dla i=1,2,...,m, Pr{Y =y, }=¢q,, dla
k=1,2,...,5. Zmienna losowa X dominuje zmienna losowa Y w sensie prawie
dominacji stochastycznej stopnia drugiego, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ma-
cierz n=[n,] (i=1,2,..,m, k=1, 2, ..., s5) oraz nieujemna zmienna losowa

Z (Pr{Z=z}=p, dlai=1,2,..., m)speiajace warunki:

S
Zyknik <X, +z i=1,2,..,m
k=1

m
Zpl.zi <eg
i=l

M, =1 i=1,2,...m (10)
=

m k-1 k-1

Zpl.ZTcl., Squ k=2,..,s

i=1 =1 =1

n, =20 i=1,2,...mk=1,2,...,s

Podstawiajac w modelu (7) w miejsce warunku prawie dominacji stochastycznej
warunki rownowazne (9), w ktorych zastapiono zmienng losowa X zmienng
losowa R,, otrzymujemy model wyboru portfela akcji dominujacego portfel

wzorcowy Y w sensie prawie dominacji stochastycznych stopnia pierwszego
(AFSD) postaci:
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m n
Z[Z’”zjwj ]p,- —> max
i1\ j=1

n S
2w 2= 2 iy 20
=1 k=1

m

Zpl.zi <g
i=1

S

Zm =1

{
>0
eWw

e
L

1

-~
i

i

1}

N Fl

i=1,2,...m

(11

Zamieniajac z kolei w modelu (8) warunek prawie dominacji stochastycznej na
warunki rownowazne (10), w ktorych zastapiono zmienng losowa X zmienna

losowa R, otrzymujemy model wyboru portfela akcji dominujacego portfel wzor-

cowy Y w sensie prawie dominacji stochastycznych stopnia drugiego (ASSD):

m n
2| 2w, |p; —> max
i1\ j=1

n S
DTW 2= 2 iy 20
j k=1

(12)
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Rozwiazanie zadan optymalizacyjnych postaci (11) Iub (12) polega na znalezie-
niu takich wartosci elementow macierzy Z =[z,], i=1,...m, n=[m,],

(i=1,2,....m,k=1,2,...,5) oraz w:[wj], j=1,...,n, by otrzymac portfel

o mozliwie najwigkszej oczekiwanej stopie zwrotu, jednocze$nie dominujacy portfel
wzorcowy Y w sensie dominacji stochastycznej odpowiednio AFSD lub ASSD.

W kontekscie proponowanego podejscia wyboru portfela akcji dominujace-
go portfel wzorcowy w sensie prawie dominacji pierwszego lub drugiego stop-
nia, twierdzenia (1) i (2) prowadza do prostej i jednoczesnie uzytecznej interpre-
tacji parametru €. Jezeli E(Z)<¢e i X +Z dominuje Y w sensie dominacji
pierwszego lub drugiego stopnia, wowczas E(Z)<¢ oraz E(X+Z)>E(Y),
stad E(Y)—E(X)<eg. Parametr € oznacza zatem maksymalna roznicg warto-

$ci oczekiwanych stop zwrotu portfela wzorcowego i wyznaczanego portfela lub
inaczej maksymalna strat¢ w stosunku do portfela wzorcowego (mierzona war-
toscia oczekiwana) akceptowana przez decydenta. Dla zilustrowania propono-
wanych modeli zostana przedstawione dwa proste przyktady.

Przyklad 2. Dane sa:

— portfel wzorcowy Y

Stopa zwrotu (yy) Prawdop. (qx)
2% 0,1
5% 0,2
6% 0,5
8% 0,2

— akcje R i R,

Stopa zwrotu (rj;) Stopa zwrotu (r;;) Prawdop. (p;)
4% 2% 0,1
2% 4% 0,1
7% 5% 0,2
5% 9% 0,6

Przyjmujac warto$¢ parametru € roOwna zero, wykorzystano modele (11)
1(12) do zbadania istnienia relacji dominacji stochastycznych (odpowiednio
pierwszego i drugiego stopnia) pomigdzy akcjami R;, R, a portfelem wzorco-
wym Y. Nastgpnie zbadano istnienie portfela o potencjalnych sktadnikach R;,
R,, dominujacego portfel wzorcowy w sensie dominacji stochastycznych stopnia
pierwszego i drugiego. R; podobnie jak R, nie dominuje Y ani w sensie domina-
cji FSD, ani SSD, nie istnieje tez portfel (o potencjalnych sktadnikach R;, R;)
dominujacy portfel wzorcowy Y w sensie FSD czy SSD.
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Badajac istnienie relacji prawie dominacji stochastycznych pierwszego
i drugiego stopnia na podstawie modeli odpowiednio (11) i (12) ustalono, ze R,
dominuje Y w sensie AFSD dla € = 0,9 oraz w sensie ASSD dla ¢ = 0,8. R, do-
minuje z kolei Y w sensie AFSD i ASSD dla € = 0,2. Portfelem dominujacym
portfel wzorcowy w sensie AFSD (dla & = 0,2) jest portfel jednosktadnikowy P1
zawierajacy tylko akcje R,. Istnigje takze zdywersyfikowany portfel P2 (R; — udziat
25%, R, —udziat 75%) dominujacy portfel wzorcowy Y w sensie ASSD dla e =0,1.
Otrzymane wyniki zestawiono w tabelach 1 oraz 2.

Tabela 1

Relacje dominacji pomigdzy R, Ry, portfelem Rp a portfelem wzorcowym Y

Rodzaj dominacji
FSD SSD AFSD ASSD
RLY) - - =09 £=0,8
Ry,Y) - - £€=02 £=0,2
(Rp,Y) Portfel P1: Portfel P2:
- - R, — udziat 0% R| — udziat 25%
R, —udziat 100% £ =0,2 R, —udziat 75% € =0,1

Tabela 2
Wartosci oczekiwane badanych zmiennych losowych
Zmienna losowa Y R, R, Rp; Rpy
Wartos¢ oczekiwana 5,8 5 7 7 6,5

W sytuacji gdy akceptowana przez decydenta strata w stosunku do warto$ci
oczekiwanej portfela wzorcowego wyniesie co najwyzej 0,1% (e = 0,1), wow-
czas portfelem dominujacym portfel wzorcowy Y bedzie portfel zawierajacy
25% akcji Ry oraz 75% akcji R, 1 jest to relacja prawie dominacji stochastycz-
nych stopnia drugiego’. Dla wartosci € < 0,1 nie istnieje portfel dominujacy
portfel wzorcowy zaréwno w sensie AFSD, jak i ASSD.

Przyklad 3. Dane sa:

— portfel wzorcowy Y

Stopa zwrotu (yy) Prawdop. (qx)
5% 0,25
9% 0,25
10% 0,25
12% 0,25

2 Nie oznacza to jednak, ze zawsze oczekiwana stopa zwrotu wyznaczanego portfela bedzie mniej-
sza niz oczekiwana stopa zwrotu portfela wzorcowego (tutaj E(Y) = 5,8, zas$ E(Rp,) = 6,5).
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— akcje R i R,

Stopa zwrotu (r;;) Stopa zwrotu (1) Prawdop. (p;)
4% 9% 0,25
8% 8% 0,25
12% 7% 0,25
10% 15% 0,25

Badajac istnienie relacji dominacji stochastycznych (dla € = 0) oraz prawie
dominacji stochastycznych pierwszego i drugiego stopnia na podstawie modeli
odpowiednio (11) i (12) ustalono, ze zarowno R; jak i R, nie dominuja Y sensie
dominacji FSD. Brak tez portfela o potencjalnych sktadnikach R;, R, dominuja-
cego portfel wzorcowy w sensie FSD. Rozwazajac dominacje SSD, stwierdzono,
ze R, dominuje Y oraz istnieje jedynie jednosktadnikowy portfel P1 (R, — udziat
0%, R, —udziat 100%) dominujacy portfel wzorcowy Y.

W przypadku prawie dominacji stochastycznych, R; i R, dominuja Y w sensie
AFSD dla € = 0,5. Istnieje rowniez zdywersyfikowany portfel P2 (R, — udziat
60%, R, — udziat 40%) dominujacy Y w sensie AFSD dla & = 0,25. Ponadto R
dominuje Y w sensie ASSD dla € = 0,5 i R, dominuje Y w sensie ASSD dla g =0,
jak réwniez istnieje jednosktadnikowy portfel P3 (R, —udziat 0%, R, — udziat
100%) dominujacy portfel wzorcowy Y (co jest konsekwencja SSD). Otrzymane
wyniki zestawiono w tabelach 3 i 4.

Tabela 3

Relacje dominacji pomigdzy R, Ry, portfelem Rp a portfelem wzorcowym Y

Rodzaj dominacji
FSD SSD AFSD ASSD
(RL,Y) - - e=0,5 e=0,5
RLY) - tak £€=0,5 e=0
Portfel P1: Portfel P2: Portfel P3:
(Rp,Y) - R, — udziat 0% R| — udziat 60% R| — udziat 0%
R, — udziat 100% R, —udzial 40% £ =0,25 | R,—udziat 100% & =0

Tabela 4
Wartosci oczekiwane badanych zmiennych losowych
Zmienna losowa Y R, R, Rp; Rp, Rps
Wartos$¢ oczekiwana 9 8,5 9,75 9,75 9 9,75
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W przyktadzie tym dla akceptowanego poziomu straty € = 0,5, beda istnialy
portfele dominujace portfel wzorcowy zarowno w sensie SSD, AFSD, jak i ASSD.
Beda to jednak portfele jednosktadnikowe zawierajace tylko R,. Obnizenie war-
tosci € do poziomu 0,25 spowoduje pojawienie si¢ portfela zdywersyfikowanego P2
dominujacego portfel wzorcowy w sensie AFSD (dla ktorego oczekiwana stopa
zwrotu wynosi 9). Warunek € = 0,25 spetniaja takze portfele jednosktadnikowe P1
1 P3 dominujace Y w sensie dominacji odpowiedni SSD i ASSD.

Podsumowanie

Model optymalizacyjny z ograniczeniem w postaci warunku dominacji sto-
chastycznych stanowi atrakcyjne podejscie do problemu wyboru portfela akcji.
Proponowane w pracy modele (11) i (12) — zawierajace warunek prawie dominacji
stochastycznych odpowiednio pierwszego i drugiego stopnia — moga by¢ stoso-
wane dla dowolnej, skonczonej liczby akcji przy zalozeniu r6éznych, skokowych
rozkladow szukanego portfela i portfela wzorcowego’. Niewatpliwa zaleta propo-
nowanych modeli jest tez fakt, iz r6znig si¢ one miedzy soba jedynie warunkiem
binarno$ci elementéw macierzy 7, co pozwala na szybka modyfikacje modelu
(11) na (12) (i odwrotnie) w stosowanych do obliczen programach. Ponadto przy-
jecie warto$ci parametru epsilon réwnej zero umozliwia wykorzystanie modeli
(11) i (12) do wyznaczania portfeli dominujacych portfel wzorcowy w sensie do-
minacji stochastycznych FSD czy SSD. Proponowane modele moga shuzy¢ réw-
niez badaniu istnienia relacji dominacji stochastycznych (prawie dominacji sto-
chastycznych) pomigdzy danymi portfelami lub dowolnymi losowymi wariantami
decyzyjnymi o rozktadach skokowych.
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MODELS OF PORTFOLIO SELECTION WITH STOCHASTIC DOMINANCE
OR ALMOST STOCHASTIC DOMINANCE CONSTRAINTS

Summary

In the paper models of share portfolio selection with first order or second order al-
most stochastic dominance constraints (for discrete random variables) are proposed.
There are several simple examples as an illustration of our models.
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WERYFIKACJA ODPORNO-BAYESOWSKIEGO
MODELU ALOKACJI DLA ROZNYCH TYPOW
ROZKLADOW — PODEJSCIE SYMULACYJINE

Wprowadzenie

Nowoczesne metody analizy portfelowej koncentruja si¢ na narzedziach
stuzacych ograniczeniu ryzyka estymacji zwigzanym z mozliwos$cia poniesienia
straty w wyniku btedow estymacji parametréw. Z punktu widzenia procesu alo-
kacji aktywow, szczegélnie istotne sa narzedzia ograniczania tego ryzyka
w sytuacjach obecnosci wielowymiarowych obserwacji odstajacych w probie
lub asymetrycznych rozktadoéw stop zwrotu. W niniejszej pracy alokacja akty-
wow jest rozumiana jako dobor aktywow w roznych proporcjach (poprzez roz-
wigzanie zadania optymalizacji udzialow portfela) celem osiagnigcia najwyzszej
oczekiwanej stopy zwrotu przy zalozonym poziomie ryzyka'.

Do metod stuzacych ograniczeniu ryzyka estymacji, ktérego zrodiem jest
wrazliwo$¢ optymalizowanej funkcji alokacji na nieznane warto$ci charaktery-
styk portfela naleza m.in.

— alokacja odporna (ang. robust allocation),
— alokacja bayesowska (ang. Bayesian allocation),
— odporna alokacja bayesowska (ang. robust Bayesian allocation).

Idea metody alokacji odpornej jest oparta na zatozeniu, ze parametry beda-
ce charakterystykami sktadowych portfela znajduja si¢ w otoczeniach zwanych
zbiorami niepewnosci (ang. uncertainty sets). Reprezentuja one tzw. profil inwe-
stora (ang. investor profile), gdyz sa odzwierciedleniem stosunku inwestora do
ryzyka estymacji. Jednym z proponowanych w literaturze podej$¢ jest wybor
portfela w pesymistycznym scenariuszu, zakladajacym, ze oczekiwane stopy
zwrotu aktywow beda najnizsze z mozliwych a ryzyko najwigksze. Wybor port-
fela odpornego w sensie tej metody pozwala uzyska¢ mozliwie najwyzsza stopg
zwrotu portfela przy najmniej korzystnym poziomie ryzyka. Zadanie alokacji

! Jest to definicja zgodna z gléwnym zalozeniem polityki lokacyjnej funduszy emerytalnych i inwesty-
cyjnych.
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odpornej jest zadaniem maxminowym®, polegajacym na maksymalizacji ocze-
kiwanej stopy zwrotu dla najgorszego przypadku ze wzgledu na minimalny
oczekiwany zwrot portfela, pod warunkiem, ze najwigksze oczekiwane ryzyko
portfela jest nie wigksze niz ustalona warto§¢ maksymalnego dopuszczalnego
ryzyka portfela [Meucci 2005].

Alokacja bayesowska dotyczy konstrukcji portfeli maksymalnego oczeki-
wanego zwrotu przy ograniczeniu na ryzyko, ktorych charakterystyki sa szaco-
wane na podstawie rozktadow a posteriori oczekiwanej stopy zwrotu i ryzyka
sktadowych portfela. Istota analizy bayesowskiej jest uwzglednienie w procesie
estymacji informacji spoza proby reprezentowanej przez rozktad a priori.
W podejsciu alokacji bayesowskiej [Meucci 2005] inwestor moze formutowaé
rozktady a priori stop zwrotu na przyktad opierajac si¢ na analizie techniczne;,
fundamentalnej lub ekstrapolacji na podstawie przesztych obserwacji stop zwro-
tu. Uwzglednienie oprocz informacji z proby réwniez wiedzy a priori, dotycza-
cej warto$ci parametrow, moze zmniejsza¢ btedy spowodowane szacowaniem
oczekiwanej stopy zwrotu portfela, a wigc ogranicza¢ ryzyko estymacji.

Trzecia z wymienionych metod jest potaczeniem alokacji odpornej i aloka-
cji bayesowskiej [Meucci 2006]. Doktadny opis formalny metodologii alokacji
odpornej, alokacji bayesowskiej i odporno-bayesowskiej wraz ze specyfikacja
zbioréw niepewnosci oraz przyktad ich aplikacji na danych rzeczywistych pol-
skiego rynku kapitalowego mozna znalez¢ m.in. w pracach Orwat [2010] i Or-
wat-Acedanska [2011].

W tej oraz powyzszych pracach ryzyko estymacji jest utozsamiane z r6zni-
ca migdzy wartosciami charakterystyk portfela otrzymanych przy zatozeniu
macierzy kowariancji 1 wektora wartosci oczekiwanych stop zwrotu z rozkladu
populacji oraz otrzymanych przy zatozeniu ocen tych parametrow szacowanych
na podstawie proby. Wartosci charakterystyk portfela optymalizowanego przy
zatozeniu macierzy kowariancji i wektora oczekiwanych stop zwrotu z rozktadu
populacji sa okreslane na potrzeby pracy mianem rzeczywistych charakterystyk.
Praca podejmuje oceng przydatnosci odporno-bayesowskiego modelu alokacji
z innej perspektywy niz przedstawiono to w poprzedniej pracy autorki [Orwat-
-Acedanska 2011]. Celem artykutu jest zbadanie, w jakim stopniu wartos¢ rze-
czywistego ryzyka portfela przekracza ustalona wartos¢ dopuszczalnego ryzyka
portfeli optymalizowanych klasycznie i odpornie-bayesowsko oraz w przypadku
ktorych portfeli przekroczenia te sa wigksze. Celem porownania wartosci rze-
czywistego ryzyka portfeli i dopuszczalnego ryzyka zastosowano metody staty-
stycznej symulacji dla réoznych typow rozktadow populacji stop zwrotu. Analiza

2 Zadanie wyboru portfela metoda alokacji odpornej jest szczegélnym przypadkiem odpornej
optymalizacji (ang. robust optimization). Estymatory punktowe charakterystyk sktadowych
portfela sa w tej metodologii klasycznymi ocenami parametrow i w tym kontekscie nie jest ona
tozsama z estymacja odporng (ang. robust estimation).
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ta ma na celu oceng przydatnosci metody odpornej alokacji bayesowskiej
w sytuacji, gdy zatozenie, ze stopy zwrotu aktywoéw maja rozktad normalny, nie
jest spetnione.

Podrozdziat pierwszy zawiera opis metodologii odpornej alokacji bayesow-
skiej. Etapy procedury badawczej sa wymienione w podrozdziale drugim, nato-
miast glowne charakterystyki rozktadow wykorzystanych w analizie empirycznej
zamieszczono w podrozdziale trzecim. Zatozenia oraz wyniki przeprowadzonych
analiz empirycznych zawiera podrozdzial czwarty.

1. Metodologia odpornej alokacji bayesowskigj

Charakterystyczna cecha tej metody jest uwzglednienie tzw. profilu inwe-
stora. Jest on reprezentowany przez:

— zbiory niepewnosci® dla wartoéci oczekiwanej i macierzy kowariancji skta-
dowych portfela, ktére z okreslonym prawdopodobienstwem zawieraja nie-
znana warto§¢ parametru (im wigksze prawdopodobienstwo pokrycia przez
zbidr niepewnosci nieznanej wartosci parametru, tym inwestor okreslajacy to
prawdopodobienstwo cechuje si¢ wigksza awersja do ryzyka estymacji dane-
g0 parametru);

— wiedze a priori' inwestora dotyczaca przyjecia przez warto$é oczekiwang oraz
macierz kowariancji okreslonych wartosci, przy czym ryzyko estymaciji odnosi
si¢ przede wszystkim do losowego charakteru rozwazanych parametrow.

Taka ,,dwukierunkowa” charakteryzacja profilu inwestora jest zaleta meto-
dy odpornej alokacji bayesowskiej. Z jednej strony bowiem zbiory niepewnosci
odzwierciedlajg postawe inwestora wobec ryzyka estymacji charakterystyk skta-
dowych portfela, z drugiej strony wiedza a priori inwestoréw powinna popra-
wia¢ doktadno$¢ oszacowan parametrow.

Celem zapisu odporno-bayesowskiego modelu alokacji przyjeto nastgpuja-
ca notacje: W= (4, Ly,..., 1) — wektor losowy wartosci oczekiwanych stop

zwrotu, X — macierz kowariancji wektora losowego stop zwrotu (R, R,,...,R,)".
Oczekiwana stopa zwrotu k-sktadnikowego portfela X=(x,x,,...,x;) ze zbioru
dopuszczalnego C={:x>0X1=I} ma posta¢ Xx'p, natomiast Jx'Ex jest ryzy-
kiem portfela.

Przypomnijmy, ze klasyczne zadanie alokacji (zadanie Markowitza mak-
symalizacji oczekiwanej stopy zwrotu przy ograniczeniu na ryzyko) ma postac:

3 Jest to element whasciwy alokacji odporne;.
4 Jest to element whasciwy alokacji bayesowskiej.
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max x'p

xeC ) (1)

pw JX'XEx<vy

Odporno-bayesowski odpowiednik tego zadania ma postac:

max min x'p

xel "69"3 ’ (2)
p-w max Vx'Xx <v
Xe®,,

gdzie: @ ny Oy , sa bayesowskimi zbiorami niepewnosci parametrow p i X, na-

tomiast v jest ustalona wartoscia maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfela.
Istnieje wiele mozliwosci specyfikacji zbioréw niepewnosci’. Jedna z pro-
pozyciji spotykanych w literaturze sa elipsoidy niepewnosci® dla warto$ci ocze-
kiwanej 1 macierzy kowariancji stop zwrotu. Inwestor moze wyznaczy¢ wartosci
estymatorow parametru potozenia i parametru ksztattu elipsoid oraz promienie
elipsoid na podstawie szeregu czasowego stop zwrotu. Jesli stopy zwrotu maja
wielowymiarowy rozktad normalny, wowczas estymatory parametru potozenia
i parametru ksztattu elipsoid oraz ich promienie maja znane okreslone rozktady,
co utatwia ich analityczne wyznaczenie oraz interpretacj¢ probabilistyczna.
Zalozmy zatem, ze wektor losowy stop zwrotu R,, t=1,2,...,7 ma roz-
ktad normalny z wartos$cia oczekiwana p i macierza kowariancji X (w skrocie
R, ~ N, (1r,X))’, wowczas podejécie bayesowskie w alokacji odpornej umoz-
liwia naturalna specyfikacjg elipsoidalnych zbioréw niepewnosci. Sa one wy-
znaczone przez obszary, w ktorych rozklady a posteriori parametrow p i X cha-
rakteryzuja si¢ najwyzsza gestoscia, co oznacza, ze srodki elipsoid pokrywaja
si¢ z modalnymi rozkltadow a posteriori tych parametréw. Oznaczmy przez

Na przyktad R.H. Tiitlincli i M. Koenig [2004] konstruuja zbiory niepewnosci w postaci prze-
dziatow; D. Goldfarb i G. Iyengar [2001] wykorzystuja przedziat jako zbior niepewnosci dla
wektora warto$ci oczekiwanych, natomiast zbior niepewnosci dla macierzy kowariancji kon-
struuja za pomoca modeli czynnikowych.

6 Zob. A. Meucci [2005; 2006].

T

Woéweczas estymator p(I,)=7"YR, ma k-wymiarowy rozklad ¢-Studenta z T stopniami swobo-
t=1

dy, parametrem  potozenia p, macierza  kowariancji T'%. Estymator

illr):T 'i(x —i(I,))X —(1,)) ma rozklad Wisharta z T stopniami swobody i macierza kowarian-

P

cji T7'27".



106 Agnieszka Orwat-Acedanska

i, ={r,r,,....r,} szereg czasowy 7T obserwacji, begdacy realizacja zbioru
{R,Ry,.. . Ry} =1 wektorow losowych stop zwrotu.

Zanim przy powyzszych zatozeniach zostana podane postacie elipsoid nie-
pewnosci, okre§limy rozktady a priori i a posteriori parametrow p i £°. W tym
celu oznaczmy przez w,(i;,d,), X,(i;,d,) wartosci oczekiwane brzegowych
rozktadow a posteriori parametrow odpowiednio p i X, a przez n,, X, — para-
metry rozktadu a priori odpowiednio dla p, X. Natomiast d, bedzie ilosciowym

odpowiednikiem profilu inwestora, bedacym zbiorem nastgpujacych wartosci:
do ={T,,0, 10, %}, 3)

gdzie: 7,, v, — liczby reprezentujace stopien przekonania inwestora o jego
subiektywnej wiedzy dotyczacej prawdziwych wartosci parametréw odpowied-
nio p i X. Im wigksze wartosci 7, v, w stosunku do 7, tym wigksze znaczenie

ma wiedza a priori w wyznaczeniu rozktadu a posteriori.
Przy powyzszych zalozeniach i oznaczeniach rozktady a priori parametrow
R i X sa nastgpujace [Meucci 2006]:

T s
pIE~N, (g, —); & 1NWl\f(Uo’_O)’ (4)
T, Uy

gdzie: W, (00,261 /vy) oznacza rozktad Wisharta z v, stopniami swobody

i macierza kowariancji 251 /vy.

Rozktady a posteriori parametréw p i X sa natomiast nastepujace [Meucci 2006]:

, X ' (y,d
H|Z~Nk(l‘1(lT=d0)’F);E 1~Wk(UI=M)’ ®)

1 U

. . 1 A e
1

8w praktyce rozktad a priori moze by¢ okreslany dowolnie. W przypadku implementacji odpor-
nej alokacji bayesowskiej wiaze si¢ to z koniecznos$cia stosowania procedur catkowania nume-
rycznego do oszacowania momentow rozktadu a posteriori. W zwiazku z tym analityczne wy-
znaczenie parametrow rozkladow a posteriori, znacznie ulatwiajace stosowanie metody, jest
mozliwe przy zalozeniu, ze rozktad stop zwrotu ma rozktad normalny.
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. 1 AL 0 i O l '
£y (i .de) = | 0 Zg + T E(ip) + Lo BRI ZRADT ),
1

7+7

T T,

53
pir)=—21n.
lel

Bayesowski elipsoidalny zbior niepewnosci parametru p [Meucci 2006]:

O, =: (m-p(ir.do)) S, (ir.do) (n—R(iz.de))<qp }.  (6)

gdzie:

qﬁg — kwadrat promienia elipsoidy, bedacy kwantylem rzedu Ph rozktadu ;(2
z k stopniami swobody (qﬁ = le (Pu))

n(i;,d.) — warto$¢ oczekiwana wektora losowego p w rozktadzie a posteriori

parametru p, przy czym (i d) = (i de)
S, (ir,de) — macierz kowariancji rozktadu a posteriori parametru p:

b

. 1
S, (ir.de)=—

3 221(ir,dc) (7)
1 U

Bayesowski elipsoidalny zbiér niepewnosci dla parametru X [Meucci 2006]:

@zB ={X: VeCKZ_ZMod(iradc))’ S; (iy,do) vecHE—X\ 4(ir,dp)) < Q§B 1, (8)

gdzie:
Xod(i7,ds) — modalna macierzy kowariancji X w rozktadzie a posteriori
parametru X:
. v, .
Zpiod (i, do) = ————X(i.d,), ©)
v+k+1

Sy (i;,d,) — macierz kowariancji modalnej macierzy X w rozktadzie a posteriori:
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20]

(0 +k+1)° (D} (21" (ir.do) ® " (ir.de) D)™ (10)
1

Sz(iTadc) =

q%B — kwadrat promienia elipsoidy Oy ,, (%Z:B = Zl?(kﬂ)/z (P):B )

Przy powyzszych specyfikacjach elipsoid niepewnosci, zadanie (2) sprowa-
dza si¢ do rownowaznej postaci:

max xX'm(iz,de) = yy, VX' E1(ir,do)x}
S

p-w x'X(iy,do)Xx'< 7z,

(11)

W celu otrzymania doktadnego rozwiazania zadania (10), nalezy je przeksztatci¢
do zadania optymalizacji stozkowej drugiego rzedu (SOCP — ang. second order
cone program)’.

Spetienie zatozenia normalnosci stop zwrotu umozliwia bezposrednia in-
terpretacje probabilistyczna elipsoidalnych zbioréw niepewnosci'®. Jesli rozktad
stop zwrotu nie jest rozktadem normalnym, wowczas trudno arbitralnie dobraé
warto$ci promieni elipsoid majacych prosta interpretacje probabilistyczna. Po-
wstaja zatem pytania:

— Jaka jest statystyczna ,,jako$¢” wynikéw dla portfeli bedacych rozwiazaniem
zadania (11) w sytuacjach, gdy rozktad stop zwrotu populacji nie jest wielo-
wymiarowym rozktadem normalnym? Czy przeprowadzenie wowczas anali-
zy empirycznej przy specyfikacjach okreslonych pod warunkiem zatozenia
normalno$ci jest nadal uzyteczne?

— Czy uwzglednienie elementu bayesowskiego w modelu alokacji odpornej,
czyli wiedzy a priori inwestora o warto$ciach parametrow p,,X,, ma
wplyw na odsetek przypadkow, w ktorych rzeczywiste ryzyko portfela prze-

kracza poziom dopuszczalny oraz $rednie przekroczenie'' dopuszczalnego
ryzyka portfeli?

® Optymalizacja stozkowa jest rodzajem programowania wypuklego z liniowa funkcja celu, zbiér
dopuszczalnych rozwiazan jest przecigciem hiperplaszczyzny rzeczywistej i stozka.

10 Wartos¢ promienia elipsoidy jest wowczas oszacowana na podstawie rozktadu chi-kwadrat.

" W ten sposob okreslono wartosé przekroczenia, ktéra pokazuje, o ile érednio rzeczywiste ryzy-
ko portfela przekracza warto$¢ dopuszczalnego ryzyka portfela.
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Odpowiedziom na powyzsze pytania stuzy realizacja celu pracy za pomoca em-
pirycznej analizy porownawczej wynikow dla portfeli klasycznych, odpornych
i odporno-bayesowskich przy réznych warto§ciach parametréw oraz rdznych
typach rozktadéw populacji stop zwrotu.

2. Etapy procedury badawczej

a) generowanie N prob liczacych n stop zwrotu z wielowymiarowego rozkladu
o zadanych parametrach;

b) optymalizacja klasyczna i odporno-bayesowska portfeli na podstawie otrzy-
manych prob przy zatozeniu macierzy kowariancji i wektora wartosci ocze-
kiwanych z rozktadu populacji stop zwrotu;

¢) analiza wielko$ci przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfeli w zaleznosci
od wartosci dopuszczalnego ryzyka portfeli;

d) analiza rzeczywistych charakterystyk portfela w zaleznosci od zmian warto-
sci dopuszczalnego ryzyka;

e) analiza poréwnawcza uzyskanych wynikow dla portfeli optymalizowanych
klasycznie i portfeli odporno-bayesowskich.

Wymienione etapy badawcze przy uwzglednieniu wybranych wariantow
przeprowadzono dla réznych typow rozktadow stop zwrotu.

3. Rozkfady populacji wykorzystane w analizie empirycznej

Oproécz rozktadu normalnego, jednym z rozktadow wykorzystanych w ana-
lizie empirycznej jest uogodlniony rozktad t-Studenta. Funkcja ggstosci jedno-
wymiarowego uogolnionego rozktadu t-Studenta ma postac:

r v+l | v+l
2 ( A jz{ A(r— p)? ]2
A | RN , (12)

S gy :W .y »

gdzie u, A sa parametrami odpowiednio potozenia i skali, v jest liczba stopni

swobody. Warto$¢ oczekiwana oraz wariancja zmiennej losowej R sa postaci:
E(R)=Mod(R)=pu,dlav>1 (12)
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2 1 v
D°(R)y=———,dlav>2. (13)
(R) o7

Ocena ryzyka portfeli jest takze dokonywana przy zatozeniu rozktadu
Gumbela, ktory jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu GEV (ang. Generalized
Extreme Value distribution). Funkcja gestosci rozktadu Gumbela zmiennej lo-
sowej R ma posta¢ [Gumbel 1954]:

ze ~F
7 ,gdzie z=e 4 | (14)

f(r)=

natomiast £, A sa parametrami odpowiednio potozenia i skali.

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej R o tym rozktadzie jest postaci:
ER)=pu+ Ay, (15)

gdzie v jest stata Eulera—Mascheroniego, a wariancja wyraza si¢ wzorem:

72_2

1)2(}3):?;12 . (16)

W analizie empirycznej uwzgledniono réwniez rozktad Laplace’a, charak-
teryzowany nastgpujaca funkcja gestosci:

-4l

S pp=75e A (17)

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej R o tym rozkladzie sa naste-
pujace:

ER)=u, (18)

D?*(R)=24. (19)
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4. Wyniki analizy empirycznej

Na wstgpie badania przyjeto zalozenie, ze analizowane portfele sa dwu-
sktadnikowe, a stopy zwrotu dwoch klas aktywow sa nieskorelowane. Metoda staty-
stycznej symulacji wygenerowano N préb (N = 5000) pochodzacych z populacji
dwuwymiarowego rozkladu normalnego o nastgpujacych parametrach bazowych:

n=(2), L= [5 2} . (20)

Na podstawie kazdej z nich dokonywano optymalizacji portfeli: klasycznych
odpornych oraz odporno-bayesowskich, przeprowadzajac kolejne analizy. Bada-
no odsetek przypadkow, w ktorych rzeczywiste ryzyko portfela przekraczato
poziom dopuszczalny v oraz warto$¢ przekroczenia, ktéra pokazywala, o ile
srednio rzeczywiste ryzyko portfela (Srednie przekroczenie) przekroczyto war-
tos¢ v . Opis, zatozenia oraz wyniki analiz zawieraja punkty A-C.

Wymienione w rozdziale drugim etapy procedury badawczej przeprowa-
dzono najpierw przy zatozeniu wielowymiarowego rozktadu normalnego popu-
lacji stop zwrotu o ustalonych parametrach. We wszystkich analizach przyjgto
nastgpujace zalozenia:

— liczebnoé¢ kazdej proby: n=100;
— prawdopodobienstwo, okreslajace wielko$¢ promienia elipsoidy dla wektora

p:p,=0;
— prawdopodobienstwo, okreslajace wielkos¢ promienia elipsoidy dla macierzy
X p, =0,25.

Wszystkie obliczenia wykonano w programie Matlab za pomoca procedur
zbudowanych przez Autorke. Zadania optymalizacji odporno-bayesowskiej
przeksztatcono do postaci SOCP za pomoca formatu SeDuMi [Stiirm 1999].

A. Analiza wplywu wiedzy a priori inwestora o wartosciach parametrow
I, X, rozkladu a priori na odsetek przekroczen i $rednie przekroczenie do-

puszczalnego ryzyka portfela przy zatozeniu, ze populacja stop zwrotu ma
wielowymiarowy rozktad normalny z wartoscia oczekiwana P i macierza
kowariancji X.
Analizy dokonano dla 4 przykladowych wariantéw wiedzy a priori inwestora,
odzwierciedlajacej jego oczekiwania co do ksztaltowania si¢ wartosci oczekiwa-
nej stopy zwrotu i ryzyka skladowych portfela. W szczegolnosci wiedza ta wy-
raza postawe inwestora wobec ryzyka sktadowych portfela. Przyjete zalozenia
0 N, X, maja charakter pogladowy i stuza ocenie ,,wptywu” elementu bay-

esowskiego w alokacji odporne;.
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Wariant 1 — Inwestor nie posiada wiedzy a priori o warto$ciach parametrow
Iy, X, . Zadanie (10) sprowadza si¢ wowczas do zadania alokacji odpornej [Or-

wat 2010; Orwat-Acedanska 2011, 2012], przy zatozeniu elipsoidy niepewnosci
dla macierzy kowariancji X, element bayesowski nie wystgpuje, tzn.
TO = 0 5 UO = 0 .

Wariant 2 — Inwestor posiada wiedz¢ a priori o wartosciach parametrow
I,,X, dokladnie odzwierciedlajaca ,rzeczywisto$¢” — wartosci parametrow
I, X, pokrywaja si¢ z ich odpowiednikami w rozktadzie populacji stop zwro-

tu, tzn.:
_(12)'_ Xy = ! =X
po=1L2)=n, Xy= =

Inwestor cechuje si¢ jednakze awersja do ryzyka estymacji macierzy kowariancji
(zatozenie elipsoidy niepewnos$ci dla X) oraz niepewnoscia co do rzeczywistych
wartosci p, X .

Wariant 3 — Inwestor posiada taka sama wiedzg a priori o parametrze p, jak
w wariancie 2, lecz jego wiedza dotyczaca X, odzwierciedla postawg ,,asekura-

cyjna” wobec ryzyka sktadowych portfela — przeszacowuje je:

(2 =p. T, = L5 0
Ro=WU2) =1, &0 = 0 4l

Wariant 4 — Inwestor posiada taka sama wiedzg a priori o parametrze p, jak
w wariancie 2 i 3, lecz jego wiedza dotyczaca X, odzwierciedla postawg

,,optymistyczng” wobec ryzyka sktadowych portfela — niedoszacowuje on tego

Iyzyka, tzn.:
= (1 2)' = Xy = ’
B=002)=n, Xy= .

Wyniki uzyskane przy powyzszych wariantach poré6wnano z wynikiem uzyska-
nym dla klasycznych portfeli. Zalezno§¢ odsetka przekroczen dopuszczalnego
ryzyka portfela od wielkosSci dopuszczalnego ryzyka dla wariantow 1-4 oraz
portfeli klasycznych przedstawia rysunek 1.
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ryzyka portfela

Ddestek przekroczen dopuszczalnego

Rys. 1. Zalezno$¢ odsetka przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfela od wielkosci dopuszczal-
nego ryzyka portfela, przy zatozeniu, ze populacja stop zwrotu ma wielowymiarowy roz-
ktad normalny

Wyniki symulacji zestawione w postaci rysunku 1 wskazuja, ze w podejsciu
alokacji odpornej (wariant 1) odsetek przypadkow, w ktorych rzeczywiste ryzy-
ko portfela przekracza poziom dopuszczalny jest ponad 2-krotnie mniejszy niz
w podejsciu klasycznym. Odsetek przekroczen nie zalezy od wartosci dopusz-
czalnego ryzyka, zarowno w przypadku portfeli klasycznych, jak rowniez od-
pornych. Uwzglednienie elementu bayesowskiego w zadaniu alokacji odpornej
ma juz jednak istotny wplyw na odsetek przekroczen dopuszczalnego ryzyka
portfela. W przypadku wariantu 2 poziom ten prawie nie zalezy od wartosci
dopuszczalnego ryzyka portfela, jednak jest on 2-krotnie mniejszy niz w przy-
padku portfeli z wariantu 1 i prawie 5-krotnie mniejszy w stosunku do portfeli
klasycznych. Dla portfeli konstruowanych przez inwestora ,asekuracyjnego”
wobec ryzyka skladowych portfela (wariant 3) odsetek przekroczen wzrasta
natomiast od poziomu 1% do 10% wraz ze wzrostem dopuszczalnego ryzyka,
a nastgpnie utrzymuje si¢ na statym poziomie, takim jak w przypadku wariantow
2 1 4. ,Optymistyczna” postawa inwestora wyrazona wariantem 4 determinuje
portfele odporno-bayesowskie, ktorych odsetek przekroczen wraz ze wzrostem
dopuszczalnego ryzyka maleje do wartosci 7,28. Dla poczatkowych wartosci
dopuszczalnego ryzyka przekroczenia te sa wigksze od przekroczen przez port-
fele okreslone pozostalymi wariantami. Reasumujac, odsetek przekroczen do-
puszczalnego ryzyka portfeli odpornych i odporno-bayesowskich jest zdecydo-
wanie mniejszy niz w przypadku portfeli klasycznych, co dowodzi, ze portfele te
sa bezpieczniejsze z tego punktu widzenia. Uwzglednienie elementu bayesow-
skiego w alokacji odpornej (model odporno-bayesowski) wptywa na odsetek
przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfeli (w stosunku do jego poziomu
w podejsciu klasycznym i alokacji odpornej).
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Ostatnie wnioski sg prawdziwe rowniez dla $redniego przekroczenia do-
puszczalnego ryzyka portfela, przy zatozeniu, ze populacja stop zwrotu ma wie-
lowymiarowy rozklad normalny (rys. 2). Srednie przekroczenie dla portfeli odpor-
no-bayesowskich jest prawie 3-krotnie mniejsze niz portfeli odpornych i 4-krotnie
mniejsze niz klasycznych.
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—¥— Wariant 4 - Portfele odporno-bayesowskie

Rys. 2. Zalezno$¢ sredniego przekroczenia dopuszczalnego ryzyka portfela od wielkosci dopusz-
czalnego ryzyka portfela, przy zatozeniu, ze populacja stop zwrotu ma wielowymiarowy
rozktad normalny

Zalezy ono od zmian warto$ci dopuszczalnego ryzyka portfela — w przypadku kla-
sycznej alokacji oraz odpornej alokacji ro$nie ona wraz ze wzrostem dopuszczalne-
go ryzyka portfela do pewnej wartosci, a nastgpnie zaznacza si¢ tendencja malejaca.

Analizowane zalezno$ci dla wszystkich wariantow odporno-bayesowskich maja

natomiast charakter rosnacy.

B. Analiza pordéwnawcza wynikow — zaleznosci odsetka przekroczen i $redniego
przekroczenia dopuszczalnego ryzyka portfela od wartosci dopuszczalnego
ryzyka portfela — migdzy réznymi typami rozktadow z uwzglednieniem wa-
riantdw wiedzy a priori inwestora.

W przypadku kazdego rozwazanego wariantu 1-4 odsetek przekroczen dopusz-

czalnego ryzyka portfela jest najmniejszy, gdy populacja stop zwrotu ma rozktad

normalny. Nie ma natomiast zasadniczych réznic migdzy poziomami odsetka
przekroczen dla poszczegdlnych pozostatych rozwazanych rozktadow. Roznica
migdzy poziomem odsetka przekroczen dla rozkladu normalnego a poziomem
odsetka dla grupy pozostatych rozkladow jest srednio wielkosci 10%. Jest to
niewiele w poroéwnaniu z odsetkiem przekroczen dla wszystkich rozkladow

(tacznie z normalnym) w przypadku portfeli klasycznych (rys. 3e) ktory utrzy-

muje si¢ na poziomie okoto 55%.

Dokonujac analogicznej analizy, z punktu widzenia sredniego przekroczenia
dopuszczalnego ryzyka (rys. 4), nalezy stwierdzi¢, ze w analizowanych modelach
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odporno-bayesowskich (warianty 2-4) nie ma zasadniczych r6znic migdzy pozio-
mami tej wielkosci dla poszczegolnych rozwazanych rozktadow (w tym rozkladu
normalnego). Najwigksze réznice (w ksztattowaniu sig sredniego przekroczenia)
migdzy rozktadem normalnym a pozostalymi rozwazanymi rozktadami zachodza
w przypadku alokacji odpornej (rys. 4a).

Wyniki analizy w punkcie B przemawiaja za uznaniem stosowania metody
odpornej alokacji bayesowskiej za nadal uzyteczne w przypadku rozwazanych
w pracy rozkladow innych niz normalny, biorac pod uwage odsetek i srednie
przekroczenie dopuszczalnego ryzyka portfela.
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Rys. 3. Zalezno$¢ odsetka przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfela od wielkosci dopuszczalnego
ryzyka portfela, przy zatozonych wariantach, dla réznych rozktadéw populacji stop zwrotu
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Rys. 4. Zalezno$¢ sredniego przekroczenia dopuszczalnego ryzyka portfela od wielkosci dopusz-
czalnego ryzyka portfela przy wariantach 1-4, dla réznych rozktadéw populacji stop

zwrotu

C. Analiza rzeczywistych charakterystyk portfela w zaleznos$ci od zmian warto-
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$ci dopuszczalnego ryzyka.

Przyktadowo, na rys. 5 zilustrowano wyniki tej analizy dla przypadku roz-
ktadu t-Studenta w wariancie 3. Portfele odporno-bayesowskie cechuja si¢
mniejsza rzeczywista stopa zwrotu i rzeczywistym ryzykiem niz portfele kla-
syczne. Fakt ten jest prawdziwy rowniez w przypadku pozostatych wszystkich
wariantoOw oraz pozostatych rozwazanych rozktadéw populacji stop zwrotu.

b) wariant 2
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Rys. 5. Zalezno$¢ rzeczywistych charakterystyk portfeli od dopuszczalnego ryzyka w przypadku
rozktadu t-Studenta i wariantu 3

W tabelach 1 1 2 zamieszczono wartosci rzeczywistych charakterystyk portfeli
w zaleznosci od wartosci dopuszczalnego ryzyka portfela dla rozwazanych wa-
riantdw oraz rozktadow stop zwrotu. Wartosci rzeczywistych stop zwrotu i rze-
czywistego ryzyka portfeli sa bardzo zblizone w poszczegélnych wariantach 1- 4
oraz rozkladach.

Tabela 1
Zalezno$¢ rzeczywistej stopy zwrotu portfeli od dopuszczalnego ryzyka
Dopuszczalne ryzyko | Portfele | rozktad normalny — warianty | rozklad t-Studenta — warianty
portfela klasyczne| 1 2 3 4 1 2 3 4
12 1,485 [ 1,425 1,441 (1,394 | 1,467 | 1,412 | 1,440 | 1,382 | 1,469
1,6 1,604 [ 1,554 1,561 (1,547 [ 1,573 | 1,559 | 1,563 | 1,548 | 1,574
2 1,694 | 1,644 | 1,650 | 1,643 | 1,656 | 1,652 | 1,651 | 1,645 | 1,657
24 1,771 [ 1,718 | 1,723 [ 1,720 [ 1,726 | 1,724 | 1,726 | 1,722 | 1,727
2,8 1,839 | 1,782 | 1,788 | 1,786 | 1,788 | 1,790 | 1,790 | 1,787 | 1,790
32 1,896 | 1,839 | 1,846 | 1,845 [ 1,845 ] 1,846 | 1,848 | 1,848 | 1,848
3,6 1,944 | 1,892 | 1,898 | 1,899 | 1,899 | 1,892 | 1,900 | 1,901 | 1,901
Dopuszczalne ryzyko | Portfele | rozktad Laplace’a — warianty | rozklad Gumbela — warianty
portfela klasyczne| 1 2 3 4 1 2 3 4
1,2 1,485 | 1,408 | 1,441 | 1,382 | 1,469 | 1,409 | 1,442 | 1,386 | 1,468
1,6 1,604 | 1,561 | 1,562 | 1,548 | 1,574 | 1,559 | 1,562 | 1,548 | 1,573
2 1,694 | 1,653 | 1,652 | 1,645 | 1,658 | 1,650 | 1,650 | 1,645 | 1,657
2.4 1,771 | 1,729 | 1,726 | 1,723 | 1,727 | 1,725 | 1,724 | 1,721 | 1,728
2.8 1,839 [ 1,790 | 1,789 [ 1,788 | 1,791 | 1,789 | 1,790 | 1,788 | 1,791
3,2 1,896 | 1,846 | 1,848 | 1,848 | 1,847 | 1,844 | 1,848 | 1,847 | 1,847
3,6 1,944 | 1,889 | 1,902 | 1,899 [ 1,900 | 1,892 | 1,899 | 1,901 | 1,900
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Tabela 2

Zalezno$¢ rzeczywistego ryzyka portfeli od dopuszczalnego ryzyka

Dopuszczalne ryzyko | Portfele | rozktad normalny — warianty | rozklad t-Studenta — warianty
portfela klasyczne| 1 2 3 4 1 2 3 4

1,2 1,226 | 1,086 [ 1,095 | 1,003 | 1,161 | 1,100 | 1,101 | 1,003 | 1,169

1,6 1,631 | 1,444 [ 1,457 | 1,407 | 1,499 | 1,480 | 1,465 | 1,416 | 1,506

2 2,039 | 1,801 | 1,816 | 1,783 | 1,843 | 1,856 | 1,826 | 1,798 | 1,852

24 2,450 (2,160 | 2,170 | 2,157 | 2,189 | 2,212 | 2,190 | 2,171 | 2,200

2,8 2,858 12,515 (2,531 2,520 | 2,536 | 2,580 | 2,551 | 2,534 | 2,553

32 3,241 (2,862 | 2,893 | 2,886 | 2,887 | 2,927 | 2,911 | 2,912 | 2,907

3,6 3,583 (3,213 3,245 3,248 | 3,249 | 3,232 | 3,263 | 3,271 | 3,270

Dopuszczalne ryzyko | Portfele | rozklad Laplace’a — warianty | rozklad Gumbela — warianty
portfela klasyczne| 1 2 3 4 1 2 3 4

1,2 1,226 | 1,103 | 1,101 | 1,004 | 1,170 | 1,096 | 1,103 | 1,007 | 1,167

1,6 1,631 | 1,488 [ 1,463 | 1,414 [ 1,509 | 1,478 | 1,461 | 1,416 | 1,504

2 2,039 | 1,866 (1,831 | 1,801 [ 1,859 | 1,844 | 1,822 | 1,799 | 1,853

2,4 2,450 2,243 (2,193 2,176 | 2,201 | 2,214 | 2,180 | 2,166 | 2,205

2,8 2,858 |[2,587|2,548 | 2,543 | 2,559 | 2,574 | 2,548 | 2,536 | 2,556

32 3,241 | 2,9312,912 (2,913 | 2,905 | 2,913 | 2,909 | 2,905 | 2,903

3,6 3,583 (3,212 3,277 | 3,256 | 3,264 | 3,231 | 3,257 | 3,266 | 3,260

Podsumowanie

W artykule weryfikowano model odpornej alokacji bayesowkiej dla roz-
nych typdéw rozkladow za pomoca podejscia symulacyjnego. Sprowadzalo si¢ to
do badania wptywu btedu estymacji na ryzyko portfela, bedacego rozwigzaniem
problemu maksymalizacji stopy zwrotu z portfela przy ograniczeniu na jego
wariancje. W tym celu porownywano wyniki dla klasycznej alokacji Markowit-
za i odpornej alokacji bayesowskie;.

Druga z metod pozwala na uwzglednienie poziomu niepewno$ci inwestora
zwigzanej z szacowaniem charakterystyk sktadowych portfela na podstawie proby
oraz jego wiedzy a priori dotyczacej ksztaltowania sig rzeczywistych wartosci tych
charakterystyk w populacji. Te dwa elementy sktadajace sig¢ na tzw. profil inwestora
stuza ograniczeniu ryzyka estymacji charakterystyk sktadowych portfela.

Niniejsze opracowanie jest kontynuacja pracy autorki [Orwat-Acedanska
2012] weryfikujacej odporny model alokacji dla réznych typoéw rozktadéw za
pomoca podejscia symulacyjnego. W poprzedniej pracy poddano analizie m.in.
liczbe i wielko$ci przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfeli oraz rzeczywi-
stych charakterystyk portfeli w zalezno$ci od warto$ci dopuszczalnego ryzyka,
liczebnosci podprob i1 wielkosci elipsoid niepewnos$ci dla macierzy kowariancji
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i wektora wartos$ci oczekiwanej. Majac na wzgledzie uzyskane tam wnioski,
w niniejszej pracy skupiono uwage na aspekcie bayesowkim w modelu odpor-
nym. W szczegdlnosci analizowano wplyw wiedzy a priori inwestora na poziom
przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfela oraz ksztaltowanie si¢ rzeczywi-
stych charakterystyk portfela w zaleznosci od tego ryzyka. Porownanie wynikow
tych analiz dla roznych typow rozktadow stop zwrotu stuzyto ocenie przydatno-
sci metody w sytuacji, gdy rozktad stop zwrotu populacji nie jest wielowymia-
rowym rozktadem normalnym.

W pracy pokazano, ze omdwione podejscie odporno-bayesowskie pozwala
uzyskac portfele, ktore sa bezpieczniejsze z punku widzenia inwestora, biorac
pod uwage niepewno$¢ zwiazang z szacowaniem ich charakterystyk na podsta-
wie proby. W szczegolnosci dla rozktadu normalnego, odsetek i $rednie prze-
kroczenie dopuszczalnego ryzyka (w zaleznosci od wartosci przekroczen do-
puszczalnego) portfeli odporno-bayesowskich sa zdecydowanie mniejsze niz
w przypadku portfeli klasycznych. Ponadto, uwzglednienie elementu bayesow-
skiego w alokacji odpornej wplywa na zmiang odsetka przekroczen w zaleznosci
od wartosci dopuszczalnego ryzyka portfela. W przypadku sredniego przekroczenia,
,»wlaczenie” elementu bayesowskiego w alokacje odporna powoduje natomiast
zmniejszenie sredniego przekroczenia dopuszczalnego ryzyka portfela.

Whioski te sa rowniez prawdziwe dla pozostatych rozkltadow rozwazanych
w pracy, przy czym odsetek przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfela w przy-
padku tych rozktadow jest wigkszy (Srednio o 10%) niz dla rozktadu normalne-
go. Przemawia to jednak za uznaniem metody odpornej alokacji bayesowskiej za
nadal uzyteczng w przypadku rozwazanych w pracy rozktadow innych niz nor-
malny, biorac pod uwage odsetek i srednie przekroczenie dopuszczalnego ryzy-
ka portfela. Portfele odporno-bayesowskie cechuja sig takze mniejsza rzeczywi-
sta stopa zwrotu 1 rzeczywistym ryzykiem niz portfele klasyczne. Fakt ten jest
prawdziwy rowniez w przypadku pozostatych rozwazanych rozktadoéw populacji
stop zwrotu innych niz rozktad normalny.
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VERIFICATION OF THE ROBUST-BAYESIAN ASSET ALLOCATION MODEL
FOR DIFFERENT TYPES OF DISTRIBUTION - SIMULATION APPROACH

Summary

In the paper robust Bayesian allocation method was verified for different distribu-
tions of returns using simulation approach. An impact of estimation error on the portfolio
risk was examined when portfolios were built as a solution to the problem of maximizing
expected return with restrictions imposed on its variance. Classical Markowitz approach
results were compared to the robust Bayesian approach. Using simulations it was shown
that in robust Bayesian method a fraction of samples where a portfolio risk exceeded its
maximum limit as well as mean excess risk were much lower than in the classic appro-
ach. Moreover extending robust allocation with Bayesian approach significantly affects
the portfolio riskiness. This results also holds if the distribution of returns in nonnormal
although the differences are smaller.
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ZASTOSOWANIE PROGRAMOWANIA
STOCHASTYCZNEGO W KONSTRUKCJI
ODPORNYCH PORTFELI INWESTYCYJNYCH

Wprowadzenie

Jednym z istotnych zagadnien podejmowanych w nowoczesnej teorii port-
felowej jest ograniczanie skutkow ryzyka estymacji (ang. estimation risk). Przez
ryzyko to rozumie si¢ mozliwo$¢ poniesienia straty w wyniku btedow estymacji
parametrow modeli. W zagadnieniach wyboru portfela inwestycyjnego zrodtem
ryzyka estymacji jest wrazliwos¢ klasycznej funkcji optymalnej alokacji na nie-
znane rzeczywiste wartosci oczekiwanej stopy zwrotu portfela oraz miar ryzyka.
W klasycznym podejsciu Markowitza [1952] oszacowania udzialow portfela sa
oparte na obserwacjach pochodzacych z jednej proby, bedacej zbiorem obserwa-
cji stop zwrotu okreslonych aktywow. Wskutek ryzyka estymacji oszacowania te
moga by¢ obciazone, zwlaszcza w sytuacjach niespelnienia klasycznych zalo-
zen, obecno$ci wielowymiarowych obserwacji odstajacych w probie lub asyme-
trycznych rozktadow stop zwrotu. W konsekwencji, udziaty portfela wyznaczo-
ne na podstawie klasycznej estymaciji i optymalizacji nie sa w rzeczywistosci
rozwiazaniem optymalnym, lecz suboptymalnym.

Fakt ten stat si¢ w nowoczesnej teorii portfelowej motorem rozwoju wielu
statystycznych metodologii stuzacych ograniczeniu skutkow ryzyka estymacji
w procesie konstrukcji portfela inwestycyjnego. Do metod tych zalicza si¢ m.in.:
— metody estymacji odpornej (ang. robust estimation methods),

— metody estymacji bayesowskiej (ang. Bayesian estimation methods),
— metody optymalizacji odpornej (ang. robust optimization methods),
— metody probkowania (ang. sampling methods).

Idea budowy portfeli na podstawie pierwszej grupy metod polega na wie-
lowymiarowej estymacji odpornej oczekiwanej stopy zwrotu i ryzyka sklado-
wych portfela, a nastgpnie na podstawie otrzymanych charakterystyk na kla-
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sycznej optymalizacji typu $rednia-wariancja (ang. mean-variance MV)'. Druga
z wymienionych grup metod dotyczy konstrukcji portfeli, ktérych charaktery-
styki sa szacowane na podstawie rozktadow a posteriori oczekiwanej stopy
zwrotu i ryzyka sktadowych portfela. Odpornos¢ w sensie optymalizacji odpor-
nej jest natomiast efektem zalozenia, ze parametry bedace charakterystykami
sktadowych portfela nie sa rowne ocenom punktowym uzyskanym w procesie
estymacji, ale znajduja si¢ w otoczeniach tych ocen zwanych zbiorami niepew-
no$ci. Zadania optymalizacyjne maja najczesciej posta¢ zadan maxminowych
lub minimaxowych?. Metody probkowania umozliwiaja z kolei wybor optymal-
nego portfela na podstawie wielu prob. Proby te moga pochodzi¢ z rozktadu
empirycznego lub z rozktadu teoretycznego.

Alternatywe w stosunku do podej$¢ opisanych powyzej stanowia metody
programowania stochastycznego. Pozwalaja one w naturalny sposob uwzglednicé
fakt, ze parametry bedace w klasycznym ujeciu podstawa szacowania optymalnych
udzialow sktadowych portfela powinny by¢ traktowane jako wielkosci losowe.
Z tego punktu widzenia metody te stanowia rozszerzenie klasycznych podejs¢ do
budowy portfeli inwestycyjnych uwzgledniajacych ryzyko estymacji. Niestety wiele
zadan programowania stochastycznego przydatnych w analizie portfelowej jest
trudnych do rozwiazania, co istotnie ogranicza mozliwosci ich aplikacji.

W pracy jest analizowane zastosowanie metod programowania stochastycz-
nego do budowy portfeli, ktorych ryzyko nie bedzie przekraczaé z gory ustalo-
nego poziomu, uwzgledniajac przy tym ryzyko estymacji. Autorzy koncentruja
si¢ przede wszystkim na stochastycznej modyfikacji klasycznego zadania Mar-
kowitza, mianowicie:

maCX{E(x'ﬁ)} p.-w. P(\/ X'Zx < v)z l-«, (1)

gdzie W=(1,, 1,,...,f1,)" — wektor losowy warto$ci oczekiwanych stop zwrotu
aktywow sktadowych, ¥ - macierz losowa kowariancji stop zwrotu,
x=(X,,X,,..,X,)" — udzialy portfela bedace elementem zbioru dopuszczalnego
C={x:x>0,x1=1}, v — maksymalne dopuszczalne odchylenie standardowe

portfela, o — prawdopodobienstwo, ze ryzyko portfela przekroczy zatozony po-
ziom, E — operator warto$ci oczekiwane;.

Aplikacje wybranych wielowymiarowych estymatoréw odpornych do budowy portfeli na da-
nych polskiego rynku kapitalowego zawieraja m.in. prace: A. Orwat [2007a; 2007b].

Przykiad aplikacji tej metodologii na danych polskiego rynku kapitalowego mozna znalezé
w pracy A. Orwat [2010], natomiast aplikacj¢ metody bedacej potaczeniem podejscia bayesow-
skiego z optymalizacja odporna w A. Orwat-Acedanska [2011].
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W pracy zaproponowano rozwiazanie problemu (1) metoda aproksymacji
probkowej (SAA — sample approximation approach). W podejsciu tym oryginalne
rozktady wektora losowego [ oraz losowej macierzy kowariancji X sa zastgpowa-

ne rozkladami empirycznymi, a zaktadane prawdopodobienstwo o przekroczenia
dopuszczalnego ryzyka — przez empiryczny odpowiednik g. W ten sposob rozwia-
zanie stochastycznego problemu (1) jest przyblizane dzigki rozwiazaniu odpo-
wiedniego problemu deterministycznego. W pracy takie podejscie jest traktowa-
ne jako potaczenie metody optymalizacji odpornej oraz metody probkowania
wykorzystywanym do ograniczania ryzyka estymacji. Analizowany jest wplyw
sposobu budowy rozkladu empirycznego wraz z liczba obserwacji, a takze pa-
rametru q na wlasnosci przyblizonego rozwiazania i jego przydatnos¢ dla poten-
cjalnego inwestora. W analizach wykorzystano dane dotyczace stop zwrotu
spotek notowanych na GPW w Warszawie.

Praca sktada sig z trzech podrozdzialow. Podrozdziat pierwszy zawiera opis
metodologii alokacji odporne;j i tradycyjnego podejscia probkowania do wyboru
portfela. Opis proponowanej przez Autorow metodologii zawiera podrozdziat
drugi, natomiast w podrozdziale trzecim przedstawiono zatozenia oraz wyniki
przeprowadzonych analiz empirycznych. Artykut konczy si¢ podsumowaniem.

1. Metodologia alokacji odpornej i tradycyjnej metody
prébkowania

Alokacja aktywoOw jest rozumiana w niniejszej pracy jako dobor aktywow
w réznych proporcjach w celu osiagnigcia najwyzszej oczekiwanej stopy zwrotu
przy zatozonym poziomie ryzyka. Jednym z proponowanych w literaturze zadan
optymalizacji odpornej jest wybor portfela w pesymistycznym scenariuszu, za-
ktadajacym, ze macierz kowariancji sktadowych portfela bedzie jak najmniej
korzystna. Wybor portfela odpornego w sensie metody alokacji odpornej pozwa-
la uzyska¢ mozliwie najlepszy rezultat przy najmniej korzystnym stanie natury
rynku. Zadanie alokacji odpornej ma postac:

max {x'u} p.w. maxVx'Xx'<v, (2)

xel XeO,

gdzie: v — ustalona warto$¢ dopuszczalnego ryzyka, ®y — zbidr niepewnosci,
ktory z okreslonym, duzym prawdopodobienstwem zawiera nieznang warto$¢
parametru X.
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Istnieje wiele mozliwosci specyfikacji zbioréw niepewnosci’. Przyjmujac
elipsoidalne postacie zbiorow niepewnosci [Meucci 2005] oraz przy zatozeniu,
ze rozktad stop zwrotu ma rozklad normalny, promienie elipsoid ufnosci sa od-
czytywane z tablic rozkladu chi-kwadrat’. Inwestor moze okresli¢ estymatory
parametru $rodka i parametru ksztaltu elipsoid oraz promienie elipsoid w sposob
arbitralny. Im wigksza elipsoida, czyli im wigksze prawdopodobienstwo pokry-
cia przez nia nieznanej wartosci parametru, tym inwestor okreslajacy to prawdo-
podobienstwo cechuje si¢ wigksza awersja do ryzyka estymacji parametru.
W szczegblnosci inwestor moze oszacowac te parametry na podstawie szeregu
czasowego stop zwrotu. Analityczne postacie elipsoid niepewno$ci wartosci
oczekiwanej 1 macierzy kowariancji wektora stop zwrotu oraz odpowiadajace im
rézne warianty zadania (2) zawiera praca Orwat [2010]. W celu dokladnego
1 efektywnego numerycznie rozwiazania takich zadan, mozna je przeksztatci¢ do
zadan optymalizacji stozkowej drugiego rzgdu (SOCP — ang. second order cone
program)’.

Statystyczne metody probkowania znalazly zastosowanie w problemach
wyboru portfela inwestycyjnego poczawszy od pracy Michauda [1998]. Portfel
otrzymany w wyniku zastosowania tej metody (w skrocie: portfel probkowy)
jest portfelem optymalnym i usrednionym ze wzgledu na wiele scenariuszy.
Tradycyjna procedura wyboru portfela optymalnego metoda probkowania Mi-
chauda posiada nastepujace etapy:

Etap 1. Na podstawie posiadanej proby ((7 x k) — wymiarowej macierzy ob-
serwacji stop zwrotu) utworzenie duzej liczby n podprobek o takiej samej li-
czebnosci jak proba wyjsciowa. Podprobki te moga pochodzi¢ z rozktadu empi-
rycznego — wowczas w wyborze portfela sa stosowane metody bootstrapowe,
lub tez z rozktadu teoretycznego — woéwczas moéwimy o metodach symulacji
Monte Carlo.

Etap 2. Dla kazdej podprobki j, j=1,...,n estymacja wektora wartoci ocze-

kiwanej p; i macierzy kowariancji X, stop zwrotu.

Na przyktad R.H. Tiitiincii, M. Koenig [2004] konstruuja zbiory niepewnosci w postaci prze-
dziatow; D. Goldfarb, G. Iyengar [2001] wykorzystuja przedziat jako zbior niepewnosci dla
wektora warto$ci oczekiwanych, natomiast zbior niepewnosci dla macierzy kowariancji kon-
struuja za pomoca modeli czynnikowych.

Spehienie zatozenia normalnosci wektorow stop zwrotu umozliwia bezposrednia interpretacje
probabilistyczna elipsoid ufnosci. Jesli rozktad stop zwrotu nie jest rozktadem normalnym,
wowczas trudno dobra¢ warto$ci promieni elipsoid majacych prosta interpretacj¢ probabili-
styczna. Niemniej jednak przeprowadzenie wowczas analizy empirycznej przy specyfikacjach
okreslonych pod warunkiem zalozenia normalnosci jest nadal uzyteczne, istota metody nie
zmienia si¢.

Optymalizacja stozkowa jest rodzajem programowania wypuklego z liniowa funkcja celu, zbior
dopuszczalnych rozwiazan jest przecigciem hiperplaszczyzny rzeczywistej i stozka.
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Etap 3. Dla danego maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfela v wyzna-

(pr)

czenie udziatow X’ portfeli MV na podstawie oszacowan pu; i X .

Etap 4. Usrednienie udziatow portfeli po podrobkach j w celu wyznaczenia
usrednionego portfela:

* 1 [ ( )
_ - pr
X, = E X
n j:l

Zaleta portfeli probkowych jest wyzszy stopien dywersyfikacji niz klasycz-
nych portfeli Markowitza MV [Scherer 2002]. Ponadto portfele te charakteryzu-
ja si¢ z reguly mniej gwattownymi zmianami w strukturze udzialow wraz ze
wzrostem wartosci maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfela, co jest nie-
watpliwie zaleta z punktu widzenia oceny inwestorow [Scherer 2002]. Losowy
charakter wyboru podprébek oraz fakt, ze portfele te sa portfelami usredniony-
mi, powoduje, ze sa one nieodporne na obserwacje odstajace. Jest to gldwna
wada tej metody z punktu widzenia wlasnosci statystycznych.

2. Programowanie stochastyczne w problemach wyboru portfela

Jak juz wspomniano we wstgpie podstawowe zadanie rozpatrywane w pra-
cy przyjmuje postaé:

maCX{E(x'ﬁ)} p.-w. P(\/ X' Zx < V)Z l-.

Problem ten nalezy do klasy zadan programowania stochastycznego z probabili-
stycznym ograniczeniem [Shapiro et al. 2009; Luedtke i Ahmed 2008; Pagoncel-
li et al. 2009; Yu et al. 2003]. Dla tej klasy probleméw, z uwagi na trudnosci
z obliczaniem prawdopodobienstw wystepujacych w ograniczeniu oraz fakt, ze
zbidr rozwiazan dopuszczalnych nie jest zwykle zbiorem wypuktym, rozwiaza-
nia analityczne istnieja tylko dla szczegélnych przypadkow [Shapiro et al. 2009;
Luedtke i Ahmed 2008; Pagoncelli et al. 2009; Yu et al. 2003]. Zadanie oma-
wiane w pracy moze by¢ rozwigzane jedynie przy pomocy metod przyblizonych,
w tym przypadku metody aproksymacji probkowej. W podej$ciu tym oryginalne
rozktady zmiennych losowych p oraz )3 sa zastgpowane rozktadami empirycz-

nymi, a zakladane prawdopodobienstwo o przekroczenia dopuszczalnego ryzyka —
przez jego empiryczny odpowiednik g. W ten sposob rozwiazanie stochastycznego
problemu (1) jest przyblizane dzigki rozwiazaniu problemu deterministycznego (3):
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macx{lzn:x’uj}.w. lzn:l(,/x'f.jx Sv)zl—q, (3)
I = n =

przy czym W ; oznacza j-ta realizacjg wektora R,j=1,2, ..., n natomiast /(A)

jest funkcja wskaznikowa, ktora przyjmuje wartos¢ 1, gdy zdanie A jest praw-
dziwe oraz 0 w przeciwnym przypadku. Procedura aproksymacji problemu (1)
sktada si¢ z nastgpujacych etapow:

Etap 1. Na podstawie (7 x k) — wymiarowej macierzy obserwacji stop zwrotu
utworzenie duzej liczby n podprobek o takiej samej liczebnosci jak proba orygi-
nalna.

Etap 2. Dla kazdej podprobki j, j=1,...,n estymacja wektora warto$ci ocze-

kiwanej p; i macierzy kowariancji X IT
Etap 3. Dla danej wartosci v maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfela
wyznaczenie udziatow sz rozwiazujac problem (3).

Przedstawione rozwiazanie problemu (1) mozna wigc postrzegac takze jako
potaczenie opisanych wczesniej metody optymalizacji odpornej oraz metody
probkowania. Z jednej strony, tak jak w metodzie probkowania, jest losowanych
wiele podprobek, przy czym w przeciwienstwie do podej$cia Michauda, w ni-
niejszej modyfikacji procedury jest rozwiazywane jedno zadanie optymalizacyj-
ne obejmujace wszystkie podprobki. Z drugiej strony, przyjeta w zadaniu opty-
malizacyjnym posta¢ ograniczenia ma na celu, tak jak w metodzie optymalizacji
odpornej, zagwarantowanie, ze nawet mimo niekorzystnej sytuacji ryzyko port-
fela nie przekroczy z goéry zatozonego poziomu. Jednakze w zadaniu optymali-
zacji odpornej zaktada sig, ze ograniczenie to musi by¢ spetnione dla wszystkich

M ; z okreslonego zbioru, natomiast w niniejszej procedurze dopuszczamy, ze

dla niewielkiego odsetka ¢ przypadkéw ograniczenie nie bedzie spelnione.
W sytuacji gdy ¢ = 0, ograniczenie (3) jest tozsame z ograniczeniem w zadaniu (2).

Nalezy zwroci¢ uwage, ze duza zaleta aproksymacji probkowej jest jej ela-
styczno$¢. Metoda ta moze by¢ bowiem stosowana dla szerokiej klasy rozkta-
déw stop zwrotu, a takze w przypadku innych niz odchylenie standardowe miar
ryzyka portfela, co pokazujemy w czgsci empirycznej pracy, rozwazajac zadanie
z wartos$cia zagrozona VaR jako miarg ryzyka.

W tym miejscu istotnym zagadnieniem jest metoda rozwiazania determini-
stycznego problemu (3). Z uwagi na funkcje wskaznikowa wystgpujaca w ogra-
niczeniu, ktora nie jest funkcja ciagla, rozwiazanie tego zadania nie jest latwe.
W pracy przyjeto metoda sekwencyjnego usuwania obserwacji, ktore najsilniej
ograniczaja funkcje celu. W pierwszym kroku rozwiazywano problem (3)



Zastosowanie programowania stochastycznego... 127

przyjmujac ¢ = 0, a wiec zakladajac ze ograniczenie musi by¢ spelnione dla
wszystkich podprobek. Nastepnie usuwano te realizacje p; oraz Zj , ktorym

odpowiadala najwigksza warto§¢ mnoznika Lagrange’a, a wigc jej usunigcie
skutkowato najwigkszym wzrostem funkcji warto$ci, i ponownie rozwiazywano
zadanie (3) przy g = 0. Procedurg powtarzano do momentu usunigcia [ 7¢] najsil-
niej ograniczajacych realizacji. Problem (3) dla ¢ = 0 jest zadaniem programo-
wania kwadratowego, dla ktorego szybko mozna znalez¢ doktadne rozwiazanie.

Podstawowym problemem zwigzanym ze stosowaniem oméwionej metody
jest kwestia dopuszczalnosci uzyskanych rozwiazan. Campi i Garatti [2011]
podali niedawno wzér na minimalna liczbg podprobek #, dla ktérych rozwiaza-
nie problemu (3) z prawdopodobienstwem 1 — f bliskim jednosci jest rozwiaza-
niem dopuszczalnym spelniajacym ograniczenie zadania (1). Jezeli przez ¢
oznaczy¢ liczbe pominigtych podprobek g* = [Tq], wtedy nalezy wziaé takie n,
dla ktorego bgdzie spetniona nierowno$¢ [Campi i Gratti 2011]:

*t k=1 q"+k-1 ) o
(q p jzmal(l—a) <p. @

gdzie k jest wymiarem rozwazanego zadania optymalizacyjnego.

Niestety wzor ten jest prawdziwy dla bardzo szerokiej grupy zagadnien.
Nieré6wno$¢ zachodzi dla dowolnego rozktadu zmiennych oraz dowolnego spo-
sobu usuwania obserwacji, co sprawia, ze liczba probek obliczana na jego pod-
stawie w praktyce najczesciej jest zdecydowanie zbyt duza. Nieco bardziej
szczegOtowe oszacowanie mozna znalez¢ w innych pracach, lecz nie obejmuja
one zagadnien rozwazanych w niniejszej pracy [Campi i Gratti 2005, 2006; Luedtke
i Ahmed 2008]. Przyktadowo, przyjmujac ¢ = 5, k = 20, a = 0,05, # = 0,001, na
podstawie wzoru (4) otrzymujemy n > 3588. Chcac wigc mie¢ pewno$¢ na po-
ziomie 0,999, Zze uzyskane rozwiazanie problemu (3) bedzie dopuszczalnym
rozwigzaniem problemu (1), musimy utworzy¢ co najmniej 3588 podprobek,
z ktorych w zadaniu (3) mozna odrzuci¢ jedynie 5. W efekcie uzyskane portfele
sa bardzo konserwatywne, cechuja si¢ zazwyczaj ryzykiem zdecydowanie niz-
szym od przyjetej wartosci granicznej, a w konsekwencji rowniez bardzo niska
oczekiwang stopa zwrotu. Takie podej$cie w praktyce moze nie by¢ przydatne,
dlatego Luedtke i Ahmed [2008] zaproponowali, aby wartosci n oraz g dobieraé
metoda ,,prob i bledow”, sprawdzajac dla kazdej kombinacji n oraz g odsetki
przekroczen zalozonego limitu a posteriori dla wielu podprobek utworzonych
z danej proby. W pracy przyjeto podejécie zblizone do tej koncepcji. Opisano je
w kolejnym podrozdziale pracy.
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3. Analiza empiryczna

Celem analizy empirycznej byta ocena wplywu réznych sposobéw genero-
wania podprobek oraz przyjmowania réznych warto$ci n oraz ¢ na odsetek prze-
kroczen zaktadanego dopuszczalnego poziomu ryzyka v. Podstawe analiz sta-
nowily badania symulacyjne. Aby nie przyjmowac okreslonego rozktadu dla
generowanych prob, wykorzystano jednak dane rzeczywiste dotyczace 20 spotek
wchodzacych w sklad indeksu WIG20 lub WIG40, dla ktérych byly dostepne
dhugie ciagi notowan. Zbior danych liczyt 624 obserwacji tygodniowych stop zwro-
tu obejmujacych okres 3.12.1999-11.11.2011. Zbiér ten traktowano jako populacje,
z ktorej nastgpnie losowano ze zwracaniem 1000 prob liczacych po 7'= 200 obser-
wacji. Dla kazdej takiej proby wyznaczano klasyczne portfele jako rozwigzania
problemu:

max{x'ﬁ} p.w. VX'EX <v, (5)

xeC

oraz portfele probkowe bedace rozwiazaniami problemu (1) metoda opisana
w poprzednim rozdziale. W ostatnim kroku szacowano oczekiwana stopg zwrotu
oraz ryzyko tych portfeli, lecz dokonywano tego na podstawie wektora p i ma-
cierzy X z populacji, a wigc obliczanych na podstawie wszystkich 624 obser-
wacji. Otrzymane oszacowania ryzyka portfeli, nazywane ryzykiem rzeczywi-
stym, porownywano z przyjetymi rdéznymi wartosciami dopuszczalnego
poziomu odchylenia standardowego v. W przypadku modeli probkowych
w wariancie podstawowym zakladano, ze podprobki sa generowane metoda
bootstrap, to znaczy poprzez losowanie ze zwracaniem 7 = 200 obserwacji z
analizowanej proby. Przyjmowano n = 100 podprobek. Dopuszczalny odsetek
przekroczen zadanego poziomu ryzyka ustalono na poziomie o = g = 0,05.

Na rysunku 1 zilustrowano odsetek 1000 przeprowadzonych symulacji, dla
ktorych faktyczne ryzyko portfela, obliczane na podstawie macierzy X z anali-
zowanej populacji, przekraczato zadany dopuszczalny poziom v.
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Rys. 1. Odsetek przekroczen zaktadanego ryzyka dla portfeli klasycznych oraz probkowych

Z rysunku tego wynika, ze dla przyjgtego poziomu ryzyka portfela v = 4%
w skali tygodnia, rzeczywiste ryzyko portfeli klasycznych przekraczato zatozony
poziom w ponad 50% prob. W przypadku portfeli probkowych odsetek ten byt
natomiast rowny okoto 15%, co i tak jest poziomem wyraznie wyzszym od przy-
jetego odsetka przekroczen wynoszacego 5%. Dla v = 5,5% odsetek ten dla portfeli
probkowych spada jednak ponizej przyjetej granicy. W przypadku wysokiego po-
ziomu ryzyka dopuszczalnego v = 8% dla portfeli probkowych odsetek przekroczen
jest minimalny, a w przypadku portfeli klasycznych jest wyzszy od 5%.

W dalszej cze¢sci analizowano wptyw liczby podprobek 7 na odsetek prze-
kroczen w modelach probkowych. Na rysunku 2 przedstawiono wyniki analiz
dla sytuacji, gdy podprobki sa generowane metoda bootstrap. Dla matej liczby
podprébek n = 25 liczba przekroczen jest wyraznie wyzsza od wariantu bazowe-
go, w ktorym n = 100. Dalsze zwigkszanie liczby podprob nie prowadzi juz na-
tomiast do znaczacego spadku odsetka przekroczen. Dla v = 4% oraz n = 400
odsetek przekroczen jest wyraznie wyzszy niz 10%.
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Rys. 2. Odsetek przekroczen zaktadanego ryzyka dla portfeli probkowych dla roéznej liczby pod-
probek tworzonych metoda bootstrap

Na rysunku 3 zaprezentowano wyniki podobnych rozwazan dla sytuacji,
w ktorej podprobki byly generowane symulacyjnie, z rozkltadu normalnego
o warto$ci oczekiwanej i macierzy kowariancji rownych klasycznym oszacowa-
niom uzyskanych na podstawie analizowanej proby. Wyraznie odstaja jedynie
wyniki dla n = 25 oraz n = 50. W pozostatych przypadkach zwigkszanie liczby
podprobek przynosito bardzo niewielkie spadki odsetka przekroczen. W oma-
wianym przypadku istotne jest jednak, ze odsetki przekroczen sa wyzsze niz dla
podprébek bootstrapowych. Swiadczy to o tym, ze w omawianym przypadku po-
winno by¢ preferowane podejscie z podprobkami bootstrapowymi.
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Rys. 3. Odsetek przekroczen zaktadanego ryzyka dla portfeli probkowych dla roéznej liczby pod-
probek tworzonych metoda symulacji Monte Carlo
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Rysunek 4 ilustruje efekty rozwazan nad wpltywem probkowego wspot-
czynnika przekroczen g na odsetek przekroczen w podstawowym wariancie
modelu probkowego. Przy n = 100 podprobkach analizowano modele, w ktorych
wyklucza si¢ 10, 5, 2 oraz 0 podprobek. Zmiany warto$ci parametru g przynosza
teraz wigksze spadki liczby przekroczen niz zwigkszanie liczby podprobek.
W skrajnym przypadku dla g = 0 oraz v = 4% zaobserwowany odsetek przekroczen
wynosi mniej niz 8%. Dodatkowo zmiana warto$ci ¢ ma duzo mniejszy wptyw na
czasochlonno$¢ obliczen niz zmiana liczby podprobek. W szczegdlnosci w przy-
padku algorytmu zastosowanego w pracy zmniejszanie g skraca czas obliczen.
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Rys. 4. Odsetek przekroczen zaktadanego ryzyka dla portfeli probkowych dla réznych frakcji
opuszczanych podprobek ¢

Przedstawione wyniki wyraznie wskazuja, ze portfele probkowe cechuja si¢
nizszym poziomem ryzyka w stosunku do portfeli klasycznych. Odbywa si¢ to
jednakze kosztem nizszej oczekiwanej stopy zwrotu takich portfeli. W tym miej-
scu pojawia si¢ wigc pytanie, czy takie podejscie jest korzystne dla inwestorow.
Aby na to pytanie odpowiedzie¢ dla generowanych prob wyznaczano optymalne
portfele klasyczne oraz probkowe w wariancie podstawowym dla inwestora
cechujacego si¢ liniowa funkcja uzytecznosci ze wzgledu na oczekiwang stope
zwrotu oraz ryzyko postaci:

u(x)=xn-0,5px'2x , (6)

gdzie v jest wspotczynnikiem awersji do ryzyka. Nastgpnie oceniano uzytecz-
nos¢ tych portfeli, przyjmujac za p oraz X wartosci z catej populacji 624 stop
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zwrotu. W tabeli 1 zestawiono $rednie wartosci uzytecznosci dla 1000 prob
w zaleznosci od poziomu wspotczynnika awersji do ryzyka. W przypadku inwe-
storow cechujacych si¢ niska awersja do ryzyka nieco lepsze okazywaly si¢
zwykle portfele klasyczne, natomiast dla tych, ktérzy cechuja si¢ wyzszym po-
ziomem awersji do ryzyka lepsze sa portfele probkowe.

Tabela 1
Srednie warto$ci uzytecznosci portfeli klasycznych oraz probkowych
v 0,01 0,1 1 10 50 100
portf. klas. 1,0071° 1,0069 1,0051 0,9972 0,9646 0,9237
portf. probk 1,0070 1,0068 1,0051 0,9979 0,9698 0,9345

" Warto$ci pogrubione wskazuja na portfele o wyzszej $redniej uzytecznosci.

W ostatniej czgsci rozwazano modele, w ktorych jako miarg ryzyka portfela
zamiast odchylenia standardowego przyjeto wartos¢ zagrozona VaR. Analizo-
wane problemy decyzyjne miaty nastepujaca forme:

macx{E(x'ﬁ)} p.w. P(VaRy (x'p) > rmm)z -, (7)
macx{x'u} p-w. VaR, (X'p) 21, » (8)

gdzie y oznacza rzad kwantyla, a 7, jest zakladanym minimalnym poziomem
warto$ci zagrozonej. Z punktu widzenia programowania stochastycznego pro-
blem (6) jest prostszy do rozwiazania niz problem (1) i dlatego czg¢$ciej byt ana-
lizowany w literaturze [Bonami i Lejeune 2009; Pagoncelli et al. 2009]. Podob-
nie jak w poprzedniej czgsci, analizowano wptyw liczby podprobek oraz odsetka
pomijanych podprobek na obserwowany odsetek przekroczen zaktadanej mini-
malnej warto$ci zagrozone;j.
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Rys. 5. Odsetki przekroczen zaktadanego poziomu ryzyka dla portfeli klasycznych oraz probko-
wych przy réznych warto$ciach n oraz ¢ dla modelu VAR

Wyniki analiz w tym zakresie przedstawiono na wykresach na rysunku 5.
W rozwazaniach przyjmowano y = 0,05. W przypadku restrykcyjnego zatozenia
minimalnej warto$ci zagrozonej na poziomie rni, = -5% portfele klasyczne beda-
ce rozwigzaniem zadania (7) az w okoto 80% przypadkéw cechowaly sig poziomem
VaR nizszym niz poziom zakladany. Dla modeli probkowych przy ¢ = 0,1 odsetek
ten wynosit 30%-40% w zaleznosci od liczby podprobek n. Dla nizszych warto-
$ci odsetki te sa nizsze, przy czym ponizej zaktadanego poziomu g = 0,1 spadaja
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one dopiero dla zakladanej wartosci zagrozonej réwnej okoto -7%. Obnizanie
wartosci ¢ skutkuje takze nizszym odsetkiem przekroczen, przy czym spadek ten
nastepuje dos¢ wolno.

Podsumowanie

W pracy rozwazano zastosowanie metod programowania stochastycznego
w problemach wyboru portfela uwzgledniajacych ryzyko estymacji. Koncentro-
wano si¢ na zadaniach, ktore mialy na celu zapewnienie, ze ryzyko portfela
z duzym prawdopodobienstwem nie przekroczy zadanego poziomu.

Przeprowadzone badania symulacyjne wskazaly, ze problem przekraczania
zatozonego poziomu ryzyka w zwiazku z niedoktadnos$cia estymacji charaktery-
styk aktywow skladowych portfela moze by¢ bardzo czesty. Na przyktad, gdy
jako miare ryzyka przyjeto warto§¢ zagrozona, wowczas dla klasycznych portfe-
li ich warto$¢ zagrozona mogta przekracza¢ poziom zatozony w zadaniu nawet
w 80% przypadkow.

Dla rozwiazania analizowanych zadan programowania stochastycznego za-
proponowano metode aproksymacji probkowej, dla ktorej kluczowym proble-
mem jest okreslenie wlasciwego sposobu generowania podprobek, oszacowania
ich liczebnosci oraz odsetka pomijanych podprobek w empirycznej wersji pro-
blemu stochastycznego. W odniesieniu do sposobu generowania podprobek
stwierdzono, ze nieco lepsze wyniki uzyskano przy zastosowaniu podejscia bo-
otstrapowego, a wigc losowania obserwacji ze zwracaniem z analizowanej pro-
by, niz w przypadku losowania z okreslonego rozktadu teoretycznego, ktorego
parametry szacowano na podstawie proby. W aspekcie wyboru liczebnosci oraz
odsetka pomijanych podprobek ustalono natomiast, ze aby uzyska¢ w przyblize-
niu zaktadane ryzyko przekroczenia zadanego poziomu ryzyka, korzystniej jest
zmienia¢ empiryczny odsetek pomijanych podprobek g, niz liczbe generowa-
nych podprobek. Wynika to z wigkszej wrazliwosci odsetka przekroczen na
warto$¢ parametru ¢, a takze z wigkszej szybkos$ci dziatania takiego algorytmu.
Ponadto pokazano, ze omawiane podej$cie stochastyczne moze by¢ polecane
inwestorom cechujacym si¢ wysokim poziomem awersji do ryzyka.
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AN APPLICATION OF THE STOCHASTIC PROGRAMMING TO BUILDING
ROBUST INVESTMENT PORTFOLIOS

Summary

The paper discusses application of stochastic programming approach to the portfo-
lio selection problem involving estimation risk. It focuses on problems aiming at assu-
ring that the portfolio risk does not exceed a given limit with high probability. For
solving the problems the sample approximation approach is proposed for which the most
important issues like a method used for generating subsamples, setting the correct num-
ber of subsamples and empirical confidence level parameter are discussed. As far as the
first issue is concerned a bootstrap approach was superior to Monte Carlo method in
a simulation study based on returns data of stocks listed on the Warsaw Stock Exchange.
For the latter problems it is advised changing the empirical confidence level parameter
instead of the number of subsamples to match expected confidence level of the stocha-
stic program. It is also shown that the discussed approach is suitable for investors with
high risk aversion.
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MIARY RYZYKA A POMIAR EFEKTYWNOSCI
INWESTYCJI

Wprowadzenie

Przedstawiamy zbior miar ryzyka, okreslajac zbior aksjomatow, ktore po-
winny takie miary spetnia¢. Miary, ktére beda spetnia¢ oméwiony zbior aksjo-
matdéw bedziemy nazywac indeksami akceptowalnosci (ang. indexes of accepta-
bility), a korzystajac z odpowiednich twierdzen o reprezentatywnosci zapiszemy
charakterystyki tych indeksow.

Indeks akceptowalnosci jest nieujemna liczba rzeczywista. Z kazdym po-
ziomem indeksu jest skojarzony odpowiedni przeptyw pienigzny, ktory jest ak-
ceptowana wartoscia pewnej zmiennej losowej. W zadaniu wielookresowym sa
rozwazane wszystkie strategie jako samofinansujace si¢ przeptywy pienig¢zne
o zerowych kosztach. Mamy zatem przestrzen zdarzen i przestrzen przeptywow
pienigznych, powiazanych z inwestycjami lub strategiami inwestycyjnymi, ktore
sa zmiennymi losowymi w pewnej przestrzeni probabilistycznej. Zaktadamy, ze
przestrzen zdarzen jest skoficzona 1 przestrzen zmiennych losowych skonczenie
wymiarowa.

Dla dowolnego poziomu akceptowalnosci zmienne losowe, o nieujemnych
warto$ciach sa przypisane do operacji o zerowych kosztach, reprezentuja arbi-
traz oraz sa akceptowalne na wszystkich poziomach. Przeplywy pienigzne sa
akceptowalne na ustalonym poziomie, to w konsekwencji odnosi si¢ do wartosci
zmiennych losowych o nieujemnych lub dodatnich wartos$ciach w przestrzeni
zmiennych losowych. Bardziej ogoélnie przeptywy pienigzne sa akceptowalne
jako konsekwencja aksjomatow i wpisuja si¢ w pewne wypukte stozki. To ozna-
cza, ze liniowa kombinacja zmiennych losowych akceptowalna na ustalonym
poziomie jest rowniez akceptowalna na tym samym poziomie jako dodatni ilo-
czyn skalaréw. Ten zbidr akceptowalnych przeptywow jest zatem nawigzaniem
do prac Artznera et al. [1999] oraz Carra, Geman i Madana [2000].
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1. Zbiory akceptowalnego ryzyka

Zbidr ryzyk zapiszemy jako G, jest to zbidr wszystkich funkcji o warto-
$ciach rzeczywistych zdefiniowanych na przestrzeni probabilistycznej Q'
(zmiennych losowych). Zakladamy, ze zbior Q jest skonczony, dlatego mozna
przyjaé, ze G = R", gdzie n = card(Q). Stozek dodatnich elementow G zapi-
szemy jako L., natomiast ujemnych L .

Zapiszemy jako A;; zbior przysztych wartosci netto wyrazonych w i-tej wa-
lucie, ktora w kraju i jest akceptowana przez regulatorow j, oraz A = ﬂ i A

Przedstawimy ponizej zbiér aksjomatow dla podzbioru akceptowalnego
ryzyka [Artzner 1999].

Aksjomat A. Zbior akceptowalnego ryzyka A zawiera L..

Aksjomat B. Zbior akceptowalnego ryzyka A nie ma czg$ci wspolnej z L okre-
slonego jako:

L ={X: X(®) <0, ® € Q}.

Czgsto ten aksjomat jest zastgpowany mocniejszym zalozeniem.
Aksjomat B2. Zbior akceptowalnego ryzyka A spelnia warunek A "L = {0}.

Kolejny aksjomat odnosi si¢ do awersji do ryzyka czesci decydentéw, a na-
stgpny ma charakter najmniej intuicyjny.

Aksjomat C. Zbior akceptowalnego ryzyka A jest wypukty.
Aksjomat D. Zbior akceptowalnego ryzyka A jest homogenicznie dodatnio
okreslonym stozkiem.

Zbioér akceptowalnego ryzyka jest punktem wyjscia do opisu obszaru ak-
ceptacji lub odrzucenia ryzyka. Przejdziemy do zdefiniowana w sposéb natural-
ny miary ryzyka poprzez okreslenie potozenia zajmowanej pozycji (ryzyka po-
siadanego instrumentu) w stosunku do zbioru akceptowanego ryzyka.

Definicja 1. Miara ryzyka jest odwzorowaniem p okreslonym z G w R.

Moéwimy o miarach ryzyka zaleznych od modelu (ang. model-dependent),
w przypadku znanego rozktadu prawdopodobienstwa lub o miarach niezalez-
nych od modelu (ang. model-free). Jezeli wartos¢ p(X) jest dodatnia, to jest in-
terpretowana jako minimalna dodatkowa wptlata, ktéra musi by¢ wykonana, aby
utrzymaé pozycje (zrekompensuje straty do pozycji rynkowej). Jezeli wartos§¢

"(QF, P).



Miary ryzyka a pomiar efektywnos$ci inwestycji 139

o(X) jest ujemna, jest to poziom mozliwej wyptaty, ktora moze by¢ alokowana
w dodatkowe instrumenty [Trzpiot 2004a].

Definicja 2. Miara ryzyka zwiqzana ze zbiorem akceptowalnego ryzyka. Jezeli
stopa zwrotu instrumentu wolnego od ryzyka wynosi r, miara ryzyka zwiazana
ze zbiorem akceptowalnego ryzyka A jest odwzorowaniem z G w R okreslona
jako:

pX) =inf{k: k- r+X e A}.

Definicja 3. Zbior akceptowalnego ryzyka zwiqzany z miarq ryzyka. Zbior ak-
ceptowalnego ryzyka zwiazany z miara ryzyka p jest okreslony jako:

A,={X e G: p(X) <0}.

Z kazdym zbiorem (stozkiem) akceptowalnego ryzyka jest powiazany
wspomagajacy zbior wycen. Przeplyw pienigzny ma akceptowalny poziom ry-
zyka jedynie, jezeli ma dodatnia oczekiwana wyceng w zbiorze wycen. Im wyz-
szy poziom akceptowalnego ryzyka, tym wyzsza wycena, co pociaga za soba
mniejszy stozek akceptowalnych ryzyka. Jezeli poziom akceptowalnosci przesu-
niemy do nieskonczonosci, wowczas stozek akceptowalnego ryzyka zamienia
si¢ w nieujemna zmienng losowa lub w arbitraz.

Najszerszy stozek akceptowalnego ryzyka uzyskujemy, jezeli zbior wycen
jest jednoelementowy. W tym przypadku mamy akceptowalna podprzestrzen
zmiennych losowych z dodatnia warto$cia oczekiwana na zbiorze wycen.

Waznym zadaniem jest zdefiniowanie poziomu akceptowalnosci ryzyka
usytuowanego w pomiarze efektywnosci inwestycji. Efektywne ekonomie cha-
rakteryzuja si¢ tym, ze przeptywy pieni¢zne z wysokim poziomem akceptowal-
nosci ryzyka sa ograniczane. Aby sformalizowa¢ oceny wprowadzamy indeks
akceptowalnosci (Iub akceptowalnego ryzyka), wykorzystujac zmienne losowe
iich rozktady, w szczegdlnosci rozktady przeptywow pieni¢znych. To oznacza,
ze losowe przeptywy pienigzne maja wyzszy poziom akceptowalnego ryzyka,
jezeli maja rozktad z wyzszym poziomem przekroczen ustalonego progu ryzyka
lub réwnowaznie poziom przekroczen z proby o dodatnim oczekiwanym pozio-
mie akceptowalnosci jest wowczas proporcjonalny do poziomu przekroczen.

2. Aksjomaty miar wykonania przyptywu pienieznego

Zapiszemy zbior aksjomatow dla miar wykonania przyptywu pieni¢znego. Fi-
nansowy model stopy zwrotu z inwestycji o kosztach zerowych w terminach prze-
plywow pienigznych jest zmienna losowa w przestrzeni probabilistycznej (Q,F, P).
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Skupimy uwage na klasie ograniczonych zmiennych losowych z przestrzeni
L* = L"(Q,F, P). Miara wykonania przyptywu pienieznego jest odwzorowanie o
z L” w [0,0]. Dla zmiennej losowej X € L™, ktéra jest poziomem finansowania
lub w bankowych terminach przeptywem pieni¢znym dla przyjetej strategii (za-
ktadamy stope zwrotu wolna od ryzyka). Wartos¢ a(X) mierzy poziom, stopien
jakosci X. Indeks akceptowalno$ci ma na celu wskazanie zbioru potencjalnych
wycen, ktorych krancowa wartos¢ jest dodatnia.

Quasi-wypuklo$¢

Dla miar wykonania przyplywu pienig¢znego o, okre§lamy zbior przepty-
wow 4, akceptowalny na poziomie x jako:

A, ={X:aX)>x}, x € Ri. (1).

Wiasno$¢ quasi-wypuktosci stanowi, ze ten zbidr ma by¢ wypukly. W pola-
czeniu z wlasnoscia kolejna dodatniej homogenicznos$ci, to oznacza, ze A, jest
wypuklym stozkiem.

Jezeli funkcja a jest quasi-wypukta, to oznacza, ze:

gdy a(X) >xia(Y)>x, wowczas a(AX + (1 —A)Y) > x dla kazdego A < [0, 1].

Monotonicznos$é

Jezeli X jest akceptowalne na ustalonym poziomie oraz Y dominuje X jako
zmienna losowa, wowczas Y jest akceptowalne na tym samym ustalonym po-
ziomie.

Mozemy zapisa¢ to jako uktad warunkow:
jezeli X < Y p.w., wowczas a(X) < a(Y).

Niezmienniczo$¢ wzgledem skali

Znamy dyskusje czy zbior akceptowalnego ryzyka powinien by¢ wypukty
1 niezmienniczy wzgledem skali.

Niezmienniczo$¢ wzgledem skali oznacza, ze o(X) nie zalezy od wartosci
wspotczynnika skali:

a(AX) = a(X) dlar > 0. (4).
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Wilasnos¢ Fatou

Celem wykorzystania twierdzen niezbg¢dne jest zachowanie szczegoélnych
wlasnosci cigglosci. Zapiszemy lemat Fatou.

Jezeli (X,) jest ciagiem zmiennych losowych, takich, ze |X,| < 1, a(X,) > x,
i X, jest zbiezne do X wzgledem prawdopodobienstwa, wowczas a(X) > x.

Prawo niezmienniczosci

Ta wlasnos$¢ naktada warunek zgodnosci rozktadow na przeptywy pienigz-
ne. Rozktady maja takie same dystrybuanty, powinny mie¢ ten sam poziom ak-
ceptowalnosci, formalnie:

jezeli F(X)= F(Y) prawie wszedzie, wowczas a(X) = a(Y ).

Zgodnos$¢ z SSD

Z punktu widzenia teorii uzytecznosci racjonalne jest nastgpujace wymaganie:
jezeli pewna inwestycja jest preferowana bardziej niz inna, to powinna mie¢ wyzszy
poziom jakosci. Jezeli inwestorzy wykorzystuja opis zachowan rynkowych poprzez
funkcje uzytecznosci, wowczas mamy nastgpujaca wasnosc:

jezeli Y SSD X, wowczas a(X) < a(Y),

gdzie SSD oznacza, ze E[U(X)] < E[U(Y )] dla dowolnej rosnacej wypuklej
funkcji U.

Z.godnos¢ z arbitrazem

Arbitraz to zmienna losowa X taka, ze P(X > 0) > 0. Arbitraz jest akcepto-
wany oraz pozadany na poziomie akceptowalno$ci dla takich nieograniczonych
stop zwrotu, oznacza to, ze:

X >0 p.w. wtedy i tylko wtedy a(X)=cc.

Pomijajac warunek P(X > 0) > 0, poniewaz formalnie a(0) = oo, dla kazde-
g0 przeplywu pieni¢znego miara jest monotoniczna, niezmiennicza wzgledem
skali i ma wlasnos¢ Fatom.

Uzasadnimy powyzsza rozbiezno$¢: rozwazajac monotoniczno$¢ wraz
z niezmienniczos$cia wzgledem skali oraz nieograniczono$cia otrzymujemy o(1) = oo;
oczywiscie z niezmienniczosci wzgledem skali wynika, ze a(g) = oo dla kazdego
€ > 0; ostatecznie z wlasnosci Fatou mamy o(0) = oo,
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Zgodnos$¢ wartosci oczekiwanych

Zgodnos¢ arbitrazowa odnosi si¢ do najwyzszych warto$ci wyznaczanych
miar. Zgodno$¢ wartosci oczekiwanych odnosi si¢ do najmniejszych warto$ci
i wymaga, aby zachodzity warunki:

jezeli E[X] < 0, wowczas a(X) = 0;
jezeli E[X] > 0, wowczas a(X) > 0.

3. Charakterystyka miar wykonania przyplywu pienieznego

Zapiszemy rownowazne podejscia do sposobu definiowania ryzyka poprzez
indeks akceptowalnego ryzyka oraz miary koherentne.

Koherentne miary ryzyka

Teoria powiazana z okresleniem indeksu akceptowalnego ryzyka wykorzy-
stuje koherentne miary ryzyka.

Definicja 4. Miara ryzyka p jest nazywana koherentna, wtedy i tylko wtedy, gdy
spetnia nastgpujace aksjomaty [Artzner et al. 1997; Trzpiot 2004a, 2006a,
2006b, 2008a, 2008b]:
1. Subaddytywnos¢:

dla dowolnych X, Y € L”, wowczas p(X + Y) < p(X) + p(Y).
2. Dodatnia homogeniczno$¢:

dla dowolnych X € L” oraz A > 0, wowczas p(1 X) = Ap(X).
3. Translacja inwariantna:

dla ustalonego X € L” oraz dowolnych a € R, wowczas p(X + a) = p(X) + a.
4. Monotonicznos¢:

dla X, Y € L” takich , ze X < Y, wowczas p(X) < p(Y).

Indeks akceptowalnego ryzyka
Indeks akceptowalnego ryzyka jest powiazany z koherentnymi miarami ryzyka.
Kazdy funkcjonat postaci:

p.(X)=— inf E9[X],xeR,
QeDy
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jest koherentna miara ryzyka. Jezeli a jest indeksem akceptowalnosci, wéwczas
moze by¢ reprezentowany jako:

a(X)=sup{xeR, :p,(X)<0},

z 10dzing (p, ) rc r+ rosnacych w x koherentnych miar ryzyka (tzn. odwzorowanie
x — p(X) jest rosnace dla kazdego X € L”).

Tak okreslone a jest indeksem akceptowalno$ci, wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje jednoparametryczna rosngca rodzina koherentnych miar ryzyka, posiada-
jaca nastepujaca wlasnos¢:

a(X) jest najwigksza wartoscia x taka, ze X jest akceptowalna (na ustalonym
poziomie) przy warto$ci miary ryzyka wynoszacej x.

Indeks akceptowalnego ryzyka jest odwzorowaniem quasi-wypuktym, mo-
notonicznym, niezmienniczym wzgledem skali i ma wilasnos¢ Fatou. Kazdy
indeks akceptowalno$ci jest powiazany z rosnaca jednoparametrowa rodzina
miar probabilistycznych tak, ze warto$¢ a(X) jest najwigksza wartoscia x taka, ze
X ma dodatnia warto$¢ oczekiwana dla kazdej miary z rozwazanego zbioru na
poziomie x. Akceptowalno$¢ na poziomie x oznacza, ze wszystkie miary z od-
powiadajacej rodziny wyceniaja X dodatnio. Indeks a(X) jest wowczas najwyz-
szym uzyskiwanym poziomem akceptowalnosci.

Spojrzymy z dodatkowej perspektywy na indeks akceptowalnego ryzyka. Zbior
dopuszczalnych przeplywdw wyznaczany przez indeks o jest zdefiniowany jako:

A, ={Xe L”: px (X) <0}, x € R..

To jest rodzina wypuktych stozkéw zmiennych losowych L*" i malejacych
w x. Wartos¢ a(X) jest najwigksza wartoscia x taka, ze X nalezy dla przyjetego
progu akceptowalnosci x do zbioru:

a(X)=sup{xeR, :XeA,.

Otrzymalismy dyskryminacje zbioru decyzji dla wybranej miary ryzyka.
Wszystkie zajgte pozycje sa podzielone na dwie klasy: akceptowalne i nieakcep-
towalne. Dla indeksu akceptowalno$ci mamy continuum pozioméw akceptowal-
nosci zdefiniowane poprzez system akceptowalnosci (4,), x € R, dodatkowo
indeks mierzy poziom akceptowalnosci dla przeptywu pienigznego.
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Aby przedstawi¢ graficzng ilustracje zaleznosci pomigdzy koherentnymi
miarami ryzyka, indeksem akceptowalnos$ci, zbiorem akceptowalnosci oraz sys-
temem akceptowalnosci na rysunku 1 przedstawiamy przyktad: dwa punkty
®;,®;. Dowolna zmienna losowa X jest reprezentowana jako punkt (X(w,),
X(»y)). Lewy rysunek to zbior akceptowalnego ryzyka, stozek 4 dla koherentnej
miary p. Na prawym rysunku mamy zbidr akceptowalnych stozkéow A, dla in-
deksu akceptowalnosci a.

Rys. 1. Akceptowalne stozki powiazane z koherentnymi miarami ryzyka i indeksami akceptowalnosci.
Zrédlo: Na podstawie: [Cherny 2007].

4. Miary wykonania przeptywu pienieznego i indeks
akceptowalnosci

Zapiszemy kilka miar wykonania przeplywu pieni¢znego. Przesledzimy
wiasnosci celem ustalenia, ktore sa indeksem akceptowalnosci.

Sharpe ratio — SR(X)

Pierwsza rozwazana miara bgdzie Sharpe Ratio dla przeplywu pienigznego
X zdefiniowana jako proporcja warto$ci oczekiwanej do odchylenia standardo-
wego o(X):



Miary ryzyka a pomiar efektywnos$ci inwestycji 145

EX) poryso
SR(X)=1{0(X) :

0, E(X)<0

To jest miara quasi-wypukla, niezalezna wzgledem skali, niezmiennicza,
zgodna, co do wartosci oczekiwanych. Posiada wlasno§¢ Fatou. Wiadomo, ze
Sharpe Ratio nie jest miarag monotoniczng i dlatego nie jest indeksem akcepto-
walnos$ci. Sharpe Ratio nie spelnia warunku zgodnosci z SSD [Bernardo i Ledoit
2000]. Bernardo i Ledoit rozpatrywali zmienne losowe o dodatnich warto$ciach
z nieskonczona wariancja, ktore daja dodatni przeptyw finansowy z Sharpe Ra-
tio wynoszacym zero. Zaproponowali Gain-Loss Ratio jako miarg ryzyka.

Gain-Loss ratio GLR(X)

Gain-Loss Ratio jest zdefiniowane jako stosunek wartosci oczekiwanej do
warto$ci oczekiwanej z ujemnych wartosci (ang. the negative tail):

ﬂ, E(X)>0
GLR(X)=1E(X") ,

0, E(X)<0

gdzie X = max{—X, 0}. Ta miara jest monotoniczna, niezmiennicza wzglgdem
przesunigcia i skali, zgodna z arbitrazem i wzgledem wartosci oczekiwanych.
Spelnia rowniez lemat Fatou oraz jest quasi-wypukta, zatem jest indeksem ak-
ceptowalnosci.

Dla sprawdzenia quasi-wypukto$ci zatézmy, ze GLR(X) > x oraz GLR(Y ') > x,
gdzie x > 0. Wowczas mamy rownowaznie, ze E[X] > xE[X | oraz E[Y | > xE[Y ].
Z wypuktosci funkcji x , otrzymujemy:

XE[QX + (1 =NY) ] <xQE[X +(1 = ME[Y ] <EMNX+(1 - W)Y ],
zatem GLROAX + (1 = V)Y ) >x.
Gain-Loss Ratio jest zgodna z SSD. Aby to uzasadni¢, rozwazmy X, Y, ta-
kie, ze Y SSD X. Zat6zmy, ze GLR(X) = x > 0, wowczas E[X] = xE[X ]. Funkcja

x jest rosnaca i wypukla, dlatego wnioskujemy, ze E[Y | < E[X ], wowczas:
E[Y]> E[X] =xE[X ] >xE[Y —] lub réwnowaznie GLR(Y) > x.
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Wspotezynnik tempa — TC(X)

Wspotczynnik tempa (ang. the tilt coefficient) przeptywu pienigznego X
moze by¢ postrzegany jako najwyzszy poziom absolutnej awersji do ryzyka dla
wyktadniczej funkcji uzytecznosci taki, ze przeptyw pienigzny jest dalej atrak-
cyjny dla krancowej uzytecznos$ci:

TC(X)=sup{ieR, : E[Xe *1>0},

gdzie sup @ = 0. Mozemy interpretowaé warto$¢ oczekiwana E[Xe ™ ] jako
krancowa uzyteczno$¢ wazona wartoscia przeptywu pienigznego z wyktadnicza
funkcja uzytecznosci i wspotczynnikiem awersji do ryzyka A. Jezeli TC(X) jest
dodatnie, wowczas wszystkie wartosci poziomu awersji do ryzyka ponizej
TC(X) akceptuja wymiang (handel) wzgledem brzegowego rozktadu (krancowe-
go kierunku) X.

TC jest monotoniczna, niezmiennicza i ma wtasnos$¢ Fatou. Zgodna jest ar-
bitrazowo 1 wzglgdem warto$ci oczekiwanych. Nie jest quasi-wypukta i nie-
zmiennicza wzgledem skali, nie jest indeksem akceptowalnosci.

Koherentny skorygowany ryzykiem zwrot z kapitalu — RAROC(X)

Koherentny skorygowany ryzykiem zwrot z kapitalu (ang. coherent risk-
-adjusted return on capital) jest zdefiniowany jako proporcja wartosci oczeki-
wanej do ryzyka, ktore jest mierzone koherentng miara ryzyka p:

M, E(X)>0
RAROC(X) =1 p(X) .
0, E(X)<0

Wykorzystamy zapis RAROC(X) = +w, jezeli p(X) < 0. W szczegdlnosei, wia-
snosci sa automatycznie spetnione, jezeli p jest niezmiennicza [Kusuoka 2001].

Oczywiscie RAROC spetia wszystkie wiasnosci indeksu akceptowalnosci.
Jest miarg niezmiennicza, wtedy i tylko wtedy, gdy p jest niezmiennicza. Dodat-
kowo RAROC spetia zgodno$¢ wzgledem wartosci oczekiwanych. Nie jest
arbitrazowo zgodna, co mozna zauwazy¢ rozwazajac zmienna losowa X taka, ze
PX<0)>0ipX) <0.

TVAR indeks akceptowalnosci AIT(X)

Podstawowa koherentna miara ryzyka jest miara zwiazang z rozktadem
(ang. the tail value at risk) 1 jest zdefiniowana jako:
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TVAR,(X)=— inf E9[X],
Q€T

gdzie A jest parametrem z (0, 1] oraz 7, jest zbiorem miar probabilistycz-
nych absolutnie ciagltych wzgledem P, takich ze dQ/dP < A—1. Jezeli X ma ciagla
dystrybuante, wowczas [Follmer 1 Schied 2004] powyzsze zadanie moze by¢
zapisane jako:

TVAR(X) =—E[X]X < q,(X)].

gdzie TVAR pojawia si¢ jako ujemna warto$¢ oczekiwana przeplywu pienigzne-
go warunkowanego zdarzeniami o wartosciach nizszych niz kwanty rzedu A. To
w szczegoblnosci uzasadnia nazweg [Rockafellar i Uryasev 2002].

Wazng wlasnoscia TVAR jest fakt, ze to nie jest pojedyncza miara ryzyka,
ale raczej jednoparametryczna rodzina miar ryzyka malejaca wzgledem A.

Mozemy  zdefiniowa¢ dla  7VAR  indeks  akceptowalnosci:
AIT(X)=sup{xeR, :TVAR , (X)<0}.

I+x

WVAR indeks akceptowalnosci AIW(X)

Uogolnieniem TVAR jest wazone VAR definiowane jako mieszanka TVAR;,
dla roznych pozioméw ryzyka A wzgledem miary probabilistycznej pna (0, 1]:

WVAR,(X)= [TVAR,(X)u(dA).
(0.1)

Mozna sprawdzié, ze jest to koherentna miara ryzyka.

Podsumowanie

Przetomowa praca w opisie ryzyka finansowego byt artykut opublikowany
przez grupg naukowcoOw Artznera et al. [1997,1999]. Autorzy sformutowali py-
tania: jakie wlasnosci powinna posiada¢ miara ryzyka dla roznych ryzyk,
w skonczenie wymiarowej przestrzeni probabilistycznej? Autorzy zaproponowa-
li zbior wlasnosci dla miar ryzyka tak, aby miara byla koherentna miara ryzyka:
subaddytywno$¢, translacja inwariantna, dodatnia homogeniczno$¢ i monoto-
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niczno$¢. W pracy zostato przedstawione rozwinigcie zaproponowanego aksjo-
matycznego podejscia do opisu i oceny ryzyka. Poziom efektywnosci inwestycji
byl mierzony poziomem akceptowalnosci przeplywu pienigznego, a arbitraz
traktowany jako pozom akceptowalnosci o wartosci wynoszacej nieskonczo-
no$¢. Uogolniajac, poziom akceptowalnosci rosnie wraz ze zwigkszaniem sig
zbioru miar, ktore oceniaja pozytywnie stopg zwrotu przeplywu pienig¢znego.
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RISK MEASURES VERSUS MARKET PERFORMANCE

Summary

This paper characterizes performance measures satisfying a set of proposed axioms.
We develop four new measures consistent with the axioms and show that they improve
on the economic properties of the Sharpe Ratio and the Gain-Loss Ratio. In our treat-
ment, the performance measures, or the indexes of acceptability, are linked to positive
expectations resulting from a stressed sampling of the cash-flow distribution.



