Slgska Biblioteka Publiczna

566 IB



.}\7.(; T’I W.‘.\L-."-1
o RS
9L w ExEx AARENAGVE
IvidK ®
|
LULULU1/lULULUJIqLULULU
AW-wsawsw "7y
y'm mew Ew w m
M E '._:.\ps._
i A n

Wi LT K S O

M\® -d'...

W icunp VS W1V Y

W WoW iAW W .l

VAR 115 g
-"Ne v p », :
@X)ir?H ’-I’—'4;'¥oo ‘*xl
aM
DKL LT
ALY
m s m m



ts

Y t'is® m~

11/

x LWBIO

|

J1-si
Slniw TR 4v- g
- I
i MWl T
? " Bk T w8t e
grifcM; )i2= -_Sr_;v
Xx'11"XK4||x v v
i1'A A ‘I » nx-s['u!l o' e Lan |






MIECZYSLAW BIZON
INZYNIER MECHANIK | ELEKTRYK

GENEZA LOG

DLA INZYNIEROW, TECHNIKOW
i INNYCH ZAWODOW W 10-CIU
LEKCJACH ODBYTYCH Z PROF.
JANEM LUKASIEWICZEM
W WARSZAWIE W CZASIE
OD 1. DO 20. LIPCA 1942 ROKU

MOTTO: Pauca sed matura.

KATOWICE 1947

NAKLADEM BIURA HANDLOWO-MONTAZOWEGO INZ. M. BIZON
KATOWICE, MLYNSKA 22 - TEL. 300-40



W w w p

A
pw w

m

WL 2781

u W ara'



GENEZA LOGIKI

INZ. MIECZYSLAW BIZON



X

%

?207T ur'n  ifor™ h fME

*

Wszelkie prawa zastrzezone.

Format papieru wg. PN/O—501 A5 148X210 mm.

m m

m i



MIECZYSLAW BIZON
INZYNIER MECHANIK | ELEKTRYK

GENEZA LOGIKI

DLA INZYNIEROW, TECHNIKOW
I INNYCH ZAWODOW W i0-CIU
LEKCJACH ODBYTYCH Z PROF.
JANEM LUKASIEWICZEM
W WARSZAWIE W CZASIE
OD 1. DO 20. LIPCA 1942 ROKU

MOTTO: Pauca sed matura.

KATOWICE 1946

NAKLADEM BIURA HANDLOWO-MONTAZOWEGO INZ. M. BIZON
KATOWICE, MLYNSKA 22 - TEL. 300-40



Przed przystgpieniem do czytania nalezy przemysle¢:
Wstep do popularnego zarysu logiki teoretycznej, jako stu-
dium przygotowawcze do logiki — czynu rzemieS$lniczo-
przemystowego. Rozdziat pierwszy. M. Bizon. Katowice
1945 r. Nakfad |I. R. P. Do nabycia w kazdej ksiggarni.



WSTEP
DO GENEZY LOGIKI-

OKRES OD 1916 DO 1946.

Autor nauczat na kursach monterskich Kofa Elektro-
technikéw przy Stowarzyszeniu Technikbw w Sosnowcu w la-
tach 1916— 1919 nastepujgcych przedmiotéw: Silniki i silnice
elektryczne, akumulatory, pomiary elektryczne;, w 1922 r.
Vit Panstwowej Szkole Sredniej Techniczno-Kolejowej w So-
snowcu a nastepnie w Wojewddzkiej Szkole Mechanicznej
w Krolewskiej Hucie w latach 1927 i 1928 nauczat elektro-
techniki ogéinej; od r. 1928 do 1934 w Slgskim Instytucie
Rzemies$lnicza-Przemystowem prowadzit rézne kursa zawo-
dowe; w Slagskich Technicznych Zaktadach Naukowych w Ka-
towicach od 1934 r. do r. 1936 wyktadat fizyke, elektro-
technike ogdélna i maszyny elektryczne; w Szkole Bu-
downictwa Zwigzku Samodzielnych Polskich Budowniczych
na Slasku podjat sie w roku 1926 do 1928 r. wykfadéw
arytmetyki, a ostatnio na kursie przygotowawczym do egza-
minéw mistrzowskich, urzgdzonym przez instytut Rzemiost
i Przemy$lu w Katowicach w roku 1945, tytutem préby, przy-
stgpit do nauczania rachunkéw, opartych na wyraznych pod-
stawach logicznych.






Rozdziat drugi.
GENEZA LOGIKI W 10-Cll LEKCJACH.

| przyszedt czas w ktérym role sie zmienity. Ja ucze.
Jestem tym, ktéry wie, a moi uczniowie sg tymi, ktérzy maja
sie dowiedzie¢. Zaczynam spostrzegaé, ze stosunki nauczy-
ciela do ucznia, wiedzgcego do dowiadujgcego sie sg stosun-
kami réznymi. Uczen czesto zmuszony okolicznosciami bierze
rutyne nauczyciela za jego wiedze, nauczyciel z podobnych
wzgledow pokrywa rutyng braki wiedzy a czynnik trzeci,
ktéremu podlega uczen, podlega nauczyciel, podlega uczeh
i nauczyciel, wystawia . Swiadectwa, opatruje je pieczecia,
umieszcza podpisy wiedzacych i wydaje tak spreparowane
Swiadectwa dowiadujgcym sie.

Szkota pracuje!

Jak diugo uczytem elektrotechniki ogélnej, budowy maszyi
elektrycznych, tak dtugo byto wszystko w porzgdku, zdawato
mi sie, ze wiem wiecej anizeli wiedzg moi uczniowie a uczac,
zalezatlo mi tylko na metodzie podejScia do ucznia, abv
w jak najprzystepniejszy sposob przyswoi¢ mu wiadomosci.
Pierwsze lekcje fizyki zniewolity mie do powsciggliwszego
mowienia a w kilka lat pdzniej lekcje arytmetyki w Szkole
Budownictwa w Katowicach mowe mi odebraty. Zaczeta sie
powazna praca nad samym sobg. Poprzez najpowazniejsze
dzieta matematyczne, ktére oprécz zmeczenia nie daty mi naj-
mniejszej satysfakcji, wysuwajgc coraz to nowe nie zatatwione
problemy, przeniostem sie¢ z koleji na teren logiki, ktéry
w rozmaitych grubszych i cienszych podrecznikach przed-
stawiat sie jako trzesawisko logiki arystotelesowskiej.



W poczatkach roku 1938 udato mi sie wydobyé za po-
Srednictwem Komisji Wydawniczej Kota Matematyczno-Fi-
zycznego Stuchaczow Uniwersytetu Warszawskiego ,Elementy
Logiki Matematycznej“ profesora Uniwersytetu Warszaw-
skiego Dr. Jana Lukasiewicza. *

Zaczatem czytanie Elementéw. Tuz przed wojng miatem
juz zapisane foljaty papieru, podobnie jak to miatlo miejsce
swego czasu na politechnice podczas studium matematyki
wyzszej, ktéra tak byta mi potrzebna w pdzniejszym prak-
tycznym zyciu, jak nauka jezyka greckiego przebyta w gim-
nazjum. Tak greka jak matematyka wyzsza, obcigzaty pro-
gramy, nie dajgc w praktyce nic coby pozostawato w jakims$
mozliwym do przyjecia stosunku do naktadu pracy witoznej
w studia odnosne.

Wojna wybuchta. Trzeciego wrzesnia 1939 r. opuscitem
Katowice, pozostawiajgc notatki. Zal mi byto Elementéw, ktére
tadnie oprawione w skére, pozostawitem otwarte na biurku,
liczgc sie z tym, ze niedlugo wréce. Nie zamknagtem skryp-
téw, aby po powrocie nie potrzeba czasu traci¢ na wyszukanie
miejsca w ktérym czytanie przerwatem. Widocznie orjento-
watem sie w sytuacji politycznej tak dobrze jak nasz rzad
éwczesny.

We Lwowie po wkroczeniu wojsk sowieckich otwarto
uniwersytet. Skontaktowatem z prof. Leonem Chwistkiem,
ktédry dowiedziawszy sie o moich zamiarach, utatwit mi korzy-
stanie z otwartej i ogrzewanej poddéwczas biblioteki uniwer-
syteckiej. Wertowatem, szukatem i studiowatem od rana do
wieczora a materiat byt olbrzymi. Dzi$ wyjasnione sprawy,
stawaty sie jutro zrodtem nowych watpliwosci. Wyktady
prof. K. Ajdukiewicza pobudzaly mojg ciekawos$é, nie daty
mi jednak tych twardych bezapelacyjnych podstaw na ktérych
mogtaby wesprzeé sie pewnie i spokojnie mys$l. Prof. Ingarden
omawiat poglady Husserla.



Scistosé.

czystem sumieniem postugiwaé sie niemi przy zastosowa-
niach. Profesor Lukasiewicz w nadzwyczaj mitej i uprzejmej
formie przyjat mojg propozycje i juz na drugi dzien t, j.
1. Mpca 1942 r. rozpoczeliSmy o godzinie pigtej popotudniu
przy ul. Brzozowej w mieszkaniu profesora, lekcje logiki,
ktore pozostang w zyciu mojem jednem z najmilszych wspom-
nien. Lekcje te po czesci notowatem, uzupetniajgc w domu
zauwazone braki. To wiec co podaje jest wprawdzie zano-
towane na podstawie tego co styszatem od profesora tuka-
siewicza i co zdotatem zanotowaé, ale za ewentualne biedy
czy niedoktadnosci ponosze wytgcznie ja wine i nie moga
one w najmniejszym stopniu byé przypisane profesorowi
tukasiewiczowi. Warto nadmieni¢, ze profesor Lukasiewicz
zaznaczyt, ze gdyby dzisiaj pisatl skrypta Logiki Teorety-
cznej, to napisatby je inaczej czyli, ze to co mi zostanie podane
jest niejako ostatniem stowem w zakresie podstaw logiki
teoretycznej. Skryptami Elementow podczas lekcji zupetnie
sie profesor Lukasiewicz nie postugiwat a powracaliSmy do
nich tylko na skutek moich zapytan.

Na tle wspoéiczesnego rachunku zdan, ktéry poznamy w
nastepnych rozdziatach, sylogistyka Arystotelesa nabiera
witasciwego wyrazu. Arystoteles bowiem postuguje sie in-
tuicyjnie w dowodach trybéw sylogistycznych tezami ra-
chunku zdan.

Gtéwne zadanie logiki polega na ustaleniu sposobdow
prawidtowego wnioskowania i dowodzenia. —

Logika ma dostarczy¢ kazdej nauce, jaknajdoskonalszyeh
narzedzi, usprawniajgcych w zakresie kazdej nauki prace
myslowag, a w konsekwencji umozliwi¢ réwnolegte rozumne
dziatanie w kazdej dziedzinie.

Logika dazy do jak najwiekszej $cistosci, a Scistos¢ te
moze osiggng¢ przez zbudowanie mozliwie precyzyjnego
jezyka. Wtasna mys$l nasza, nie ujeta w stowa, dla nas sa-
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jnych Jesi nieuchwytna, a my$J cudza, nie przybrana w ja-
kie§ szaty zmystowe, dostepna by¢ moze chyba jasnowidzom.
Kazda mys$l jesli ma sie sta¢ prawdg naukowa, ktérg kazdy
cztowiek mogtby poznaé i sprawdzi¢, musi by¢ ujeta w jaka$
forme choc¢by tylko jezykowg.

Niezbednym chociaz bynajmniej nie wystarczajgcym
warunkiem, by stwierdzi¢ tozsamos¢ dwdoch mysli, jest row-
noksztattnos¢ form wyrazajgcych te mysli. Dwa ksztatty
wyrazenia mysli, jezeli sg podobne, to podobieAstwo ich
ksztattow jest owg wspdlng cechg, stanowigcg element kono-
tacji, ktérg nazywamy tozsamoscig mysli

Oba podobne ksztaity wyrazen sg desygnatami konotacji
tozsamosci my$li

Przyktad:

1 Jesli kazdy cztowiek jest omylny,
to kazdy logik jest omyiny.

2 Wszelki cztowiek jest omylny.
Musimy, aby. méc wywnioskowaé z obu powyzszych zdan
o podanych ksztattach, zdanie trzecie ksztattu, ,kazdy logik
jest omylny“, stwierdzi¢ na mocy definicji, ze wyraz

wszelki = kazdy

a potem, w uznanym zdaniu numer 2 zastgpi¢ na mocy reguty
zastepowania defmiicyjnego wyraz ,wszelki® wyrazem
.kazdy“, albo odpowiedni wyraz ,kazdy“ w uznanym zdaniu
numer 1 zastgpi¢ wyrazem ,wszelki“ i dopiero wtedy, majac
uznane zdanie ksztaltu ,kazdy cztowiek jest omylny“ réwno-
ksztattne z poprzednikiem okresu warunkowego, mozna wy-
prowadzi¢ wniosek ,kazdy logik jest omylny“ albo, majgc
uznane zdanie ksztattu ,jesli wszelki cztowiek jest omylny, to
kazdy logik jest omylny“, ktérego poprzednik jest réwno-
ksztattny z uznaném zdaniem numer 2, wyprowadzi¢ wnio-
sek ,kazdy logik jest omylny*“.

1"

Roéwnoksztatt-
nosc.
Tozsamos$é
mys$li.



Powiedziat E. T. Bell:

Mys$l ludzka spoczywa na czterech kolumnach:

Pierwsza kolumna, to kultura egipska;

Druga, to kultura grecka;

Trzecia, to nieeuklidesowa geometria, tobaczewskiego;

Czwarta wreszcie, to dwuwarto$ciowa logika tukasie-
wicza"; — a Jan Lukasiewicz w swych Elementach logiki
matematycznej pisze:

Jedna, z najwiekszych zdobyczy logiki teoretycznej jest
stworzenie nowej miary S$cistosci naukowej, niedoscignionej
dotad naogét przez matematyke, a tembardziej przez inne
nauki.

W ujeciu prof. E. T. Bella dwie na cztery kolumny,
nalezg do Polakow. Tak jak w 1939 r. wstydziliSmy sie z po-
wodu zachowania si¢ starszyzny legionej, tak usprawiedliwiong
dumg musi nas napetnia¢ ten stan rzeczy, ktéry w koncercie
mys$li logicznej, na skale $wiatowg, naszym rodakom kaze
graé. pierwsze skrzypce.
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Negacja.

Rozdziat trzeci.

Tres¢: Negacja. Potfgczenie zdan. Funkcja propozycjonalna.
Funktory zdaniotwércze. Przynaleznos$¢ zdan do logiki
Zdania sprzeczne. Wpywarto$ciowanie zdania. Funkcja.
Matryca negacji. Przeciwienstwo. Kontradyktoryczne
przeciwienstwo. Prawda. Fatsz. Bfgd. Warto$¢ wy-
rézniona.

Jezeli wjrrazenie zdaniowe logiczne, wypowiedz, albo
zdanie moze posiada¢ jedng z dwoéch wartosci t. j. 0 albo
NO = 1, to nalezy ono do logiki dwuwartoSciowej w tym
rozumieniu, ze wartosci jego stanowig przedmiot logiki, przy
czem 0—N1; 1= NO, co czytamy: zero to to-samo co nie-
prawda, ze 1; jeden to to samo, co nieprawda, Zze zero.

.otonce swieci“ jest zdaniem.

.Stonce Swieci“ jest wyrazeniem zdaniowem logicznem,
bo 0 zdaniu tym mozemy twierdzié, ze posiada wartos¢ 1 albo
0, co rozumiemy tak, ze przedstawia ono prawde albo fatsz.
Kazde zdanie bedace wyrazeniem zdaniowem logicznem mo-
zemy przedstawi¢ przy pomocy dowolnej zmiennej zdanio-
wej p, q r, i t. d Kazda zmienna zdaniowa reprezentuje
kazde zdanie logiczne.

Z kazdego zdania ,p“ mozemy utworzy¢ jego negacje
,Np“, ktora, bedac kazdem zdaniem ,q“ jest zaprzeczeniem
kazdego zdania pierwotnego ,p“, Np = a.

W poczatkach logiki zdan, nie zwracamy uwagi na zwigzek
podmiotu z orzeczeniem ani na stosunek podmiotu do
orzeczenia. Traktujemy zdanie jako catos¢, ktorg tgczyé
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mozemy z innym zdaniem jako catoscia w nowg catosé
zdaniowa, nie baczac ani na zwigzek podmiotu z orzeczeniem
ani na stosunek podmiotu do orzeczenia.

Przy pomocy logicznych pofgczeh wyrazen zdaniowych
logicznych powstajg nowe wyrazenia logiczne zdaniowe czyli
zdania prawdziwe albo fatszywe.

Rozrézniamy kilka nastepujgcych logicznych potgczen
wyrazen zdaniowych logicznych:

Funkcje propozy- Wypowiedzi: Nazwy:
cjonalne:
Cpaq ~Jezeli p,to g“ Implikacja.
KPq 2P Q" Konjukcja.
Apaq .p lub g“ Alternatywa,;
Dpag ,p albo g Dysjunkcja.
Epaq .,p wtedy i tylko wte- Ekwiwalencja,

dy, gdy q°

Kazde zdanie o ktéorym mozemy twierdzi¢, Ze posiada
wartos¢ 1 albo 0O, i tylko takie zdanie, wolno nam przedstawic
przy pomocy dowolnej zmiennej zdaniowej p, q, r, lub przy
pomocy potgczen zmiennych zdaniowych, dokonanych za po-
$rednictwem funktoréw zdaniotwérczych: C, K, A, D, E.

Do logiki dwuwarto$ciowej nie nalezy np. wyrazenie zda-
niowe ,stohce swieci“, lecz nalezy ta okoliczno$¢, ze wyrazenie
to ma wartos¢é zero lub jeden, ktére to wartosci sg przed-
miotem logiki. — Przedmiot bedgcy wyrazeniem zdaniowem
typu ,p“, nazywamy zmienng zdaniowg. Za zmienng zdanio-
wag mozemy podstawia¢ kazde wyrazenie mys$li bedgce zda-
niem, posiadajgcem jedng z dwoéch wartosci ,w/0“, ,w/I“,
przy czem kreska ukosna znaczy, ze za ,w"“ podstawiamy
wartos¢ 0 albo,wartosé¢ 1.

Piszagc p=0 albo p=1 mamy na uwadze powyzsze
okolicznosci, przy czem zero znaczy fatsz, jedynka znaczy

15
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prawde, co jednak, zblizajgc nas do zargonu mowy potocznej
sprawe batamuci. Lepiej jest powiedzie¢ w tym stanie rzeczy
gdy stonce Swieci, ze wartosciag wyrazenia zdaniowego ,ston-
ce Swieci“ jest jedynka t. j. p= 1, przy czem za ,p“ pod-
stawiamy wyrazenie zdaniowe ,stonce S$wieci“, — anizeli,
piszac jak wyzej, mowi¢ ,prawda jest, ze stonce Swieci“. Te
ostatnig wypowiedz rozumiemy w logice wytgcznie tak, ze
wartoscig wyrazenia zdaniowego ,stohce $Swieci jest jedyn-
ka czyli, ze wyrazenie to, w rozwazanym wypadku posiada
wartos¢ 1 nic ponad to.

Ujmujac sprawy ogoélniej mozemy za wyrazenie zdaniowe
.stohce swieci“ podstawi¢ wyraz ogdlny zdania, przedsta-
wiajgc je np. literg greckag i napisa¢ «Lli. ,p“ jako
zmienna zdaniowa, moze mie¢ jedng z dwoch wartosci, w tym
rozumieniu, ze podstawiajgc za nig dowolne wyrazenie zda-
niowe ,a“, ktére ma jedng z dwoéch wartosci, nadajemy jej
wiasnie te warto$é, ktérg posiada ,«“ t. j. w rozwazanym wy-
padku warto$¢ 1. Piszac p= 1 wiemy, ze za ,p“ podstawi-
lismy jakies wyrazenie zdaniowe ,a“, ktére posiada wartos¢ 1.
Jezeli za ,p“ podstawiamy zdanie szczegdtowe ,stonce swieci®
lub ogdine i jezeli zdanie to posiada wartos¢ jedynkowg
lub w ogdle wartos¢ ,w“, to piszac p= 1 lub pBw powia-
damy, ze zmienna zdaniowa posiada warto$¢ 1 lub wartos¢
~W*, a wiec nie o zdaniu, ,stonce swieci“ wzglednie o zdaniu
mowimy, lecz o jego wartosci logicznej, co wyraza

“

»0;
zdanie:

p=w
bedgce konotacjg desygnatéw p, w, albo w wypadku szcze-
gotowym zdanie:

P =1L
bedace konotacjg kazdego zdania prawdziwego.

Podstawiajgc za zmienng zdaniowg ,p“, zdanie, mys$limy

i méwimy o jego wartosci logicznej.
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Ogolniel: p/a
al,-,stonce swieci”
,stonce swieci“/w

p=w
Szczegotowo:
p/a
al,stonce swieci”
,stonce swieci“/0
p=20
albo:
p/a

al,,sionce swieci”
,stonce swieci“/!
p= 1
Jezeli za zmienng zdaniowg ,p“ moge podstawi¢ tylko
zdanie np. zdanie ,stohce $wieci“, ktérego tylko logiczna
wartos¢ nalezy do logiki, to wtedy ,p“ to to samo, co logi-
czna warto$¢ zdania.
Zmienna zdaniowa znaczy tyle co kazda, ale tylko jedna,
wartos¢ logiczna zdania.

Piszac p = 0, wiemy, ze za ,p"“ podstawilismy jakie$
wyrazenie zdaniowe ,, ktére posiada warto$¢ 0, przy czem
Na UB; NO = 1, 1= ;3

a, Na nazywamy zdaniami sprzecznemi.

Dane: pa w, 1,0.
Przestanki: Cp/«(p = a)
p/a

Przestanki numerowane:
1 Cpl/a(p W a)
2 pla
1* C 2 — 3 Wiersz dowodowy
dla twierdzenia 3.
3 p=a Whniosek.

17



i. Przestanki numerowane:.
1 C p/ap=w
a/stonee $wieci
sionce $wieci/w

p/a
alstonce swieci
stonce swieci/w
Rozumowanie:
1*C2—3
3 p = w
H. Przestanki numerowane:
§ Cplap=1
al/stonce Swieci
f stonce $wieci/ 1
2’ p/a

a/stonce $wieci
stonce s$wieci/ 1
Rozumowanie:
r~c2 — 3
3’ p = 1
IIl. Przestanki numerowane:
177 C plap=10
alstonce swieci
stohce swieci/ 0

27 p/a
. alstohce $wieci
stonce swieci/ 0
Rozumowanie :
177* ¢ 27 — 3"
37 p=20

W kazdym z powyzszych rozumowan udowodnili§my zdanie
»,q“ w oparciu o teze CCpqCpq, i tak w rozumowaniu pierw-
szem opartym o przestanki o numerach 1, 2 udowadniamy
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zdanie p * w, w rozumowaniu drugim opieramy sie o prze-
sianki o numerach 1\ 2’ udowadniajgc zdanie p = 1, wreszcie
W rozumowaniu trzecim w oparciu o przestanki o numerach
1%, 2“ udowadniamy zdanie p = 0.

Za zdanie ,stonce Swieci“ podstawiamy ,w“. Podsta-
wienie moze nastgpi¢ dopiero po wywartosciowaniu zdania
.Stonce swieci“. Po wywartosciowaniu zdania ,stonce swieci”
mozemy za zdanie ,stohce Swieci® podstawi¢ jego wartos¢
1 tub O.

Wywartosciowywanie zdania, nie nalezy do logiki. Wy-
wartosciowawszy zdanie otrzymujemy warto$¢ zdania, ktérg
podstawiamy za zmienng zdaniowa,.

W logice rachujemy wartosciami wywarto$ciowanych
zdan, ktoére to wartosci podstawiamy za zmienne zdaniowe.
WywartoSdoéwanie zdan jezyka potocznego jest trudne, gdyz
w kazdym wypadku nasuwac sie mogg watpliwosci, bo zda-
nia potoczne nie sg zawsze jasno okreslane. Przyjrzyjmy sie
wywartosciowaniu np. zdania ,dwa anioty, to tyle co dwa
stoty*“.

Zdaniie to wywartosciowane przez arytmetyke otrzyma
wartos¢ 1, bo tak nazwa ,dwa anioty“, jak nazwa ,dwa
stoty“ posiada konotacje wspodlng kazdej dwojce. Kazda
dwodjka jest identyczna kazdej innej dwodjce ze wzgledu na
wspolng konotacje, a to wiasnie wyraza powyzsze zdanie
i z tego' wtasnie tytutu arytmetyka uwaza je za zdanie praw-
dziwe. Pozatem moznaby zdanie powyzsze uwaza¢ za
prawdziwe z tego tytutu, ze posiada forme definicji, a kazda
definicja tyczy sie okolicznosci, ktéra wraz z nig powstaje
i w niej sie zawiera a wiec kazda definicja posiada wartos¢ 1;
bytoby to wywartosciowanie zdania z tytutu przyjecia pew-
nego stanowiska. We fizyce zdanie powyzsze prawdopodo-
bnie nie bedzie posiadato zadnej wartosci a tern samem nie
da sie ono w logice zuzytkowaé. Mowa potoczna moze zda-
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niu powyzszemu przyzna¢ wartos¢ zero, i t. p. Dla dwu-
wartosciowej logiki zdanie powyzsze musi posiada¢ jedng
z dwoéch wartosci. Ktérg z obu wartosci posiada? Tern py-
taniem logika sie nie zajmuje, bo z wywarto$ciowaniem zdan
nie ma ona nic wspodlnego.

tatwiej wywartosciowywaé zdania arytmetyczne anizeli
fizyczne!

Wreszcie definicja zdania prawdziwego posiada¢ musi
wartos¢ 1, bo jest prawdziwa sama przez sie. Wyraz ,sama
przez sie“ wyraza, ze zdanie w formie definicyjnej z tego
tytutu posiada warto$s¢ 1, ze posiada forme definicyjng a po-
niewaz kazda definicja, bedgca zdaniem, posiada wartos¢ 1.
wiec jest prawie ze bezsporne, ze zdanie posiadajgce forme
definicyjng posiada warto$¢ 1, a powtére prawdziwos¢ jej
nie opiera sie na prawdziwo$ci innego zdania tylko na jej
wiasnej prawdziwosci.

Jezeli kto§ moéwi: Przez ,zdanie prawdziwe“ nalezy
rozumie¢ zdanie, ktére wyraza te okoliczno$¢ o ktdérej mozna
wypowiedzie¢ .zdanie egzystencjalne, bedace prawdg Nr. 1
lub prawdg z innego tytutu, to 6w kto$ wygtaszajac definicje
powinien jako$ rozumieé¢ wyrazenie ,zdanie prawdziwe"“.
Wygtaszajgc definicje wyrazenia ,zdanie prawdziwe“ stwier-
dzamy jej podaniem, takie wtasnie rozumienie definiowanego
wyrazenia. Taka definicja jest prawdziwa na mocy okreslenia
prawdziwosci, ktére sie w niej zawiera, jest to jedyny wy-
padek, w ktorym jakie$ zdanie moze byc Scisle i dostownie
wyrazeniem prawdziwem. Wydawac¢ by sie mogto, ze tylko
formalnie moglibyS§my orzeka¢ o warto$ciach zdan. Gdyby
tak byto, to rozbieznos¢ miedzy formalnern wywartosciowy-
waniem zdan a ich wywarto$sciowywaniem przez zdrowy roz-
sagdek mogtaby byé niepokojgco duza. Poznamy w dalszym
ciggu funkcje propozycjonalne, ktére po wstawieniu w nich
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za zmienne zdaniowe ich wartosci, przechodzg na podstawie
odnosnych matryc,zawsze w zdania prawdziwe albo fat-
szywe, tak, ze z ich wywartosetowywaniem ktopotu nie
mamy o ile posiadamy wartosci zmiennych i matryce funk-
cji propozycjonalnej. Nie mniej jednak wywartosciowywanie
zdan mowy potocznej jakotez wywartosciowywanie zdan po-
szczegoblnych nauk pozostaje zagadnieniem trudném.

Jak moze odbywac¢ sie wywartosciowywanie zdania
w mowie potocznej?

Za zdanie podstawiamy zdanie ,stohce Swieci®.

Jezeli zdanie ,stonce Swieci“ jest wyrazeniem zdanio-
wem odnoszonego w pewnych okolicznosciach wrazenia, to
odnoszone wrazenie odnosi sie do pewnych okolicznosci
i stanowi z nimi pewng catos¢, ktérg skionni jesteSmy nazy-
wac jedng z nazw jakie posiadajg wartosci jej wyrazenia zda-
niowego. Zdanie ,stonce swieci® ma dwie wartosci 1 albo O.
jedynka albo zerem mozemy nazywa¢ owg wspomniang ca-
tos¢. Zwykle nazywamy owg cato$é prawdag lub fatszem.
Jezeli stonce swieci, to prawdg jest zdanie, ze stonce swieci.
Moje wrazenie wraz z okoliczno$ciami wywotujgcemi je jestem
sktonny nazywaé tg samg nazwa jakg nazywam jedng z war-
tosci wyrazenia zdaniowego.

Zdaniowe wyrazanie wrazania posiada wartos¢ ,prawda
Nr. 1.“. Zdaniowe wyrazenie wrazenia posiada w kazdym
wypadku jedng z dwoch wartosci 1 albo 0. Ale ktérg? Dla
logicznego zuzytkowania wartosci zdania jest obojetnem,
ktérg z obu wartodci zdanie posiada. Istothem jest, ze jedng
posiada. Eksperyment moze w odniesieniu do prawdy Nn 1.
rozstrzygac, ktérg z wartosci nalezy zdaniu ,stonce sSwieci®
przypisac.
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Negacja.

Nie ma takiej mysli, ktérgby zdania sprzeczne naraz wy-
raza¢ mogty. Za ,p“ nie moge podstawi¢ naraz t. j. w tein
samem miejscu i w tym samym czasie ,a“ i ,Na“, bo jezeli
co$ wyrazam zdaniem ,stohce Swieci“, to wyrazanie tego
samego w tym samym miejscu i w tym samym czasie zda-
niem ,nieprawda, Ze stonce swieci“ bytoby moze nie wska-
zane. Bytaby to sprzecznos¢, ktérej w logice niedopuszczalny;
wyrazenie typu NKpNp = |, bedace wyrazeniem jej wy-
kluczenia, jest wyrazeniem zasady wytgczonej sprzecznosci.
(Principle of excluded contradiction).

Wyrazenie ,Np“ jest funkcja, bo kazde wyrazenie w kto6-
rem wystepuje zmienna nazywamy funkcjg. Przytoczona
funkcja sktada sie z dwéch wyrazéw: Funktora ,N“ i argu-
mentu ,p*“.

.Nieprawda, ze p“.

Yy
Znak wyrazu statego Znak wyrazu
lub funktor zdanio- zmiennej zdaniowej
twérczy o jednym lub argument ,p“.

argumencie ,p*“. y
Znak wyrazu
zaprzeczenia zmiennej zdaniowej ,p“.

Jezeli za p podstawiamy a, za a podstawiamy 0, to p = 0,
Np = NO = 1, jezeli za p podstawiamy a, za a podstawia-
my 1, top = 1,Np = N1 = 0.

Zaleznosci te mozemy krétko uchwyci¢é przy pomocy
matrycy dla przeczenia (negacji).
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Matryca negacji.

Funktor
zdaniotwérczy N

Wartosci Wartos$é
zmiennej zdaniowej negacji ,Np*“.
lub argumentu ,p*“.

N
(]
p=20 Np— MO
P= 1 No - N _©
N
0 1
1 0

Przy pomocy funktora zdaniotwdrczego ,N“ odpowiada-

jacego
zdania
Fu

stowku ,nie“ mowy potocznej, tworzymy z dowolnego
jego negacje czyli zaprzeczenie.
nktor ,N“ umieszczamy przed zdaniem, natomiast w je-

zyku potocznym kfadzie sie stéwko ,nie“ zazwyczaj przed
orzeczeniem a w wypadkach, gdy umieszczamy to stéwko na
poczatku zdania, zastepujemy je zwrotem ,nie jest prawda, ze“,
lub ,nieprawda, ze“

Tak np. zaprzeczeniem zdania ,stonce $wieci, bedzie

zdanie:

»stonce nie swieci“ lub
podmiot orzeczenie

,nie jest prawdg, ze stonce Swieci“ lub
.nieprawda, ze stonce swieci“.
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Wyrazenie, sktadajgce sie z funktora ,N“ i z jednego argu-
mentu, bedacego zdaniem i znajdujgcego sie na prawo od tego
funktora, jest zdaniem; mowimy dlatego, ze funktor ,N* jest
funktorem zdaniotwdérczym o jednym argumencie zdaniowym.

Majgc dane dwa zdania sprzeczne nie przesgdzamy spra-
wy, ktére z nich posiada warto$¢ 1 a ktére 0, dopiero po
umotywowanem przyjeciu jednego z nich za zdanie o wartosci
1 musze warto$¢ drugiego uwaza¢ za O

Streszczajgc sie powiemy:

,Np“ oznacza kontradyktoryczne przeciwienstwo wypo-
wiedzi ,p“, ktére czytamy ,nie p“ lub ,nieprawda, ze p“.

Nie wolno nam podstawi¢ za ,Np“ zdania, tylko prze-
ciwnego zdaniu a/l t. j. zdania a/0, gdyz uszczupliliby$smy
znaczenie funktora zdaniotwoérczego ,N*.

Funktor zdaniotwdérczy ,N“ z kazdego zdania tworzy
nowe zdanie (sprzeczne), kontradyktorycznie przeciwne zdaniu

t. j. zdanie wyczerpujgce caty zakres wszelkiej tresci
poza tresScig ujetg zdaniem ,a“. Zdanie takie wyrazajgce
wszystko, nic nie wyraza. W logice dwuwartosciowej wy-
raza ono przeciwng wartos¢ zdania, bo w logice dwuwarto-
sciowej mamy tylko dwie wartosci. Jezeli ,N“ wyraza wszy-
stko poza jedng z wartosci, to moze tylko wyrazaé¢ drugg
wartos¢, bo nic wiecej nie ma.

Zdanie ,stonce swieci® wtedy gdy ono sSwieci jest tyle
warte ile warte jest zdanie ,zgb mie boli“ wtedy gdy on mie
boli.

Bo nie o zdania a o wartosci zdah nam w logice chodz',
dlatego kazde z powyzszych zdah méze by¢ desygnatem
konotacji o nazwie ,prawda“.

| tak, zdania:

a/l; N(a/1) sa zdaniami kontradyktorycznie prze-
ciwnemi czyli sprzecznemi;
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a/0; N(a/0) sg zdaniami kontradyktorycznie prze-
ciwnemi czyli sprzecznemi;
al/l; al0 sa. zdaniami przeciwnemi.

W logice dwuwartosciowej juz zdanie przeciwne danemu
zdaniu wyczerpuje caty zakres tresci poza trescig zdania
danego, gdyz mamy tylko dwie wartosci i nic wiecej.

Poniewaz w logice dwuwartoSciowej zachodzg nastepu-

jace zwigzki:
N(a/1) = (al0),
N(a/0) = (all),
wiec a/l; al0 lub

al0; a/l, to znaczy zdania przeciwne sg zarazem

zdaniami kontradyktorycznie przeciwnemi czyli sprzecznemi.

W logice dwuwartosciowej mozemy zawsze napisaé
zamiast ,Np“, znak wartosci przeciwny wartosci ,p“, jak to
wskazuje matryca negacji

sNp“, oznaczajgc kontradyktoryczne przeciwieAstwo wy-
powiedzi ,p“, tworzy z tg ostatnig, potagczone w catos¢ przy
pomocy stéwka ,i“, wyraz sprzecznosci. ,Np“ znaczy wypo-
wiedz, ktéra posiada warto$¢ sprzeczng z wartoscig wypo-
wiedzi ,p“, to znaczy ,Np“ jest wtedy 0 gdy ,p = 1° a wte-
dy 1 gdy ,p = 0°.

Reasumujac powiemy:

Wszystkie zdania prawdziwe sg desygnatami konotacji
o nazwie ,prawda“, lub nazwa ,pradwda“ nazywa konotacje,
ktérej desygnatami sg zdania prawdziwe.

Wszystkie zdania falszywe sg desygnatami konotacji
o nazwie ,fatsz“, lub nazwa ,fatlsz® nazywa konotacje, kto-
rej desygnatami sg zdania falszywe.

Wartos¢ logiczna jest nazwg konotacji, ktérej desygna-
tami sg zdania logiczne.

25

Prawda.

Fatsz,



Btad.

Wartoscé
wyrézniona,

Jakkolwiek chce uznawaé jedng z wartosci a odrzucac
druga, to jednak moze sie zdarzy¢, ze wskutek nieswiado-
mosci lub nieuwagi uznam te warto$é, ktérg chciatem od-
rzuci¢ a odrzuce te, ktérg chciatem uzna¢. Wtedy popetniam
btad.

Jezeli chce uznawaé fatsz a odrzuca¢ prawde a uznam
prawde i odrzuce fatsz, to popetniam btad

Bytoby to, ogdlnie rzecz biorgc, w porzadku, gdyby zda-
nia nie wyrazaty takze rzeczywistosci.

. Skoro jednak zdania rzeczywisto$¢ jako$ wyrazaja
i skoro wyrazanie wyrazamy zdaniem, ktérego warto$¢ na-
zywamy prawdg Nr. 1., to lepiej jest uznawa¢ prawde a od-
rzuca¢ fatsz i btedem nazywac¢ uznanie fatszu a odrzucenie
prawdy.

Btad jest czem$ roznem od fatszu-

Btad jest nazwg konotacji, ktérej desygnatami sg nie-
chcace zmiany stanowisk wyzej wymienionych.

Istotnem jednak jest to, ze ze wszystkich wartosci tylko
jedna nas lepiej obstuguje anizeli pozostate. Te.wartos¢ wy-
réozniong nazywamy prawdg. Jedna z wartosci jest lepsza
anizeli druga. Te chcemy uwazac¢ za lepszg, ktérg przypisu-
jemy zdaniu wyrazajgcemu odnosne wrazanie.

Jesdlibysmy przypisali zdaniu ,stonce Swieci® w tych
okolicznosciach w ktérych przypisujemy mu wartos¢ ,prawda
Nr. 1%, ,fatsz Nr- 1%, to warto$¢ 0 z tych samych wzgledéw
z ktéorych wartos¢ 1 uwazamy za lepszg, bytaby lepszg i te
warto$s¢ wyroéznialibysmy. Nie jest to jednak istotne a isto-
tnem jest, ze jedna wartos¢ zdania jest lepsza anizeli druga.

Do oceny, ktéra z dwoéch wartosci jest lepsza, stuzy ta
okolicznos$¢, ktéra kaze nam odnoszone wrazanie i jego wy-
razanie uwaza¢ za co$ bardziej rzeczywistego anizeli inne
okolicznos$ci. Niemniej jednak inne okolicznosci réowniez moga
stuzy¢ do oceny wartosci ,wartosci“.
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Ktéra z tych ocen bedzie nas lepiej obstugiwata, bedzie Stanowisko
dla nas korzystniejsza i bedzie pozwalata gtebiej naszg mys$l ";/rjs,vggjvié
ufundowaé¢, tej sie chwycimy. Z wymienionych powodéw
staje na stanowisku prawdziwosciowem, ktére oznaczam
jedynkg w kotku (J). Te wazng okoliczno$¢ zaznaczytem na
prawym goérnym rogu oktadki mego wstepu do popularnego
zarysu logiki teoretycznej jako studium przygotowawczego
do logiki czynu rzemieslniczo-przemystowego.
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Rozdziat czwarty.

LEKCJA L

Tresé: Najprostszy wywdd. Najprostsze regutly wnioskowa-
nia. Uznanie zdania ,a = a“. Tozsamos$é. Zbidér. Pole,
dziedzina, przeciwdziedzina, stosunku dwucztonowego.
Nazwy i zdania jako rézne kategorje semantyczne. Uzna-
nie sprzecznosci. Uznawanie zasady wykluczonej sprze-
cznosci. Uznawanie zdan z tytutu zatozenia, konwencjo-
nalizm i banalnos¢. Wartosci desygnatow i warto$¢ ko-
notaciji.
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Rozdziat czwarty.

LEKCJA 1.
i VI 1942 r.

Lekcje nasze zaczniemy od najprostszych wywodéw, po
stugujgc sie najprostszemi regutami wnioskowania, mowit
prof- Lukasiewicz.

Mamy dane dwie uznane przestanki.

Przestanka pierwsza ,(a=a)“, przestanka druga ,jezeli
(a=b), to nieprawda, ze (a<b)“, z ktorych mamy wywies¢
twierdzenie, ,nieprawda ze (a<a)“. a, b sg liczbami.

W zwigzku z pierwszg przestanka, ktéra jest dana i uzna-
na nasunety mi sie nastepujgce watpliwos$ci, ktére nie pozwa-
laty mi jej uznaé.

Jakzez to ,a“ bez jakich§ dalszych zastrzezen moze byé
rowne ,a“? Przeciez jedno ,a“ stoi po lewej stronie znaku
rébwnosci, drugie ,a“ po jego prawej stronie a wiec nie sg so-
bie pod tym wzgledem réwne. Jezeli tak ,a“ po prawej jak
,a“ po lewej stronie znaku réwnosci oznaczajg jedng i te sa-
ma liczbe, to jakzez mozna do jednej i tej samej liczby sto-
sowac¢ znak rownosci, wymagajgcy dwoch liczb?

Wytlonita sie sprawa identycznosci (tozsamosci), ktorej
nie rozumiatem. Dzisiaj t.j,. prawie pie¢ lat pdzniej identycz-
no$¢ rozumiem tak: a a znaczy, ze kazda cecha desygnatu
Lfl“ jest cechg desygnatu ,a“, ze te wspdlne cechy desygna-
tow sg elementami konotacji, ktérg oznaczam oznaczeniem
,A“. Oznaczenie ,A“ konotacji oznacza kazdy desygnat, co
wyrazamy nastepujgcymi wyrazeniami:
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R=A
a=A
Jezelia = Aia= A toa= a

Mowimy, ze ,R“ jest identyczne z ,a“ ze wzgledu na
LAY, co wyrazamy wyrazeniem rownosci a = a lub a = g,
lub B= a lub a= fl desygnatow desygnujgcych A.

Nie chodzi tu o to, ze znaki ,e“, lub ,a“ sg rézne co do
ksztaftu, potozenia i innych okolicznosci lecz chodzi o to, ze
znaki ,R“ tak jak znaki ,a“ sg desygnatami konotacji litery
,A“ a wiec majg cechy wspodlne i tylko odnosnie tych cech
wspolnych s3g identyczne. Piszac ,R“ lub ,a“ pisze to samo,
gdyz mysle tylko o wspdlnej im konotacji, ktérg oznaczam
oznaczeniem A. Jezeli jest tak, to chetnie uznam przestanke
a—a.

Przy tem wskazanem jest pamieta¢, ze kazda nazwa
spetnia dwie role i dlatego wzgledem kazdej nazwy nalezy
zajg¢ jedno z dwoch stanowisk, a mianowicie:

1. stanowisko, gdy moéwimy nazwa

o tej nazwie,
o tym desygnacie desygnujgcym réwniez kono-
tacje ,nazwa“.

2. stanowisko, gdy moéwimy nazwa

o kazdej nazwie jako desygnacie desygnujgcym
nazwe ,nazwa“,

o ,nazwie“ jako konotacji konotujgcej kazdy de-
sygnat,

o wszystkich desygnatach nazwy desygnujgcych
konotacje ,nazwa“,

o konotacji nazwy konotujgcej kazdy desygnat.

W wypadku pierwszym nazwg postugujemy sie ontolo-
gicznie; w wypadku drugim nazwg postugujemy sie logicznie.
Zajecie obu stanowisk naraz jest nie wskazane, bo wtedy
wzajemne, jednoznaczne porozumienie sie jest niemozliwe.
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Moéwigc o nazwie, (bedziemy nazwe o ktérej mowimy brali
w cudzystdéw, jako zaznaczenie tej okolicznosci, ze nie bedzie
to konotacja nazwy w naszych rozwazaniach lecz desygnat,
konotacji ,nazwa“.

Przyktad, ktory nie jest przyktadem:

Moéwigc o stole, bedziemy stét o ktérym moéwimy brali
w cudzystéw, jako znak tej okolicznosci, ze nie bedzie to
konotacja stotow lecz desygnat, konotacji ,stot”.

Biorgc stot w cudzystéw stajemy na stanowisku 1., onto-
togicznym tak samo jak wtedy gdy nazwe bierzemy w cu-
dzystéw.

t. stanowisko, gdy méwimy stotem

o tym stole,
o tym desygnacie desygnujgcym roéwniez kono-
tacje ,,stot.

2. stanowisko, gdy moéwimy stotem

o kazdym stole jako desygnacie desygnujagcym stot
,stot",
o ,stole“ jako konotacji konotujgcej kazdy de-
sygnat,
o wszystkich desygnatadb stotu desygnujgcych ko-
notacje ,stot”,
o konotacji stotu konotujgcej kazdy desygnat.
Jezeli ten desygnat desygnuje réwniez konotacje ,stot”
i jezeli ten desygnat desygnuje rowniez konotacje ,nazwa“,
to oba te desygnaty majg te ceche wspdlng, ze kazdy z nich
desygnuje rowniez konotacje odnosng; oba te desygnaty
sg te same ze wzgledu na ich wspdlng ceche, ktéra tworzy
ich konotacje;
Stét = nazwa.
Nazwa = stot.
Sg to identycznosci.
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Przestanka a = a, ktéra dala powdd do powyzszych
uwag zwigzanych z jej wywartosciowaniem jest zdaniem,
ktérym wyrazamy identyczno$¢ dwoch réznych desygnatow
tej samej klasy ze wzgledu na ich wspdlng konotacje.

Jako zdanie wyrazajgce definicyjnie powyzszg okolicz-
nos¢ musi wymieniona przestanka mie¢ wartosé uznang.
Przestanke a = a uznajemy.

Cechy wspdlne stanowigce podstawe wyabstrachowania
elementéw konotacji sg podstawg tozsamosci desygnatéow ze
wzgledu na konotacje.

Po wszystkiem com przemyslat w roku 1942 a propos
identycznosci, wiecej dla swietego spokoju, a moze lepigj
dlatego, aby ruszy¢ z miejsca i doczeka¢ sie zapowiedziane-
go najprostszego wywodu uznatem przestanke a= a; row-
niez wydato mi sie jasnem zdanie ,a=b", wystepujace
w drugiej przestance, ale zdanie ,nieprawda, ze a<b® wy-
stepujagce rowniez w tej przestance wywotato koniecznosé
blizszego omoéwienia tego stanu rzeczy, ktéry oznaczamy
symbolem ,a < b“.

Odnosénie tych wyjasnien zanotowatem co nastepuje:

Zbior przedmiotow w obrebie ktérych rozpatruje stosu-
nek ,R“ nazywam polem tego stosunku.

Jezeli w obrebie zbioru przedmiotow

,a, b, ¢, d*
rozpatrujemy stosunek ,R*“, to zbiér ten nazywamy polem
tego stosunku.

Przez dziedzine dwucztonowego stosunku ,R“ rozumie-
my klase tych przedmiotéw, nalezgcych do pola stosunku,
ktéore w tym stosunku ,R“ pozostajg do jakichs przedmio-
tow pola.
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Przez przeciwdziedzine dwucztonowego' stosunku ,,R®
rozumiemy klase tych przedmiotéw nalezgcych do pola sto-
sunku do ktérych pewne przedmioty pola pozostajg w sto-
sunku ,R*“.

Przyktad: Do dziedziny stosunku R = t. j. .mniej-
szy od“ w obrebie pota 1, 2, 3, 4, nalezg przedmioty 1, 2, 3.
a do przeciwdziedziny nalezg przedmioty 2, 3, 4, a to
dlatego, ze zdania J_<2, 2 < 3, 3 < 4 posiadajg wartos¢ 1
t. j. sg to zdania prawdziwe a do przeciwdziedziny 2, 3, 4
dlatego, ze zdania 1 si: 2, 2 < 3, 3 < 4 posiadajg wartos¢ 1,
czyli sg zdaniami prawdziwemi.

Matryca stosunku dwuczionowego.

Stosunek Drugi czion stosunku
dwucztonowy. dwuczionowego.
Pierwszy czton Wartosci stosunku dwu-
stosunku dwu- cztonowego, przyczem
cztonowego. zaktadamy, ze wartosci

mogg by¢ tylko dwie
ato: Olub 1t j.
v fatsz albo prawda.

Niedh stosunkiem bedzie stosunek dwucztonowy ,mniej-
szy od“ ,<*“, cztonami niech bedg liczby porzadkowe na-
turalnego szeregu liczb

1, 2 3, 4,

Zbadajmy wartosci tego stosunku dla pierwszych czte-
rech cztonbw wymienionego szeregu, oznaczajgc te miejsca
w matrycy dla ktérych stosunek zachodzi znakiem
te dla ktérych nie zachodzi znakiem wreszcie te dla
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ktérych trzeba sie bedzie zastanowi¢ czy zachodzi czy nie,
znakiem ,, .

< 1 2 3 4.
1 m.+ + 71
2 S
3
4 _

Czy stosunkowi ,<“ podlegajg przedmioty 1,1," 2,2;
3,3; 4,47 Przedmioty 1,1 stosunkowi ,<“.nie podlegaja,
bo zdanie ,1 < 1° posiada wartos¢ 0 czyli jest fatszem, podo-
bnie fatszami sg zdania 2 < 2; 3 < 3; 4 < 4. W odpowie-
dnich miejscach matrycy musimy postawi¢ znak ,—

Otrzymamy matryce:

< 1 2 3 4

1 - + + + 4
2 - - + +

3 - - —

4 - - - —

albo stosujgc znaki zdan prawdziwych i falszywych otrzy-
mamy matryce:

< 1 2 3 4
1 0 1 1 1
2 0 o 1 1
3 0 0 o0 1
4 0 0 o0 o
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Zdania fatszywe. Zdania prawdziwe.

1< 1=20
1 =t
1 =1
1 =1
2 1- 0O
2 2 =0
2 3 =1
2 4 - 1
3 1= 0O'
3 2 =0
3<3=20
3 < 4 ="1
4 < =0
4<2=0
4<3=0
4<4=0

“

t pozostaje do 2 w stosunku ,<“ ale 2 nie pozostaje do 1
w stosunku natomiast 2 jest tym przedmiotem pola do
ktérego przedmiot pola 1 pozostaje w stosunku

Dziedzina Przeciwdziedzina

W N -
A AN A
A WONDN

1, 2, 3, jest to dziedzina pola 1, 2, 3, 4 dla stosunku
2, 3, 4 jest to przeciwdziedzina pola 1, 2, 3, 4 dla stosunku
n<“.

Jezeli przedmioty a, b, ¢, pola a, b, ¢, d, pozostajg do
przedmiotéw b, ¢, d pola a, b, ¢, d w zadanym stosunku ,R“,
to przedmioty b, c, d, pola a, b, ¢, d sg przedmiotami pola do
ktérych przedmioty a, b, ¢, pola a, b, ¢, d pozostajg w sto-
sunku ,R".
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Pole: a, b, ¢, d.

Stosunek: R.

Dziedzina a, b, ¢, pola a, b, ¢, d dla stosunku R.
Przeciwdziedzina b, ¢, d, pola a, b, ¢, d dla stosunku R.

Do dziedziny stosunku w obrebie pola 1, 2, 3, 4 nalezg
przedmioty 1, 2, 3 dlatego, bo istniejg takie przedmioty pola
do ktérych te przedmioty 1, 2, 3 pozostajg w stosunku'
Do przeciwdziedziny stosunku w obrebie pola 1, 2, 3, 4
nalezg przedmioty 2, 3, 4, dlatego bo istniejg takie przed-
mioty pola ktére do tych przedmiotéw pola pozostajg w sto-
sunku
Przeciwdziedzina: 2, 3, 4, tu nie nalezy 1, bo w polu nie ma
takiego przedmiotu, ktéryby pozostawat do jedynki w sto-
sunku

Powracajac do poczatku naszych uwag o stosunku dwu-
cztonowym widzimy, ze zdanie ,a < b“ wyraza mysl, ze
przedmiot ,b“ jest przeciwdziedzina stosunku co ma-
trycowo mozemy uchwyci¢ jak nastepuje:

< a b
a 0 1
b 0 O

Nastepujagce zdania posiadajg wartosci prawdziwe wzglednie
falszs*we:

a<b-=I a<a=0
b<a=0
b<b=0

1<2=1, N2< 1= 1 To, ze zdanie N2 < 1 jest prawdg,
to znaczy, ze 2 nie podlega stosunkowi ,<“ wzgledem 1, to
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nie znaczy, aby 2 nie mogto naleze¢ z jakiego$ innego powo-
du do pola 1, 2, stosunku

2 nalezy do wspomnianego pola dlatego, ze do 2, jeden
jako przedmiot tego pola, pozostaje w zadanym stosunku
a wiec dwa musi by¢ przedmiotem pola 1, 2, a bedgc jego
przedmiotem stanowi element klasy zwanej przeciwdziedzing.
pola 1, 2, dla stosunku

Prawdg jest, ze ,N 2< 1° t.j. LN 2< 1+ 1°a wiec 2
nie nalezy do pola 1, 2, z tytutu stosunku,< “, ale nalezy do
tego pola z tytutu tego, ze sg przedmioty pola 1, 2, do ktérych

2 pozostaje w stosunku bo ,1<2“ jest prawda, to zna-
czy, ze tak przedmiot 1 jak 2 sg przedmiotami pola z tytutu
stosunku bo 1 < 2% jest prawdg, to znaczy, ze tak

przedmiot 1 jak 2 sg przedmiotami pola z tytutu stosunku
tylko nalezg do innych klas.

Précz stosunkéw dwucztonowych mamy stosunki wielo-
czionowe np. ,miedzy“ jako stosunek, jest stosunkiem troj-
cztonowym: a, b, c pole;

b lezy miedzy a, c.

Nazwy i zdania sg to dwie rézne kategorie semantyczne.

Ro6znos¢ ich mozna pozna¢ potem, ze nie mozna z sensem
zastgpi¢ nazwy przez zdanie i naodwrot.

Nie mozna powiedzie¢ z sensem np. ,stot stoi stoi® chy-
ba, ze ,stot stoi“ bytoby jakg$ nowo ukutg nazwa.

Wyliczajgc np. przedmioty w moim pokoju powiem:
posiadam katamarz, piéro i t. d, ale nie moge powiedzieé
z sensem, ze mam przedmiot ,katamarz stoi“, bo jest to zda-
nie a nie nazwa.

Zdania w znaczeniu logicznem sg badz prawdziwe badz
fatszywe i to jest cechg charakterystyczng zdania logicznego;
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0 nazwach tego powiedzie¢ nie mozna gdyz one nazywajg
przedmioty. Np. ,stot* jest to nazwa konotacji tego przed-
miotu. Przedmiot ten, ktéry nazwa ,stét“ nazywa jest de-
sygnatem tej nazwy.

Zdawato mi sie, ze zdanie ,a = b“ mozna réwnie dobrze wy-
powiedzie¢ przy pomocy zdania:

.(a<b) i N(a<b)“ jednak powstate ostatnio zdanie
jest zdaniem typu ,a i N«“, ktére jako sprzeczno$¢ usu-
neliSsmy z logiki. Przypuszczatem, ze mozna tak sprawe
ujac, ze skoro ,(a < b)“ a zarazem ,nieprawdg jest,ze (a < b)“
t. j. skoro ,(a<b) = 1%, a zarazem ,N (a<b) = 1%, to znaczy
skoro (naraz ,a jest mniejsze od b“ i ,nie mniejsze od b“), to
poniewaz w arytmetyce zachodzi mozliwo$¢ jeszcze réwno-
Sci, to powinna by ona by¢ wiasnie owg sprzecznoscig zde-
finiowana, jako, ze zdanie ,N (a < b)“ zawiera w sobie poten-
cjalnie takze zdania ,a = b* lub ,a > b*“, wyczerpujgc, jako
negacja kontradyktoryczna caty arytmetycznie mozliwy za-
kres zdah o dwoch liczbach szeregu naturalnego odnosnie
stosunkéw dwucztonowych y = poza zdaniem
(a2 <b)".

Podobnie moznaby wypowiedzie¢ zdania i.o innych od-
nosnych stosunkach t. j. definiowa¢, postugujac sie wartoscig
zdania sprzecznego jako wartoscig uznang i tak:

ai Na
(@=b) ¢f [(@<b) i N (a<b)
a>b
(@a=Db) df [(a>b) i N (a> b)]

a<b

Mamy udowodni¢ twierdzenie N(a<a) na podstawie dwdch
przestanek:
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.(a=a)i ,ezeli (a=b), to N(a<b)*

a mnie sie wydaje, ze pierwsza cze$¢ drugiej przestanki t. j.
zdanie ,a” b“, ktére mozemy zdefiniowa¢ jak powyzej za-
wiera sprzecznos¢. Otéz, jezeli staniemy na stanowisku za-
sady wylgczonej sprzecznosci, to znaczy, ze zdanie
LN[(@<b) i N(@a>b)]* jest prawdg a zdanie [(a <Db) i
N (a b)] jest nieprawdg, to zdania ostatniego nie mozemy
uzy¢ jako naszej przestanki. Gdybysmy chcieli zdanie
(@ = b)“ jak powyzej zdefiniowa¢, to musielibySmy porzuci¢
zasade wytgczonej sprzecznosci a wtedy musielibySmy sie
przenies¢ z naszymi rozumowaniami na jaki$ teren opracowy-
wany przez inny rodzaj logiki

Jezelibydmy jednak wkroczyli na teren logiki dopusz-
czajacej sprzecznos¢ i uwazali zdanie [(a < b)i N (a < b)] za-
prawde pewnego rodzaju, to zdanie to wyrazatoby tak dobrze
zdanie (a = b), jak to w logice respektujgcej zasade wytg-
czonej sprzecznosci, mogtoby wyrazaé z pewnemi zastrze-
Zzeniami zdanie,

[N(@<b) i N(@>Db))

wyrazajgce to samo co wyraza zdanie ,a = b"“, bo jezeli ,a“
nie mniejsze od ,b“, to znaczy ,a“ moze by¢ réwne ,b“ lub
wieksze od ,b“ i jezeli ,a“ nie wieksze od ,b“, to znaczy ,a“
moze by¢ réwne ,b“ lub mniejsze od ,b“, to przedstawiajgc to
zdanie w formie [(a>b) i (a<b)] widzimy, ze a>b i a<b
naraz zachodzi¢ nie mogg wiec oba 'wypadki naraz znacza
to samo co (ap=Db).

Ten stan rzeczy, ktory tutaj skreslitem rzuca swiatlo na
nature przestanek, ktérych nie uznajemy z tytutu zalozenia
ich prawdziwmsci t. j. ich wartosci jedynkowej a uznajgc je
z gtebszych powoddéw chcemy te powody uznawania tak
umotywowac¢, abySmy uznaniu niczego zarzuci¢ nie mogli.
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Gdybysmy staneli na stanowisku uznawania z tytutu za-
fozenia, to sprawa cata nabrataby charakteru nie tylko kon-
wencjonalnego, ale stataby sie wrecz banalng, bo kazdg wy-
powiedz z tytutu zatozenia moglibysmy uznac.

Pamietajmy o tem, ze obie przestanki ,(a = a)* i ,jezeli

(@a=b), to N (a< b)* jakotez wniosek ,N(a < a)“, ktéry
mamy udowodni¢ sg to zdania o liczbach szeregu natural-
nego a wiec zdania z arytmetyki. Kazda zas$ liczba szeregu
naturalnego précz poczatkowej a wiec précz liczby jeden,
musi by¢ od innej liczby tego szeregu mniejsza albo wigeksza
i tak:
2 < 3% ,2> 1" sg to zdania o wartosci jedynkowej, bo wy-
powiadajg w wypadkach szczegétowych, wymieniong po-
wyzej, o0golng ceche szeregu liczb naturalnych. Z tego sa-
mego powodu zdanie ,1 < 2“ jest zdaniem prawdziwem
czyli posiadajgcem wartos¢ jedynkowga, zdanie ,2 < 1“ jest
zdaniem posiadajgcem warto$¢ zerowg czyli jest zdaniem
fatszywem.

Zadna liczba szeregu naturalnego nie moze byé réwna
innej liczbie tegoz szeregu, to znaczy zdania ,2 = 3“ albo
»3 = 2“ i td. sg zdaniami falszywemu

JezelibySmy wypowiedzieli zdanie np. ,2 = 2“, to zda-
nie to, jezeli ma by¢é prawda, nie moze odnosi¢ si¢ do liczb,
lecz moze sie odnosi¢ i odnosi sie wytacznie, do desygnatéw
liczby dwa-

Jezeli zdanie ,2 = 2“, odnoszgce sie do desygnatow
liczby dwa jest zdaniem prawdziwem, to znaczy posiada
warto$§¢ 1, to zdanie ,2 = 2, ktére miatoby sie odnosi¢ do
jej konotacji t.j. do konotacji liczby dwa, jest zdaniem fal-
szywem tj, zdaniem posiadajgcem warto$¢ zerowa, — bo
konotacja liczby dwa, tak zresztg jak konotacja kazdej naz-
wy jest jedna a wiec nie moze podlega¢ zadnemu stosunkowi
dwucztonowemu.
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Powyzsze uwagi odnoszg sie do kazdej nazwy a tym
samym do nazwy kazdej liczby.

Uwzgledniajgc powyzsze uwagi musimy warto$ci poniz-
szych zdan poda¢ jak nastepuje:

(2 2 = 1, jezeli zdanie to odnosi sie do desygnatow
Mczby 2.

(2"=2) = 0, jezeli zdanie to odnosi sie do konotacji liczby 2.

(1= 1) — 1, jezeli 11 s desygnatami liczby *

(1= 1) = 0, jezeli zdanie to odnosi sie do konotacji liczby 1.

Odczytajmy powyzsze zdania uwzgledniajac znaczenie
tych samych znakéw, inne w arytmetyce a inne w logice:
Liczba dwa réwna sie liczbie dwa to to samo co prawda, jezeli
zdanie ,liczba dwa réwna sie liczbie dwa“ odnosi sie do
desygnatow liczby dwa.

Liczba dwa réwna sie liczbie dwa to to samo co failsz,
jezeli zdanie ,liczba dwa réwna sie liczbie dwa“ miatoby od-
nosi¢ sie do konotacji liczby dwa.

Warto$¢ kazdej liczby szeregu naturalnego précz liczby .

poczatkowej moze byc¢ lub wartosci jakiejs innej
liczby tego szeregu.

Kiedy odnosne zdania, wypowiadajgce te okolicznoi$é
posiadajg warto$¢ zero a kiedy jedynke, to widoczne jest
z powyzszych uwag odnosnie wartosci, ktére zalezg od tego
czy rozwazamy stosunki wsrdéd desygnatow czy konotacji.

W praktyce zycia codziennego, piszac 1= 1 i médwigc
ze jest to prawda powinniSmy, czego nie robimy, pomysle¢,
ze do desygnatéw liczby jeden odnosi sie powyzsze zdanie
prawdziwe.

Powyzsza niedomys$lana niescisto$¢ nie wywotuje wpra-
wdzie w praktyce zycia codziennego, zadnych trudnosci, po-
woduje jednak, pewng niepewnos¢ w ustosunkowaniu sie
do nazwy ,liczba“. Zdan fatszywych nie uzywamy i diter
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tego przechcidizitay stale do porzgdku dziennego nad war-
tosciami zdan (1 = 1) = 0 dla konotaciji.

W kazdym wypadku sg prawdziwe zdania:

1<2, 3>2 it d
2< 3, 2<4, it d
it d
2> 1, 1<3, it d

to znaczy sg one prawdziwe tak dla desygnatow jak dla
konotacji; te wtasnie zdanila zupetnie wyrazne, jednoznaczne
co do swej wartosci sg stale uzywane w mowie potocznej,
jednak dobrze jest pamieta¢ i wiedzie¢, ze nile w kazdym
wypadku stosunki tak po prostu sie ukfadajg.

Odczytajmy zdanie ,1<2%“, ktéore w kazdym wypadku
posiada wartos¢ 1. Kazdy desygnat konotacji liczby jeden
mniejszy od kazdego desygnatu konotacji liczby dwa albo
liczba jeden mniejsza od liczby dwa.

Konotacja liczby jeden jest takg samg konotacjg jak kono-
tacja liczby dwa. Obie te konotacje r6znig sie tylko nazwa,
ich  wyabstrachowywanie z odnosnych desygnatow jest
takim samym sposobem postepowania.

42



Rozdziat piagty.

LEKCJA |II.
3. VII. 42.

Dowdd sformalizowany.

Tres¢: Wywéd albo dowdd sformalizowany. Twierdzenie do
wywiedzenia albo do udowodnienia. Przestanki. Wybor
przestanek. Przeksztatcenie przestanek. Dowdd. Reguta
podstawiania r. p. Reguta odrywania r. o. Uznawanie.
Implikacja. Funktory zdaniotwdrcze. Funktory nazwo-
tworcze. Wiersz dowodowy. Przestanki numerowane.
Kreska odrywaniowa. Symboliczna forma dowodu. Dwie
uwagi w sprawie nastepnika.
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Przestanki.

Twierdzenie.

Dowdd.

Reguty
wnioskowania.

Reguta
Nodstawiania.

Rozdziat piaty.

LEKCJA II.
3. VII. 1942 r.
Wywdd sformalizowany.

Mamy wywies¢ twierdzenie N (a < a) z dwdcli przestanek,
ktére sg uznane w matematyce i ktére sg niewagtpliwie pra-
wdziwe t. j. posiadajg wartos¢ jedynkowga, przy zastosowa-
niu do oceny ich wartosci, kryteriow o ktérych tutaj nic wie-
cej nie bedziemy mowili, aby sprawy przystgpienia do wy-
wodu nie przecigga¢, godzgc sie na to, ze takie kryteria ist-
niejg i sg bezsporne.

1. przestanka: a= a.
2. przestanka: Jezeli a= b, to nie prawda, ze a< b.

Twierdzenie: Nieprawda, ze a< a.

Dowdd: W dowodzie opiera¢ sie bedziemy na prze-
ksztatceniach przestanek dokonanych na mocy uznanych re-
gut wnioskowania.

Takich regut mamy dwie:

1) Reguta podstawiania.
2) Reguta odrywania.

Regute podstawiania zastosujemy do przestanki drugiej.
ij rzestanka 2. wazna jest dla jakichkolwiek liczb ,a“, ,b*,
wiec pozostanie ona wazng i wtedy gdy liczby ,a“, ,b“ utoz-
samimy czyli gdy w naszym przypadku za liczbe ,b“ pod-
stawimy liczbe ,a“.

Podstawiajgc za liczbe ,b“ liczbe ,a“ otrzymamy na-
stepujgce twierdzenie 3..

3. Jezeli a= a, to nieprawda, ze a< a.



Teraz zastosujemy regute odrywania, ktéra brzmi:
Jezeli uznany jest okres warunkowy ksztattu ,jezeli «,
to B i uznany jest poprzednik tego okresu warunkowego ,a“,
to wolno nam uzna¢ nastepnik okresu ,R“.
Przyktad:
Przypusémy, Zze uznane sg dwa takie zdania:
1.) ,Jezeli dzi$s jest pigtek, to jutro jest sobota“,
2)) ,dzi$ jest piatek®,
to uznane jest wtedy zdanie
3.) ,jutro jest sobota“.

Poprzednikiem okresu warunkowego jest zdanie zaczy-
najgce sie po stowku ,jezeli“ i konczace sie przed stowkiem

,10“, nastepnikiem jest reszta okresu warunkowego, zaczy-
najgca sie po stéwku ,to“, az do konca okresu.

Okres warunkowy nazywamy tez implikacjg.

Jezeli“ jest istotne, to znaczy, jest istothg cze$cig im-
plikacji, ,to“ mozna ewentualnie opuscic.

Implikacja jest pewnego rodzaju funkcjg logiczng skita-
dajacg sie z funktora ,jezeli® lub ,jezeli... to“, dwéch ar-
gumentéw zdaniowych, to znaczy bedacych zdaniami, z kté-
rych pierwszy jest poprzednikiem a drugi nastepnikiem.

Reguta powyzsza nazywa sie regutg odrywania, bo upra-
wnia nas do oderwania nastepnika prawdziwego, uznanego
okresu warunkowego, o ile poprzednik tego okresu jest tak-
ze prawdziwy (uznany).

W prawdziwym okresie warunkowym nie stwierdzamy
ani prawdziwosci poprzednika ani prawdziwosci nastepnika,
tylko stwierdzamy prawdziwo$¢ zwigzku poprzednika, z na-
stepnikiem t. j. prawdziwo$¢ okresu warunkowego.

Zastosujmy regute odrywania do naszego przyktadu.

Spoéjrzmy na twierdzenie
3. ,jezeli a= a, to nieprawda, ze a< a“
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Dowdéd.

Przestanki
numerowane.

Funktory
zdanio-
tworcze.

i na przestanke
1. ,a = a“.

Widzimy, ze przestanka 1. jest poprzednikiem okresu
warunkowego, bedgcego twierdzeniem 3.. Na mocy reguty
odrywania mozemy oderwac nastepnik twierdzenia 3. i otrzy-
macé zdanie,

,nieprawda, ze a < a“.

Powyzszy dowdd przedstawimy symbolicznie.

Najpierw przedstawimy przestanki symbolicznie.

1 (@ = a), opuszczamy kropke po jedynce, ktérej poprze-
dnio uzywaliSmy dla zaznaczenia porzgdkowego charakteru
cyfry jeden. W dalszym ciggu stale bedziemy opuszczali
kropke o wymienionym charakterze porzgdkowym.

Ujmujemy przestanke w nawiasy dla zaznaczenia, ze

symbol a = a stanowi calo$¢ (jedno zdanie).
2 C (a=b) N(a<cb), odnosnie kropki po dwdjce i nawia-
sow uwagi jak wyzej. Funktor ,jezeli... to“ oznaczamy
literg wielkie ,C*“ alfabetu tacinskiego, piszgc' go po lewej
stronie obu ztgczonych nim zdan.

Funktor ,nieprawda, ze“ oznaczamy literg wielkie ,N*
alfabetu tacinskiego, piszac go po lewej stronie jego argu-
mentu t. j. zdania, ktére ma by¢ zaprzeczone.

Funktorem ,C*“ tgczymy zdania ,(a = b)‘, ,N (a< b)*

funktorem ,N“ zaprzeczamy zdaniu ,(a < b)“. ,C* jest fun-
ktorem zdaniotwérczym od dwoch argumentéw zdaniowych
dlatego, ze ,C*“ postawione przed dwoma po sobie bezposre-
dnio nastepujgcemi zdaniami tworzy nowe zdanie.
,N“ jest funktorem zdaniotwérczym od jednego argumen-
tu zdaniowego dlatego, ze ,N“ postawione przed jednym
zdaniem (jakimkolwiek) tworzy nowe zdanie, mianowicie
zaprzeczenie owego pierwszego zdania.

Dla wuogodlnienia dodajemy, ze np. ,réwnos¢ (=), i
,mniejszos¢ (<)“ sg takze funktorami zdaniotwéczymi,
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ale nie od dwodch argumentéw zdaniowych, lecz od dwéch
argumentow liczbowych, dlatego, ze jezeli ,a“, ,b“ sg licz-
bami, to ,a=b*“ lub ,=ab* jest zdaniem.

Jezeli ,a“ jest liczbg, jezeli ,b“ jest liczbg, to znak ,+
jest znakiem funktora liczbotwérczego, gdyz ,a + b“ jest
liczbg a nie zdaniem.

Po. tych wyjasnieniach przechodzimy w dalszym ciggu
do przedstawienia dowodu symbolicznie. Piszgc wiersz do-
wodowy dla twierdzenia 3

,2 bla * 3*
oznaczamy, ze w drugim twierdzeniu t. j. w drugiej prze-
stance za ,b“ podstawiamy ,a“, co zaznaczamy znakiem
,bl/a“, otrzymawszy w ten sposéb zaznaczong forme nowego
twierdzenia oddzielamy jg od jego numerowego zaznacze-
nia nastepnym numerem, znakiem przestankowym , * “, dzia-
tajagcym podobnie jak przecinek w piSmie potocznym.

Cyfra 3 po prawej stronie znaku przestankowego zna-
czy numerem 3, nowo powstate twierdzenie, otrzymane na
skutek podstawienia b/a w twierdzeniu opatrzonem nume-
rem 2.

A teraz wypisujemy twierdzenie 3-cie, ktére wyglagda
tak jak przestanka 2 z tym jednym wyjatkiem, Zze wszedzie
tam gdzie w 2 znajduje sie ,b“ w 3 pisze sie ,a“.

3 C(a=a) N(a< a).

Piszac 3 * C 1 — 4 t j. wiersz dowodowy dla twier-
dzenia 4-tego, w ktérym ,3“ oznacza numer twierdzenia
trzeciego, , * “ oznacza oddzielnik lub znak przestankowy, a
to co po drugiej stronie gwiazdki znajduje sie oznacza to
samo co oznacza 3, tylko w inny sposdb, mianowicie uwy-
pukla budowe 3 t. j. twierdzenia trzeciego, oznaczajgc, ze za-
czyna sie ono od litery ,C“, poczem jako poprzednik naste-
puje przestanka 1 a z kolei widzimy kreske odrywaniowg
,—" t. j. znak odrywania, pozwalajgcy oderwac¢ twierdze-

47

Funktory
nazwo-
tworcze.

Wiersz
dowodowy.

Podsta-
wianie.

Znak prze-
stankowy.

Kreska
odrywaniowa.



Symboliczna
forma dowodu.
[

nie 4, bedace nastepnikiem implikacji i napisa¢ je osobno.
4 N(a<a).

Reasumujgc, napiszemy powyzszy dowdd symbolicznie
jak nastepuje:

1 (a= a)

2 C(a=Db) N(@a<b)
2 b/a* 3

3 C(a=a) N(a< a)
3*C1—4

4 N(a<a)

Jest to sformalizowany wywod twierdzenia 4-tego, to
znaczy ,nieprawda, ze a< a“, wywiedziony na podstawie
przestanek 1, 2, jakotez przy pomocy regut podstawiania
i odrywania.

Zastosowawszy do przestanki 2 (drugiej) regule pod-
Stawiania, co zrobi¢ nam wolno, gdyz przestanka 2 bedgc
prawdziwg dla jakichkolwiek liczb ,a“, ,b“, pozostanie pra-
wdziwg takze wtedy, gdy liczby ,a“, ,b“ utozsamimy, to
znaczy uwazac¢ bedziemy znaki ,a“, ,b“ jako desygnaty tej
samej liczby, otrzymamy twierdzenie 3-cie, ktére w po-
przedniku bedzie miato przestankg 1 (pierwszg), a w na-
stepniku, twierdzenie réwnoksztattne z twierdzeniem, ktére
mamy udowodni¢. Poniewaz 3 jest twierdzeniem prawdzi-
wem posiadajgcem poprzednik prawdziwy, wiec na podsta-
wie r. 0. mozemy oderwaé od okresu warunkowego jego ha-
stepnik jako twierdzenie 4-te, ktére bedgc zdaniem prawdzi-
wem, jako twierdzenie, ktére mamy udowodnié, spetnia do-
wod (wywod).

Uwagi w sprawie przestanek.

Przestanke a= a, jezeli ,a“ jest liczbg naturalng, odczy-
tamy w zakresie liczb naturalnych jak nastepuje: Kazdy de-
sygnat kazdej liczby naturalnej to to samo co kazdy inny de-
sygnat tej samej liczby naturalne;j.
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Nazwy: Zakres, zbiér, klasa, posiadajg te samg konota-
cje; powinno wystarczyé uzywanie jednej z nich.

W zakresie liczb naturalnych, zdaniu a= b o wartosci 1,
odpowiadajg dwie prawdziwe implikacje a mianowicie:

C(a = b)N(a<b)

C(a = b)N(a > b),

ktére mozemy przedstawi¢ rowniez nie przy pomocy liczb
lecz przy pomocy odcinkéw, ktére nam przedstawiajg to
samo co przedstawiajg liczby, ich zwigzki i stosunki.

Z powyzszych prawdziwych implikacji wybieramy jako
przestanke te implikacje, ktéra nam jest potrzebna do dowodu.
Jezeli mamy udowodni¢ prawdziwo$¢ zdania N(a<a), to
wybieramy jako jedng z przestanek implikacje:

C(a = b)N(a<b), w wypadku gdybysmy mieli udowodnic
zdanie N(a>a) postuzytaby nam implikacja C(a = b)N(a > b)
jako przestanka.

Przestanka C(a = b)N(a < b). jest implikacjg z zatozenia,
zdania bowiem (a=b), N(a<b) w zakresie liczb natural-
nych nie podlegajg stosunkowi implikacji, bo (a=b), gdy a,
b sg liczbami naturalnymi, nie pocigga implikacyjnie praw-
dziwosci zdania N(a<b), bo réwnie dobrze moznaby napi-
sa¢ N(a>b). Oba zdania sg w zakresie liczb naturalnych za-
razem prawdziwe, jezeli zdanie (a=b) posiada wartos¢ 1

Jednak, jezeli mamy udowodni¢ zdanie N(a<a), to od-
powiednig implikacje z zatozenia mozemy uzy¢ jako przestan-
ki o wartosci 1, bo jezeli kazde ze zdan N (a<a), N(a>a)
posiada wartos¢ 1, to zdanie N(a<a) potrzebne nam do do-
wodu bedzie z pewnoscig posiadato wartos¢ 1.

Zatozenie nasze odnosnie wyboru przestanki motywujemy
tern, ze mamy udowodnié zdanie N(a<a).

Gdybysmy mieli w tych samych warunkach udowo-
dni¢ zdanie N(a>a), to przyjelibySmy za przestanke prawdzi-
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Nastepnik.

wos¢ implikacji C(a = b)N(a > b). Dowodd przebiegatby jak
poprzednio :

1 (a=a)

2 C(a=b) N(@a>b)
2 bla * 3

3 C(a=a) N@=> a)
3*Cl—4

4 N(a > a)

Przez odpowiednie podstawienia musimy sprowadzi¢
przestanki do formy okresu warunkowego z uznanym po-
przednikiem, aby méc oderwaé nastepnik.

W sprawie nastepnika mogag zachodzi¢ dwa przypadki:

1) albo nastepnik odrywamy od uznanego okresu wa-
runkowego z uznanym poprzednikiem jako noéwe twierdzenie,
ktére musimy uznac,

2) albo majgc dane do udowodnienia twierdzenie musimy
tak podstawi¢ w uznanych twierdzeniach, aby nie tylko
otrzyma¢ okres warunkowy z uznaném poprzednikiem, ale
aby zarazem otrzymaé¢ w okresie warunkowym nastepnik
rownoksztatltny z twierdzeniem, ktére mamy udowodnic.
Majac tak, przy pomocy podstawiania spreparowany okres
warunkowy mozemy nastepnik odenyaé a tym samem udo-
wodni¢ zadane twierdzenie.

1. pytanie: Z zadanych twierdzen, ktére przy pomocy
regut podstawiania i zastepowania definicyjnego sprowadza-
my do formy implikacji, ile i jakich wnioskéw wyciggnac¢
mozemy? To znaczy pytamy co z zadanych przestanek
przy pomocy danych regut mozemy wydedukowaé?

2. pytanie: Czy dane uznane twierdzenia, przez zasto-
sowanie regut podstawiania, zastepowania definicyjnego,
mozemy doprowadzi¢ do implikacji takiego ksztattu, aby moéc
oderwaé¢ twierdzenie, ktéore mamy udowodni¢ i jak to sie
robi? To znaczy, czy dane przestanki dadzg sie przy po-
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mocy reglif podstawiania, zastepowania definicyjnego dopro-
wadzi¢ do formy implikacji z uznanym poprzednikiem a na-
stepnikiem roéwnokszitatnym z dowodzonem twierdzeniem,
ktére bysmy mogli oderwa¢ od implikacji na podstawie reguty
odrywania?



Rozdziat szdsty.

Matryce stosunkéw dwuczionowych.

Tres¢: Zdanie gramatyczne jako wypowiedz mysli. Wypo-
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wiedZz zdaniowa w logice. My$l wyrazona potgczeniem
zdan. Wartos¢ wyrazona potgczeniem zdan. Matryce
stosunkéw dwucztonowych. Wymawianie funktorow
zdaniotworczych. Konjunkcja K. Funktor zdaniotwor-
czy G. Ekwiwalencja E. Alternatywa nie wytgczajgca A.
Implikacja C. Alternatywa wytgczajgca lub dysjunkcja D.
Pocigganie. Wynikanie. Pocigganie jednozwrotne. Po-
cigganie w obie strony lub dwuzwrotne.



Rozdziat szésty.
Potgczenia zmiennych zdaniowych.

To ze zdanie gramatyczne sklada sie z podmiotu
zdania (subjektmi), orzeczenia (praedilcatum) i tgcznika (co-
puli'), to, ze zdania mogg byé¢ pojedyncze albo ztozone, ze
zbudowane mogg by¢ tak czy inaczej, tego w rachunku
zdahn nie bierzymy pod uwage.

Wypowiedz zdaniowg traktujemy jako cato$¢ nie zwra-
cajgc zupetnie uwagi na ich elementy skiadowe.

Zdaniami tak ujetymi bedziemy sie starali podobnie ra-
chowac¢ jak rachujemy liczbami w arytmetyce.

W gramatyce zdaniem zilozonem nazywamy pewng
calos¢ powstatg np. z dwéch zdan, jezeli zamyka w sobie
pewien choc¢by bogato rozwiniety, lecz jeden tylko pomyst.
Owo zdanie ztozone uwazamy za jedno zdanie. W grama-
tyce tagczymy zdania w rozmaity sposéb przy pomocy cze-
sci mowy zwanych spdjnikami. Nowo powstate zdania wy-
powiadajg pewne mysli- Nie kazde zdanie moge potgczy¢
z dowolnem innem zdaniem przy pomocy dowolnego f{3-
cznika, jezeli nowo powstate zdanie ma by¢- wypowiedzig
mysli.

Najpierw musze co$ pomysle¢ a dopiero potem moge
postara¢ sie owo co$ pomyslane tak czy inaczej wypowie-
dzied.

W logice inaczej, z dwoch réznych wypowiedzi zdanio-
wych ,p“, ,q“ z ktérych kazda posiada jedng z dwoch war-
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Wypowiedz
zdaniowa
w logice,

fosci ,0 lub ,1“ przez ich potgczenie powstaje zawsze nowa
wypowiedz zdaniowa ¢ wartosci ,0“ lub ,1“ w zaleznosci od
tego jakiego uzyjemi® tgcznika tworzgcego nowa logiczng
cato$¢ i jakie wartosci posiadajg tgczone wypowiedzi ,p*,

»d

Przy takim ograniczeniu zakresu w kazdym wypadku
mozemy podac ile r jakich potgczen mozemy otrzymac, ktére
z nich mozemy uzyé, ktére odrzuci¢, wyczerpujgc caty mo-
zliwy zakres wszelkich ewentualno$ci, przyczem rezultaty
odnosnjrch rozwazan mozemy ujgé w przejrzystg forme ma-
trycows.

W logice nie zwracamy uwagi na cato$¢ ztozong z dwoch
zdan wtedy gdy zamyka w sobie jakg$ jedng mys$l lecz wte-
dy, gdy zajmuje nas warto$¢ powstatego potaczenia.

Nie fgczymy w logice dwoch zdan ze wzgledu na ich wy-
razane mysli lecz ze wzgledu na ich wartosci. Nie pytamy
omysl wyrazong potgczeniem lecz o jego wartosé.

W gramatyce fgczgc zdania przy pomocy najréznorod-
niejszych fgcznikdw staramy sie poprawnie odda¢ réznoro-
dnos¢ naszych mysli. Wieloznacznosci mamy tu bez liku.

Logika dwuwarto$ciowa, przedewszystkiem zwraca
uwage na wartosci zdan, ktérych przyjmuje dwie ,0“ i ,1°.
W ten sposéb tgczgc dwie wypowiedzi zdaniowe w nowag
ztozong wypowiedz zdaniowg otrzymujemy cztery jej mozli-
we wartosci. llo§¢ przestawiehn z czterech elementow wy-
nosi 16 przestawien (permutacii).

Dla kazdego przestawienia mamy jedng matryce. Za-
czynamy od matrycy, ktéora w kazdem wypadku posiada
zerowa wartos¢ potgczenia a konczymy na matrycy, ktora
w kazdym wypadku posiada jedynkowag warto$¢ potgczenia.
Postugujemy sie nastepujacym schematem matrycowym:
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Znak funktora
zdaniotwérczego H

p
P

Oto szesnascie matryc dla odnosnych
stawieh wartosci ztozonych wypowiedzi zdaniowych:

01

00

00
nm 01 1
0 00 O
1 01 1
Vi 01 VI
0 00 O
I M 1
Xl 01 Xl
0 01 O
1T 11 J1

XVI! 01

11

11

Zamiast: 1I, VII, IX, XII, XIV,
Piszemy: K, G, E A

0
1

01

00
10

01

01
01

01

10
11

XIv

1

01
00

01

01
10

01

.M

01

C,

XV

0

XV
D.

01

10.

00

10
01

1
10

q
HO =0
H1=20
szesnastu prze-
01 Xl 01
10 0o M1
10 i 00
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Xonjunkcja.

w ten sposob odnos$nie wartosci, ztozonej wypowiedzi
zdaniowej, wyczerpujemy wszystkie wypadki: Po blizszym
rozpatrzeniu powyzszego materiatu przekonamy sie, ze
wiele z tych matryc jest zbednych, Zze aby zadowoli¢ wy-
mogi na $cisto§¢ wyrazania mysli odnosnie zaleznosci war-
tosci wypowiedzi ztozonej od wartosci wypowiedzi sktado-
wych w zakresie wszystkich gatezi wiedzy wraz z mate-
matyka jako ich podbudowg wystarczg tylko niektére z nich.
Te oznaczamy wieikiemi literami alfabetu tacinskiego, ozna-
czajgc tymi samymi literami odnosne funktory zdaniotwércze.

Dla wygodniejszego wymawiania wymienionych funkto-
row zdaniotwérczych nadajemy im .wymawianie gramaty-
czne nie pozostawiajgc im jednak ich znaczenia gramaty-
cznego, ich nazwowos$ci gramatyczne;.

“

| tak matryce Il oznaczamy literg ,K“, czytamy jako ,i“,
nazywamy konjunkcja. Dwie wypowiedzi potgczone przy
pomocy funktora.zdaniotwérczego ,K*“, tworzg wypowiedz
ztozong (konjunkcje), ktorej 'wartosé =zalezy od wartosci
tgczonych wypowiedzi wedtug ponizszej matrycy dla kon-
junkciji:

K 0 Gt
0 00
1 0 1

Kpg=1 t. j. wypowiedZz ,p i q“ posiada wartos¢ = 1 tyl-
ko wtedy, gdy tak p = 1jak q = 1t j. gdy oba zdania
posiadajg wartos¢ = 1. W kazdem innym wypadku konjun-
kcja dwéch zdan posiada wartos¢ = 0. Piszac znak fun-
ktora zdaniotwdrczego przed obu fgczonymi zdaniami uni-
kamy potrzeby uzywania nawiasow.
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Matryce VII oznaczamy np. litera G, nie czytamy jej Matryca G.
przy pomocy jakiego$ stowka gramatycznego i nie dajemy
jej zadnej nazwy. Dwie wypowiedzi ,p“, ;,q“ potgczone przy
pomocy funktéra zdaniotwérczego ,G“, tworzg wypowiedz
ztozong, ktdérej wartos¢ zalezy od wartosci tgczonych wypo-
wiedzi wedilug ponizszej matrycy:

G 0 1
0 0 1
0o 1

Gpg W 1gdy p w0, q 1lub gdy p = 1, g = 1w kazdym
innym wypadku Gpqg = 0.

Wartos¢ Gpg = 1 nie zalezy od wartosci p, bo czy p = 0,
czy p = 1, to Gpg = 1, jezeli tylko q = 1, znaczy to, ze
wartos¢ Gpq = wartosci gq czyli Gpq = q.

Matryce IX. oznaczamy literg E, czytamy ,p wtedy i tylko Ekwiwa-

wtedy, gdy q“, nazywamy ekwiwalencja. lencja.
Dwie wypowiedzi potgczone przy pomocy funktéra zda-

niotwérczego E, tworzg wypowiedz Ziozong ekwiwalencje,

ktérej wartos¢ zalezy od wartosci tgczonych wypowiedzi

wedtug ponizszej matrycy dla ekwiwalenciji:

E pg = 1t j. wypowiedz:
.,p wtedy i tylko wtedy gdy q“ posiada wartos¢ = 1 gdy
p=1,q9g=1lubp =0 9g=0.

Wypowiedz Epq = 1 znaczy, ze ,p“, ,q“ posiadajg te sa-
ma wartos¢, to jest wartos¢ rowng 1 albo wartos¢ = 0.
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Alterna-
tywa.

Implikacja.

Tylko dla wartoscip = 1,9 = 1, lubp = 0,q =0, Epq
posiada warto$¢ 1; we-wszystkich innych wypadkach Epqg po-
siada wartos¢ 0.

Matryce XIlI oznaczamy literg A, czytamy ,lub“, nazywa-
my alternatywg nie wytgczajaca.

Dwie wypowiedzi potgczone przy pomocy funktora zda-
niotworczeigo A, tworzg wypowiedz ziozong (alternatywe nie
wytgczajgcyg), ktérej wartosé zalezy od wartosci tgczonych
wypowiedzi wedtug ponizszej matrycy dla alternatywy nie
wytgczajgce;j:

A 0 1
0 o 1
1 1 1

Apg=1 t j. wypowiedz ,p lub g posiada wartos¢ = 1
wtedy, gdy przynajmniej jedna z wypowiedzi sktadowych
wartosci = 1. Jezeli Apqg = 1 wtedy przynajmniej jedna
z wypowiedzi sktadowych posiada warto§¢ = 1, przyczem nie
wytgczony jest ten przypadek, gdy obie sktadowe posiadajg
wartos¢ rownag 1, to znaczy, ze takze Apg = Ali = 1

Funkcja Apg = 0 tylko wtedy, gdy oba jej argumenty posia-
dajg warto$¢ rowng 0, to znaczy, ze Apq = 0gdyp = 0,9 = 0.

Matryce XIV. oznaczamy literg C, czytamy ,jezeli...,
to. . nazywamy implikacjg.

Dwie wypowiedzi pofgczone przy pomocy funktora zda-
niotwérczego C, tworzg wypowiedz zlozong (implikacje, kté-
rej wartos¢ zalezy od wartosci tgczonych wypowiedzi wedtug
ponizszej matrycy dla implikaciji:

Cc 0 1
0 11
0o 1
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Cpa = | t j. wypowiedz ,jezeli p, to q“ posiada war-
tos¢ = 1w kazdym z nastepujgcych wypadkow: C00=1,C01 = 1,
Cl1—Qg w wypadku, gdy p=1, q= Q Cpq posiada warto$é = 0.

Matryce XV. oznaczamy literg D, ktérej w jezyku pol-
skim nie odpowiada zaden spoéjnik (moznaby uzy¢ ,albo®),
nazywamy dysjunkcjg albo alternatywg wytgczajgcga.

Dwie wypowiedzi potgczone przy pomocy funktora zda-
niotwérczego D, tworzg wypowiedz zlozong (dysjunkcje t. j.
alternatywe wytgczajgcyg), ktorej wartos¢ zalezy od wartosci
tgczonych wypowiedzi wediug ponizszej matrycy dla dys-

D 0 1
0 1 1
1 10

Dpg =1 t. j. wypowiedz ,p albo q“ posiada wartos¢ = 1
w nastepujagcych wypadkach: D00= 1, DO1=1, D10—1 za$
w wypadku gdy p= 1, g= 1, Dpg= 0. Funkcja Dpq po-
siada wartos¢ = 0 tylko wtedy, gdy oba jej argumenty po-
siadajg wartos¢ = 1, pozatem wartos¢ jej jest zawsze 1.

Jak widzimy istnieje w logice dwuwartosciowej 16 fun-
kcji prawdziwosciowych od 2 argumentéw zdaniowych. Tyl-
ko kilka z tych funkcji ma odpowiedniki w mowie potocznej
S, Llub®, jezeli... to") i tylko kilka jest uzywanych w lo-
gice zdan,, jak konjunkcja, implikacja, alternatywa, ekwiwa-
lencja. Te tylko funkcje majg w systemie implikacyjno-ne-
gacyjnym ustalone symbole (K, C, A, E), innych nie ozna-
czamy zadng literg, albo uzywamy dla nich przy okazji jakiej$
litery nie majgcej w systemie ustalonego znaczenia.

Jezeli a = 1 (pocigga) implikuje B = 1,
tworzgc potfgczenie zdan X«B o wartosci 1, to takie pota-
czenie zdan nazywamy implikacjg i oznaczamy znakiem

G
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Wynikanie.

A jezeli tak, to jezeli mamy uznang implikacje ,Cal*
i jej poprzednik a, to z obu uznanych zdan
,CaRk" i ,a“
wynika
zdanie ,R“ o wartosci 1.

Kréotko w znakach:

CCalCcch.
Tu zawsze mozemy oderwac t. j. wywnioskowac¢ zdanie
R z obu uznanych zdan ,Cal* i ,a“.

Jezeli jezeli a=1 pocigga R.= 1, tworzgc potgczenie
Xall = 1, to polgczenie zdan XaR
nazywamy implikacjg i oznaczamy Caf,
to jezeli CaBl= 1i a= 1to wynika = 1
przyczem
p/jezeli a= 1 pocigga = 1, tworzgc potagczenie
Xall = 1, to potaczenie zdan XalR nazywamy
implikacjg i oznaczamy Cal
gljezeli Cal=1 i a= 1, to wynika B= 1
bo Cpqg, to to samo co p pociaga q.
Ogolnie: CCpgCpq. Stowami: Jezeli p =1 pocigga q = 1,
tworzagc Cpgq= 1,to z Cpg= 1i p= 1wynika g= 1.
Jezeli p pocigga q, to jezeli p=1, to q=1, to to samo co je-
zeli p, to q.
Jezeli a pocigga B to jezeli a= 1, to B= 1, to to samo co
Cak = Cli = 1
Wartos¢ a= 0 nie pocigga zadnej wartosci B; bo dla
a= 0 tak dobrze B moze posiada¢ wartos¢ 0 jak 1, to to samo
co C00 = 1, COI = 1.
Przy wartosci a= 0, wartos¢ B nie jest jedno jednowar-
tosciowa lecz jest dwu jednowartosciowa, to to samo co, ze-
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rowej wartosci « odpowiada zarazem jedna z dwoch wartosci
R jednak tak dobrze wartos¢ zero jak wartos¢ jeden co jest
bez wartosci. Z tych samych bowiem zalozeh przestanek
a= 0 GO = 1wynika wszystko co wogdle wynikngé moze,
a wiec nie wynika nic jednowartosciowego ; 3 bowiem moze
mie¢ wartos¢ tak dobrze 0 jak 1, wtedy gdy « posiada war-
tos¢ O.

Jezeli a = 1 pocigga B = 1, tworzac potaczenie zdan
XaRk=I, to implikacja C z pewnoscig zachodzi, bo «= 0,
pociggajac wszystko, nic nie pocigga; a, jezeli « = 0 nic nie
oocigga, bo wszystko pocigga, to tak X00 = 1 jak X01 = 1,
a wiasnie takie zaleznosci wartosci zawiera matryca C. Czy
nie zachodzi ekwiwalencja EaB, konjunkcja K«B lub potgcze-
nie zdan Gal, to dalsza sprawa.

Jezeli spetnione sg odpowiednie dalsze warunki, to ka-
zda z tych funkcji moze zachodzi¢. Funkcja bowiem C jest
najogodlniejszym wypadkiem i zawiera w sobie kazdy z wy-
mienionych wypadkow E, K, G.

Jezeli a pocigga B to z pewnoscig zachodzi implikacja
C, bo przy implikacji, B nie pociaga a, nie ma pociggania
w drugg strone, wymaganego przez ekwiwalencje E.

Przy implikacji = 1, pocigga tak dobrze a= 0 jak
a = 1 a wiec, pociggajgc wszystko, nic jednowartosciowego,
nie pocigga.

Dodatkowym warunkiem, aby zachodzita ekwiwalencja Warunek
wtedy gdy zachodzi implikacyjne pociaganie t. j. pocigganie B dodatkowy.
przez « jest, aby zarazem a byto pociggane przez f; gdy o tem
nie wiemy a gdy zachodzi pocigganie w strone od « do B
to z pewnoscig mamy implikacje; ekwiwalencje mielibysmy
tylko wtedy, gdybySmy znali dodatkowy warunek a miano-
wicie gdybysmy wiedzieli, ze zarazem R pocigga «.
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C 0 1 c 0 1 X 0 1
0 11 . 0 11 a,O 10
1 0 1 1 0 1 1 1 1
a-
45
p
X111 0 1
0 11 10
1 01 11
I3 (%
E 0 1 E 0 1
0 10 0 10
fTa
1 0 1 1 0 1

E«R = K C«B3 ChR«
ER« = K CR« Cal}

Poniewaz KCaRCRa = KCRotCalk t. j. obowigzuje prawo
komutacji, wiec
Eecl=ERa
Dane: Dwa zdania a, R
Zaktadam: Kazde zdanie posiada jedng z dwoch wartosci
0 lub 1.

Potgczenie zdan moze byé zdaniem lub. moze nie by¢
zdaniem. Nas zajmujg tylko takie potgczenia zdan «, B, ktore
sg zdaniami a jako takie muszg posiada¢ jedng z dwodch
wartosci.
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X«B3 jest to potgczenie zdan a, B bedgce zdaniem, kto-
rego wartos¢ zalezy 6d wartosci zdan skiadowych a, R we-
diug ponizszej matrycy

X 0o 1 X |1 0 1
0 ? 7 0 al a2
2 2

Jezeli wartosci zdan a, B tak zalezg od siebie,,ze ze.ro
zdania « pocigga kazdg warto$¢ zdania B to znaczy, ze
X0 = 1, XO1 = 1, zaé jedynka zdania « pocigga tylko je-
dynke .zdania R, to znaczy, X10 = Q XII = 1, to odnosne
wartosci zdania bedgcego potgczeniem zdan, otrzymamy
z nastepujgcej matrycy

X o 1
0o 11
o 1

ktérg nazywamy matrycg ,C*“, a wyrazong zdaniem Cc za-
leznos¢ wartosci zdan «, R t. j. warto$¢ ich pofgczenia w ka-
zdym wypadku, nazywamy implikacjag czyli pocigganiem
w jedng strone.

Wartos¢ zdania a pocigga wedlug matrycy X, wartos¢
zdania B, co wyznacza wartos¢ zdania C«f wediug matrycy
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Dwuzwrotne
pocigganie.

Matryca pociggania w obie strony t. j. matryca ekwi-
walencji zdan «, B musi uwzgledni¢ te okolicznos¢, ze jezeli
zdania «, B sg zdaniami ekwiwalentnymi, to kazda wartosc¢
zdania « tak musi pocigga¢ warto$¢ zdania R jak kazda war-
tos¢ zdania R pocigga warto$¢ zdania «, przyczem zarazem
muszg by¢é respektowane zatozenia, matrycy C, ktoére nam
moéwig jak kazda warto$¢ zdania a pocigga wartosé zdania
R, wyrazajgc powyzsza okolicznos¢ wartosciami pofgczenia
zdan a, R

Matryce ekwiwalencji czyli pociggania w obie strony
nazywamy E. Respektuje ona zalozenia matrycy C, uwzgle-
dniajgc je w obie strony, jest to obuzwrotna implikacja.

Jezeli na matryce C potozymy matryce XIN, to w miej-
scach ai, a3, a3, aa, otrzymujemy'podwodjne wartosci zdania
powstatego z potgczenia zdan a, B i tak, w miejscu ai war-
tos¢ EOO= 1, bo tak wartos¢ CO00 jak wartos¢ XlIIQO s3
wartosciami jedynkowemi, w obie wiec strony zachodzi po-
cigganie; w miejscu ar mamy jednak dwie wartosci 1, O,
ktore naraz wystepujg i tak ze stanowiska matrycy C ma-
my w tym miejscu wartos¢ C01=1, za§ ze stanowiska ma-
trycy XIII mamy w tym miejscu wartos¢ XIII01 = 0, po-
niewaz EalR=ERsi wiec w miejscu ar powinno tak EaR
jak ERa mie¢ wartos¢ tak 1jak 0 i rzeczywiscie ma. W tym
miejscu od a=0 do R=1 zachodzi pocigganie, gdy tymcza-
sem od B=1 do «=0 nie zachodzi pocigganie a wigc w tym
miejscu warto$¢ E«R = 0, bo E«B jest dwustronnem pocia-
ganiem.

Poniewaz w strone od a= 0 do B= 1 pocigganie impli-
kacyjnie zachodzi, bo zero w matrycy C pocigga wszystko
a wszystko, to tyle co, 0 lub 1, w strone za$ przeciwng od
R= 1 do a= 0 pocigganie nie zachodzi, wzglednie zacho-
dzi implikacyjnie, bo w matrycy C prawda fatszu nie
pocigga, wiec w miejscu ar matrycy dla ekwiwalencji nie
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ma dwuzwrotnego pociggania wymaganego przez ekwiwa-
lencje a wiec w tym miejscu warto$¢ potgczenia Eall po-
siada wartos¢ zero jest to zdanie falszywe: EOI = EKO = 0.

Jezeli w jedng strone w miejscu as zachodzi pocigganie
a w drugg -strone pocigganie nie zachodzi z punktu widzenia
matrycy C, to poniewaz ekwiwalencja, to tyle co dwuzwro-
tne pocigganie wiec w miejscu as warunki dla E nie sg spet-
nione; warto§¢ E w tym miejscu matrycy—0, ekwiwalen-
cja jest fatszem.

Ze stanowiska matrycy C powiemy, ze dla miejsca as Nastgpstwo
matrycy pocigganie zachodzi, warto$é 0 pocigga warto$é 1, pierwszego
bo COl = 1. Jezeli zmienimy porzadek cztonéw, to dla miejsca | drugiego
as otrzymamy warto$é potaczenia z matrycy C takg jaka od- czfonu.
powiada potgczeniu w miejscu as t. j. CIO = 0.

Zmieniajgc nastepstwo cziondéw potgczenia przenosimy
w tym wypadku warto$¢ potgczenia na inne miejsce matry-
cy C, zawsze bowiem warto$¢ potgczenia C10= 0 niezale-
znie od tego ktérego czilonu wartos¢ stoi na pierwszem
miejscu a ktérego na drugim.

Przyktad: ,Jezeli dzi$ jest pigtek, to jutro jest sobota“.
Mys$l zawarta w przytoczonym okresie warunkowym zupet-
nie nas w logice nie interesuje, nie jest ona istotna, istot-
nem jest, jakie wartosci posiadajg zdania skifadajgce sie na
powyzszy okres warunkowy i jakg warto$¢ posiada sam
okres warunkowy.

Jezeli zastosujemy do podanego okresu warunkowego
matryce implikacji, to warto$ci zdah okresu warunkowego i
wartos¢ okresu warunkowego bedg zalezaty od siebie impli-
kacyjnie, to tyle co, bedg zalezaly od siebie wedtug poniz-
szej matrycy:



przyczem.za a/ dzi§ jest pigtek, za R/ jutro jest sobota.
Jezeli zastosujemy inng matryce, to zalezno$¢ wartosci

zdan danego okresu warunkowego bedzie inna.
Tu widzimy, ze gramatyczne ,jezeli..., to

nic wspolnego z logicznem ,jezeli..., to“, ktére w logice

znaczymy znakiem ,C“ a nazywamy nazwg ,implikacja“.
Gramatycznie: Mamy dane dwa zdania «, R

Dang, kalendarzowg zalezno$¢ mys$li obu zdan,wyrazamy

zdaniem gramatycznem w formie okresu warunkowego:

Jezeli dzi$ jest pigtek, to jutro jest sobota.

Logicznie: Mamy dane dwa zdania a, R

Dana jest matrycowa zalezno$¢ wartosci obu zdan n. p.

“

nie ma

B
implikacsdna: C 0 1 |, ktérg czytamy ,jezeli a to R,
0 11
R 1 0 1
10
albo konjunkcyjna: 0 1 ktérg czytamy ,a i B°
0 00
0 1

Dopiero po wywartosciowaniu obu zdan mozemy w lo-
gice zrobi¢ uzytek z odnosnych matryc, ujmujgcych zale-
znosci wartosci zdan, jakotez ich potgczenia, wedtug odno-
Snej matrycy.
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Przy implikacyjnej zaleznosci wartosci zdan dla war-
tosci a = O R = € otrzymamy warto$¢ potgczenia Call =

Coo = 1,
przy konjunkcyjnej zaleznosci wartosci zdan dla wartosci
agloO, BR= 0 otrzymamy wartos¢ potgczenia Kalk = KOO = 0.

Podstawiajgc za- « / dzisiaj jest piatek,

za B/ jutro jest sobota,

otrzymamy w pierwszym wypadku zdanie prawdziwe
w drugim fatszywe, bo 000 = 1, KOO 0.

Z powyzszego widocznem jest, ze trzeba sie zdecydo-
wac na jedno z wielu mozliwych logicznie stanowisk, przyczem
nalezy odrézniaé pocigganie ontologiczne (kalendarzowe) od

logicznego (matrycowego).
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Rozdziat siédmy.

Tre$é: Zasada wylgczonej sprzecznosci. Zasada wytgczo-
nego Srodka.
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Rozdziat si6dmy.

W sprawie zasady wytgczonej (lub wykluczonej) sprze-
cznosci.

Zasada wytgczonej sprzecznosci. (Principle of excluded
contradiction).

»Dwa zdania sprzeczne a. Na nie moga by¢ oba zarazem
prawdziwe*.
a, N,
sg to dwa zdania sprzeczne.

Odnosnie obu zdan sprzecznych mozemy zajmowac jedno
z dwéch stanowisk:

1) Stanowisko zasady wykluczonej sprzecznosci.
2) Stanowisko zasady nie wykluczonej (uznanej) sprze-
cznosci.

Stajgc na jednym z dwoéch powyzszych stanowisk nie
powinniSmy méc zarazem zajg¢ stanowiska drugiego. Jezeli
staniemy na stanowisku 1.), to znaczy na stanowisku nie do-
puszczania sprzecznosci, to zajecie stanowiska drugiego jest
niemozliwe, bo wykluczamy mozliwos¢ prawdziwosci zarazo-
wej (réwnoczesnej) obu zdan a, Na, a wiasnie oba stanowiska
dajg sie podciggng¢ pod te kategorie zdan. Inaczej, jezeli zaj-
miemy stanowisko drugie t. j. uznamy sprzecznos¢, wtedy
zajecie obu stanowisk naraz jest mozliwe i wtedy wszystko
jest dopuszczalne. A poniewaz ,wszystko“ i ,nic“ sg nazwami
zamazanymi, ktéremi lepiej nie postugiwaé sie, wiec pozosta-
niemy na stanowisku 1.) t. j. stanowisku uznawania zasady
wykluczonej sprzecznosci, czyli wykluczania sprzecznosci.
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Nie chciatbym przez to powiedzie¢, ze stanowisko uzna-
wania sprzecznosci jest stanowiskiem btednem albo fatszy-
wem, wydaje mi sie ono réwnie poprawnie jak stanowisko
1)., ale trudniejsze do rozumowego traktowania.

Zato intuicjonisci i ludzie wierzgcy, mogg nawet, zajmu-
jac to wiasnie stanowisko , czu¢ sie lepiej i predzej dochodzi¢
do praktycznych rezultatéw zyciowych, przeskakujac w razie
potrzeby na stanowisko pierwsze, anizeli czujg sie ostroznie
i mozolnie myslagcy logicy, =zajmujgcy stale i pedan-
tycznie stanowisko 1.), bodajze jedynie rozumowi rozumnie
dostepne. Ale czy tylko rozum w zyciu i o powodzeniu zy-
ciowem decyduje?

Stojgc na stanowisku 1.) odnosnie dwoéch zdan sprze-
cznych a, Na ujmujemy wartosci zdan w zwigzki nastepujgce:

a, N«

0, NO

1, N1—
Jezeli staniemy na stanowisku, ze dwa zdania sprzeczne a,
Na nie moga by¢ zarazem prawdziwe, to jezeli kazde z nich
jest fatszywe , to wymogowi powyzszemu, wedtug ktérego
dwa zdania sprzeczne nie mogg by¢é zarazem prawdziwe,
czynig one zado$¢, bo jezeli kazde z nich jest fatszywe, to
spewnoscig oba zarazem z osobna nie bedg mogty by¢ praw-
dziwe. Fatszywos$é zarazowa (réwnoczesna) dwoch zdan
sprzecznych nie przeczy zasadzie wykluczonej sprzecznoéci,
ktérej przeczy ich zarazowa prawdziwos¢. Zasada wytgczo-
nej sprzecznosci odnosi sie do (jednoczesnej) zarazowej war-
tosci dwoch zdan sprzecznych, powiada ona, ze wartosci
G 1, dwoch zdan sprzecznych, a, Na, nie mogg naraz byc¢
wartosciami jedynkowemi. Tyle, i nic wiecej, wypowiada
zasada wytgczonej sprzecznosci. Odnosi sie ona tylko do
wartosci dwoch zdan sprzecznych, wypowiadajgc jedynie te

70



okoliczno$¢, ze dwa zdania sprzeczne nie mogg naraz (jedno-
cze$nie) by¢ dwoma zdaniami prawdziwymi, zadne zdanie
z dwoch zdan sprzecznych, nie moze by¢ zarazem prawdziwe
i fatszywe. Zdanie tgczace wartosci dwéch zdan sprzeczynch
z ktérych kazdle = 1 musi w mys$| zasady wytgczonej sprzecz-
nosci posiada¢ waintos¢ 0-

W miejscu ai kazdej matrycy, wartosé potaczenia zdan
sprzecznych jest niemozliwa, bo wartosci a= 0 odpowiada
drugi Czlon potgczenia Na o wartosci 1 a nie jak w matrycy
o wartosci O Ze wzgledu na matryce N pofgczenie takie,
jakiego zgada matryca K w miejscu ai jest niemozliwe i nie
moze ono matrycowo posiada¢ w tym miejscu zadnej war-
tosci. Miejsce ai jest niie obsadzone wartoscig potgczenia, bo
matryca N obsade te uniemozliwia. W miejscu a3 wartosc
potgczenia K odpowiada wartosciom «=0, Na= 1. Polg-
czenie w miejscu a3 ma wartos¢ matrycowg O, bo KOI = 0,
w tym miejscu potgczenie wartosci obu zdan sprzecznych
w nowe zdanie K«Na = KOI o wartosci 0 jest mozliwe, tak
ze wzgledu na matryce N jakotez ze wzgledu na matryce K.
W miejscu as mamy dla warto$ci «= 0 zgodnos¢ wartosci
Na= NO = 1i wartosci drugiego czionu matrycy K, ktéry tu
posiada wartos¢ 1.

Kazda z matryc bedzie posiadata dla zdan sprzecznych
tylko dwie wartosci jedynie w miejscach as, as. Kazda wiec
matryca jest szczuplejsza dla zdan sprzecznych. Wartosci
00, 11 sg dla zdan sprzecznych niemozliwe.

Logicznie: a, Na moze by¢ tylko Ol, 10, posiadajgc w obu
wypadkach warto§¢ odpowiednig potgczeniu wedtug ma-
trycy; praktycznie jednak wypadek a= 0, Na = 0 nie sprze-
ciwia sie zasadzie wytgczonej sprzecznosci, ktéra powiada,
ze dwa zdania sprzeczne a, Na nie mogg by¢ oba zarazem
prawdziwe, moze on zachodzi¢ jak réwniez moze1zachodzic¢
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wypadek a= 1, Na= 1, sprzeciwiajacy sie¢ zasadzie wyla-
czonej sprzecznosci.

Przyktad:
B Na
A' 0o 1 A 0 i
0 0 1 0 ? 1
a
1 1 1 1 T 7

Matryca A dla dwéch zdah sprzecznych «, Na nie jest
matrycg zupetng, zawiera ona tylko dwie wartosci alterna-
tywy a mianowicie: A01 = 1, AIO = 1. Wartosci A0O jak A li
sg nie mozliwe. Logicznie AaNa moze byc¢ tylko: AO01, AlO,
posiadajgc w obu wypadkach wartos¢ 1; praktycznie jednak
wypadek a= 0, Na= 0, nie sprzeciwia sie¢ zasadzie wyig-
czonej sprzecznosci, moze on.praktycznie tak dobrze za-
chodzi¢ jak moze praktycznie zachodzi¢ wypadek a= 1,
Na = 1 sprzeciwiajgcy sie zasadzie wytgczonej sprzecznosSci.

Sprzecznos$é,' ktérej unikamy w logice nabiera prakty-
cznie pewnej pociggajgcej wartosci; trudno sie jej oprzec i
chetnie by sie jej nadalo warto$¢ wyrazajgcg pewno wy-
wartosciowanie zdan sprzecznych. Tu sklaniam sie, tak mi
sie przynajmniej zdaje w strone prof. Lukasiewicza nie po-
dzielajgc pogladu prof. Chwistka a jednak go uznajac.

Wtedy gdy w niedziele popotudniu wolny od wszelkich
obowigzkéw zarobkowania,, moge sie spokojnie zagtebic
w rozwazania logiczne stykam sie na terenie sprzecznosci ze
zrozumieniem tego co nalezatoby odrzuci¢. Pokusa jest duza
i wydaje sie zupetnie umotywowana. Tu zaczyna si¢ wspom-
niane na sir, 9-tej mego, wstepu do popularnego zarysu logiki
teoretycznej, pod nagtowkiem ,szczebiotanie“, rozsadzajace
mézg myslenie. Po kilku godzinach wytezonej pracy mys$lo-
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wej, wyczuwam w okolicach mézdzku zmeczenie, obja-
wiajgce sie wrecz bdlem fizycznym. Trzeba przerwa¢ mysle-
nie, aby unikngé katastrofy. Na to jednak trzeba sporo czasu,
zanim codzienna, potoczna, spokojna i ptytka mysl owtadnie
rozhustane partie mézgu.

Tu bytby potrzebny i przydatny moze systematycznie!
prowadzony trening.

Zestawienie wymogu zasady wytgczonej sprzecznosci
z wymogami matrycowemi, wskazuje, ze zasada wytgczonej
sprzecznoéci pokrywa logike bez. reszty pomimo, Ze =zesta-
wienia odnoszg sie do dwoch réznych rzeczy. Zasada wyta-
czonej sprzecznosci nie jest bowiem natury logicznej lecz
praktycznej, za$ matryce i zdania sprzeczne a, Na posia-
dadg charakter wytgcznfe logiczny. Uszczuplenie Zzakresu
matryc tylko do dwdéch miejsc &, a3 obsadzonych wartoscia-
mi potgczenia matrycowego dla dwdéch zdan sprzecznych wy-
raznie zaznacza fakt, ze zasada wytaczonej sprzecznosci po-
krywa catg logike.
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W sprawie zasady wykluczonego (lub wytaczonego)
Srodka.

Zasada wylaczonego sSrodka. (Principle oi excluded
middle).

»Z dwoch zdan sprzecznych ¢, Na jedno musi byé praw-
dziwe*.

Miedzy obu wartosciami ,0“, ,1“ zdania ,a“ nie ma
innych wartosci w dwu-warto$ciowej logice. Obu warto-
Sciami 0, 1 jest zakres wartosci dwuwartosciowej logiki' wy-
czerpany.

Miedzy wartosciami ,0“, ,NO“ obu zdah sprzecznych ,a“,
,Na“ nie ma innej wartosci, nie tylko w logice dwuwartoscio-
wej w ktérej ,NO = 1%, ale w kazdej logice o dowolnej ilosci
wartosci. Posrednie jakies wartosci pomiedzy wartosciami
,0“ ,NO“ sg wykluczone.

Obie wartosci ,0“, ,NO* wyczerpujg caty zakres nie tylko
wartosci zdan ,a“, ,Na“, ale wogodle wszystkiego, jezeli juz
tak ktos chce.

Kontradyktoryczne ,N“ znaczy nie tylko kazdg inng war-
tos¢ zdania, ale wszystko co istnieje poza owg inng wartoscig
zdania. Obu wartosciami ,0“, ,NQ" jest zakres wszystkiego co
o zdaniach sprzecznych mozemy pomysleé, jakotez tego co
zdaniami temi mozemy wyrazi¢ wyczerpany, czego$ posred-
niego pomysle¢ sobie nie mozemy.

Podobnie sprawa sie przedstawia z kazdg inng wartosciag
dwoéch zdan sprzecznych a wiec np.

a, Na
1, N1 Miedzy wartosciami ,1“, ,N1“ obu zdan sprzecz-

nych ,a“, ,Na“, caty zakres wszystkiego co o zdaniach

74



sprzecznych mozemy powiedzie¢, jakotez tego co zdaniami
sprzecznemi mozemy wyrazi¢ jest zupetnie wyczerpane, nie
tylko w logice dwuwartosciowej w ktérej ,N1=0, ale w kazdej
logice o dowolnej ilosci wartosci.

Jezeli staniemy na stanowisku, Zze jedno z dwodch zdan
sprzecznych ,a“, ,Na“ musi by¢ prawdziwe, to jezeli Zzadne
nie jest prawdziwe, to sprzeciwia sie to wymogowi powyz-
szemu weditug ktoérego jedno musi by¢é prawdziwe.

Praktyczne warto$ci dwoch zdan sprzecznych:

1) 0,0 nie sprzeciwia sie zasadzie wytgczonej sprzecznosci,
wedtug ktérej dwa zdania sprzeczne nie mogag byc¢
oba zarazem prawdziwe.

2) 0,0 sprzeciwia sie zasadzie wytgczonego $rodka wedtug
ktérej jedno z dwoéch zdan sprzecznych musi by¢
prawdziwe.

3) 1,1 sprzeciwia sie zasadzie wytgczonej sprzecznosci wedtug
ktérej dwa zdania sprzeczne nie mogg byé oba za-
razem prawdziwe.

4) 11 nie sprzeciwia sie zasadzie wytgczonego s$rodka we-
diug ktérej jedno z dwdch zdan sprzecznych musi byé
prawdziwe.

Jezeli konjunkcja jest nie prawdg i zachodzi alternatywa, to
prawda jest, ze istnieje sprzeczno$é.

Na Na
K 0 1 A 0 1
0 0 0 1
a
0o 1
. \%

jezeli Kalh —0 i AaR = 1, to zachodzi sprzecznosc.
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Rozdziat 6smy.

LEKCJA lll-cia.

Tres¢: Wiersz 'dowodowy. Drugi wywéd sformalizowany.
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Intuicyjne objasnienie tezy C(a< a) N(a<a). Zdania
sprzeczne. Przykiad. Nie mozna wyrazi¢ zasady wy-
tgczonej sprzecznosci przez zasade wytgczonego Srodka.
Luzne uwagi odnosnie sylogistyki i studjum zawodow
praktycznych.



Rozdziat 6smy.
LEKCJA IH-cia.
Uzupetnienia do lekcji 11-giej:

Wiersz dowodowy dla twierdzenia czwartego:

3*Cl— 4
mowi mi, ze jezeli 1, to moge oderwaé od twierdzenia 3 na-
stepnik 4 jako nowe udowodnione twierdzenie.

W wierszu dowodowem mamy dwa zdania osobne od-
dzielone znakiem przestankowym, ktérych tgczy¢ nie mozna.
. — ' o0znacza, ze mam prawo oderwac 4

Przejdziemy teraz do drugiego podobnego wywodu,
ktéory tym roézni sie od poprzedniego, ze wsrdod przestanek
wystepuje takze twierdzenie logiczne.

Przedtem mieliSmy twierdzenia arytmetyczne o liczbach jako
przestanki a teraz bedziemy mieli précz twierdzenia arytme-
tycznego jedno twierdzenie logiczne, ktore potrzebne bedzie
jako twierdzenie pomocnicze do wywodu.

1 przestanka: C(a<b) N(b<a).

Z tej jednej przestanki arytmetycznej mamy wyprowa-
dzi¢ wniosek: N(a<a).

.1bla' 2
2 C(a< a) N(a< a).

Tu dodajemy teze logiczng, ktdérg postaramy sie. chociaz-
by intuicyjnie objasnic.

W twierdzeniu 2 wystepujg dwa zdania sprzeczne.
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Zdan sprzecznych ksztattu i ,Na“ dotyczg dwie
saisady.

Zasada wytgczonej sprzecznosci, ktéra orzeka, ze dwa
zdania sprzeczne nie sg razem (naraz) prawdziwe i zasada
wytgczonego srodka, ktéra orzeka, ze dwa zdania sprzeczne
nie sg razem (naraz) fatszywe.

Przyktad:
Stonce $wieci. Nieprawda, ze stofnce $wieci.

PowyZzsze dwa zdania sprzeczne, naraz prawdziwe nie
s3. Dodaé okreslony czas i miejsce (spoirzedne czasowe
i przestrzenne).

Stonce tu teraz Swieci. Nieprawda, ze stonce tu teraz swieci.
Wypetnijmy ,tu”, ,teraz“ przez wyczerpujace podanie tych

znaczen i tak: ,tu = ,Warszawa, Brzozowa 12 m. 17,
geraz® = 6 VII. 1942 godz. 18.05.

Stonce Warszawa Brzozowa 12. m. 17. 6. VII. 1942, 18.05 swieci.
Nieprawda, ze stohce Warszawa, Brzozowa 12, m. 17. 6. VII.
1942, 18.05 Swieci.

Sa to dwa zdania sprzeczne a, Na.

Nie moge utrzymywac¢, ze ,a“ i ,Na“ sg prawdziwe,

ze K«Na = 1.

Nie moge utrzymywaé, ze ,a“ jest prawdziwe i ,Na“ jest
prawdziwe. (Byloby to wbrew zasadzie wytaczonej sprzecz-
nosci).

Rowniez nie moga utrzymywac, ze ,a“ jest fatszywe i ,Na“
jest fatszywe. (Bytoby to wbrew zasadzie wylgczonego
srodka).

Bytaby sprzecznos¢ gdyby ,a“ byto prawdziwe i ,Na*
byto prawdziwe.

Jezeli ktos$ twierdzi, ze co$ jest biate, a kto$ inny powia-
da, ze to co$ nie jest biate, to jeden z nich méwi prawde, bo
niczego trzeciego (posredniego) nie ma.
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Nie moge wyrazi¢ zasady wytgczonej sprzecznosci przez
zasade wytgczonego Srodka t naodwrét t. j. nie moge uwazaé
za wypowiedz zasady wytaczonej sprzecznoéci zdania, ze
,«“ jest fatszywe i ,Na“ jest fatszywe), bo zdanie to nie
przeczy zasadzie wtgczonej sprzecznosci

Przyktad:

Zasada wytgczonej sprzecznoSci:

Nieprawda, ze ,Lwow lezy nad Wistg“ i

,LWOw nie lezy nad Wistg"“.

Zasada wytgczonego Srodka:

Prawda, ze ,Lwow lezy nad Wistg“ tub

Lwow nie lezy nad Wistg“.

Ze dwa zdania sprzeczne nie mogg byé oba prawdziwe,
to glosi zasada wytgczonej sprzecznosci a, ze jedno z nich
musi by¢ prawdziwie, to gtosi zasada wytgczonego $rodka.

Mogiby kto$s powiedzie¢, ze oba zdania sprzeczne sg
prawdziwe, to nie przeczy zasadzie witgczonego $rodka, bo
jezeli oba sg prawdziwe, to jedno z nich musi byé prawdziwe,
ale to sprzeciwia sie zasadzie wylgczonej sprzecznosci.

Gdyby kto$s powiedziat, ze Zzadne ze zdan sprzecz-
nych nie jest prawdziwe, to takie powiedzenie bytoby zgodne
z zasadg wytgczonej sprzecznosci, ale sprzeciwiatoby sie za-
sadzie wytgczonego srodka, bo jedno musi by¢é prawdziwe.

Przechodzimy do twierdzenia:
2 C(a< a) N(a< a).

Coby byto gdybysmy przyjeli za prawde, ze (a<a)?
Wtedy na mocy reguty odrywania musielibyS§my uznaé zdanie
N(a< a) i wtedy bytyby uznane dwa zdania sprzeczne a mia-
nowicie ,(a< a)“ i ,N(a<a)"“.

Otéz dwa zdania sprzeczne nie mogg by¢é zarazem praw-
dziwe zgodnie z zasadg wytaczonej sprzecznosci. Skutkiem
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tego ,(a < a)“ nie moze by¢ prawdziwe a wiec musi by¢
fatszywe, bo kazde zdanie jest prawdziwe adllibo fatszywe;
tu jest co$ innego anizeli zasada wytgczonego $rodka, bo tu
nie chodzi o zdania sprzeczne, tylko o kazde zdanie z osobna.
Kazde bowiem zdanie z osobna jest prawdziwe albo
falszywe, to znaczy, ze zdanie (a < a) jest zdaniem faiszy-
wem a zatem zgodnie z zasadg wytgczonego $rodka, wedtug
ktérej jedno ze zdan sprzecznych musi by¢ prawdziwe, za-
przeczenie jego.N(a < a) nie moze by¢ fatszywe czyli musi
byé prawdziwe.

Z tego intuicyjnego wywodu okazuje sie, ze o ile praw-
dziwa jest implikacja ksztattu C«Na, to prawdziwe jest
zdanie Na.

Na
C 0 1 f
0 1 1
1 0 1

Jeszcze chodzi o sformutowanie powyzszej tezy logicznej,
ktéra napiszemy, przechodzgc od zdan do zmiennych zdanio-
wych, jak nastepuje:

Jezeli CpNp, to Np.

Zastagpmy w tym okresie warunkowych ,jezeli..., to“ przez
,C“.a otrzymamy implikacje ksztaitu
CCpNpNp,

przyczem ,p“ oznaczajgc zmienng zdaniowg oznacza dowolne
zdanie.

Implikacje te czytamy jak nastepuje:
Jezeli (jezeli p, to nie p), to nie p.

Przebieg wywodu sformalizowanego przy pomocy ktore-
go udowodni¢ mamy twierdzenie N (a<a) bedzie nastepujacy:
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1 C(a<b)N(b<a)
.2 CCpNpNp
1bla*3

3 C(a<a) N(@a< a)

2plla<a)*4

4 CC(a<a) Na<a) Nacx<a

4*C3—5

5 N(a< a)

Doprowadzilismy tutaj pierwszg przestanke, przy pomocy
wprowadzonego prawa logicznego -CCpNpNp do formy okresu
warunkowego, posiadajgcego uznany poprzednik, nastepnik
wiec mozemy oderwac.

1 jest przestankg arytmetyczng.

2 jest przestanka logiczng, jest to prawo z logiki zdan.

Tak jak 1 jest prawem dotyczgcem w arytmetyce wszel-
kich liczb, tak 2 jest prawem dotyczgcem w logice wszelkich
zdan.

5 jest twierdzeniem aryfcmetycznem, ktére dowodzimy.
Tu z pewnych zdan uznanych za prawdziwe dochodzimy do
innych zdan, ktére musimy uznaé¢ za prawdziwe.

Luzne uwagi poza lekcjg IH-cig.

Sylogistyka, to tyle co teorja sylogizmu Arystoteleso-
wego, przyczem teorja to tyle co system — catoksztatt. (Nie
tylko logika nazw, ale i logika zdan).

Chcac studiowa¢ zawody praktyczne przy nalezytem
opanowaniu podstaw, nalezatoby studiujgcemu daé moznos$é
gruntownego zaznajomienia sie, w ponizej podanym porzadku,
z nastepujgcemi przedmiotami:
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1.) Logika zdah (rachunek zdanh).

2.) Rachunek predykatow t. j. taki pewien sposdb przedsta-
wienia logiki nazw; fgcznie zawieratby rachunek relacji
czyli logike stosunkéw.

3.) Teoria mnogosci.

4.) Arytmetyka.

5.) Geometria.

6.) Mechanika teoretyczna.

7.) Fizyka teoretyczna.

8.) Mechanika techniczna.

9.) Teoria maszyn np. cieplnych.

10.) Elementy maszyn.

11.) Budowa maszyn np. cieplnych.

Podstawy wymienionych przedmiotow nalezatoby zebrac
w grubej ksigzce, ktora mogtaby by¢ wstepem do glebszego
studjum poszczegdlnych jej dziatow.

Matematyka jako podbudowa technicznych przedmiotow
zawodowych nie opartg na logice zdan, rachunku predykatow
i teorji mnogosci nie moze byé ostrym narzedziem przy opra-
cowywaniu materiatu mechaniki i fizyki teoretycznej, bez
ktorych nie ma mowy o rozumnym traktowaniu dziedziny
przedmiotow praktycznych.

Taki podrecznik czeka autora.
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Rozdziat dziewigty
LEKCJA IV-ta.

Tre$¢: Analiza wzoru CCpNpNp. Logika zdan jako
podstawowy system logiczny. Metoda zerojedynkowa
sprawdzania prawdziwosci praw logiki zdah. Prawo
dwuwarto$ciowosci. Matryca negacji. Matryca dla im-
plikacji. Sprawdzanie tezy CCpNpNp. Stopnie mozli-
wosci bytu. Budowa pierwszego aksjomatu CCpqCCqrCpr
i sens drugiego aksjomatu CCNppp. Budowa i sens
trzeciego aksjomatu CpCNpqg. Regufa podstawiania.
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Rozdziat dziewiagty
LEKCJA [V-ta.

Poznany w poprzedniej lekcji wzér CCpNpNp analizu-
jemy, to znaczy, aby méc sprawdzi¢ jego wartos¢ zastano-
v.imy sie co do czego nalezy.

Zaczynamy w tym wypadku od najprostszych czesci
sktadowych tego wzoru i szukamy co do czego nalezy i tak
wiemy, ze ,N“ jest funktorem od jednego argumentu zdanio-
wego a za tem do ,N“ nalezy zdanie bezposrednio po nim na-
stepujgce i tworzgce wraz z nim negacje a wiec nowe zdanie.

Obwiedzmy ramkami to, co nalezy traktowa¢ jako jedno
zdanie.

C C p Np Np

C C p INpi Np

C C p Np Np ,bo ,C*“ jest funktorem

stosunku dwuczionowego od dwdéch argumentéw zdaniowych.
Podstawmy: p/(a < a) to otrzymamy
C C(a < a) N(@a< a) N(a < a)

Poprzednik Nastepnik
Poprzednik jest rownoksztaltny z naszem poprzednio uzna-
nem twierdzeniem.
Odrywajac, w mysl reguty odrywania, nastepnik
,N(a < a)* udowadniamy, to co byto do udowodnienia t. j.
LN(a < a)“.
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Powyzej zanalizowaliSmy dwa proste przyktady dowo-
dow dedukcyjnych i poznaliSmy z jednej strony reguty pi-
stepowania, ktére pozwalajg nam przeksztatca¢ jedne wyra-
zenia w drugie wyrazenia oraz poznaliSmy jedno prawo lo-
giczne nalezace do /logiki zdan, ktéra jest podstawowym
systemem logicznym'.

Tym systemem logicznym teraz.sie zajmiemy.

Do zadania tego mozemy podej$¢, albo zaczynajgc od 1.)
albo od 2.) albo od 3.):

1.) Trzeba pozna¢ z kilkadziesigt twierdzeh z logiki zdan.,
ktére sg najwazniejszemi prawami rozumowania np.

CCpNpNp

NKpNp

ApNp itd.

Bytaby to droga najbardziej intuicyjna.

2.) Te prawa mozna z aksjomatyzowa¢, to znaczy wy-
wie$é¢ je mozna wszystkie z matej liczby aksjomatéw (1, 2, 3,
4 i wiecej moze by¢ aksjomatéw) przy pomocy reguty podsta-
wiania i odrywania. (Przyktad poézniej).

3.) Prawa te mozna niezaleznie od jakiejkolwiek aks.i &
matyki sprawdzaé metodg zerojedynkowg, postugujac sie
matrycami funktoréw.

Zacznijmy od 3. (mechanicznie).

Metoda sprawdzmtia =zerojedynkowego opiera sile na
tym, ze prawdziwo$¢ praw logiki zdan nie zalezy od tresci
zdan, tylko zalezy od ich wartosci logicznych, to znaczy od
ich prawdy i fatszu.

Prawo dwuwarto$ciowosci orzeka, ze kazde zdanie przy-
biera tylko jedng z dwéch wartosci logicznych t. j. prawde lun
falsz. Jest to co$ innego niz zasada wytgczonego $rodka,
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ktéra dotyczy zdan sprzecznych, my tu nie méwimy o zdaniach
typéw ,p“ i ,Np“ a wiec o zdaniach sprzecznych lecz wypo-
wiadamy tu my$|l odnoszacg sie do kazdego jednego zdania
a mianowicie te mysl, ze owo zdanie moze by¢ prawdziwe lub
fatszywe.

Prawde oznaczamy przez 1, fatsz przez 0.

Matryce negacji otrzymamy, jezeli bedziemy wiedzie¢
czemu sie réwna ,NO“ i ,N1“, to znaczy jakg wartos¢ logiczng
ma zaprzeczenie fatszu a jakg zaprzeczenie prawdy.

Piszemy symboliczne réwnosci.

NO=1

N1=0
Jest to matryca dla negagciji t. j. dla ,N“. Zaprzeczenie fatszu
jest prawda, zaprzeczenie prawdy jest fatszem.

Matryca dla implikacji t. j. dla okresu warunkowego.

Tu musimy rozpatrzeé¢ 4-ry przypadki, bo ,C* jest funk-
torem zdaniotwérczym od 2-ch argumentow.

coo
cCo1
cC10 =
c11=1
Przypisujemy wartosci logiczne kazdej kombinacji, przyjmu-
jac je na razie na wiare (nie intuicyjnie).
Uktadamy wspdlng matryce dla ,C“ i ,N“ jak nastepuje:

I}
O A A

pierwszy argument,
drugi argument.

o T
Inn
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Teraz juz mozemy przystapi¢ do sprawdzania tezy
~,CCpNpNp*“ i jakiejkolwiek innej, ktéra zawiera funktory ,C*
i N

Ta teza bedzie prawdziwa wtedy i tylko wtedy gdy prze-
chodzi na mocy matrycy w ,1“ przy wszelkich podstawie-
niach zer i jedynek za wystepujgce w niej zmienne zdaniowe.

W powyzszej tezie wystepuje tylko jedna zmienna zda-
niowa ,p“, wiec mamy tylko dwa przypadki do sprawdzenia
a mianowicie dla ,p = 0“ i dla ,p = 1°.
p= 0, CCONONO = CC011=CH —1
p=1, CCIN1IN1= CC100=C00=1

Powiemy wiec, ze twierdzenie ,CCpNpNp“ jest spra-
wdzone t. z. jest prawdg dla ,p=0“ i dla ,p= T, a wiec jest
wogole prawda, to znaczy jest prawdg dla kazdego zdania
typu p.

Uwaga: Stopnie mozliwosci bytu mogtyby byc¢ jakimis
wartosciami logicznemi réznemi od prawdy i fatszu, albo
moglibySmy moéwi¢ o réznych rodzajach prawdy i falszu.
Moze by¢ ewentualnie prawda mocniejsza lub stabsza i t. p.

Zobaczmy z koleji jaka jest budowa pierwszego aksjo-
matu.

Napiszmy go:
CCpqCCqrCpr, teraz zobaczmy co nalezy do kazdego ,C*.

1
C Cpq C Cqgr Cpr

poprzednik nastepnik

Jezeli 1, to jezeli 2, to 3.

Z czego sie sklada nastepnik?

Jak widzimy, poprzednik jest prostym okresem warun-
kowym a nastepnik jest ztozonym okresem warunkowym.



Jezeli w prawdziwym okresie warunkowym poprzednik
jest prawdziwy, to nastepnik takze jest prawdziwy.

Zatézmy, ze prawdziwym jest okres warunkowy
,CCpqCCqrCpr i, ze prawdziwym jest poprzednik tego
okresu warunkowego ,Cpq“, to wedlug matrycy dla ,C*“ pra-
wdziwym bedzie jego nastepnik

,CCqr Cpr®.
Zatézmy powtore, ze w ostatnim okresie warunkowym

C Qr Cpr
poprzednik nastepnik
prawdziwy jest poprzednik ,Cqr““, to wtedy musi by¢ we-
diug matrycy dla ,C“ prawdziwy nastepnik ,Cpr®.

Jezeli jest prawdziwy okres warunkowy ,Cpq“, to jezeli
jeszcze nadto jest prawdziwy okres warunkowy ,Cqr“, to
prawdziwy bedzie okres warunkowy ,Cpr“.

To jest sens twierdzenia ,CCpqCCqrCpr®.

Jest to prawo sylogizmu warunkowego czyli prawo sy-
logizmu z logiki zdan.

Zobaczmy jaka jest budowa i jaki jest sens drugiego
aksjomatu t. j.

ccC N p p p
cC Np p p

C Np p
C Np p
poprzednik nastepnik

Poprzednikiem jest tutaj zdanie ,jezeli nie p, to p“; to zda-
nie skfada sie z dwéch zdan sprzecznych.
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Jezeli prawdziwem jest to zdanie ,CNpp“, to nie moze
by¢ prawdziwe zdanie ,Np“, bo wtedy bytoby takze i ,p“
prawdziwe i powstataby sprzeczno$é.

Jesdli zatem prawdziwe jest ,CNpp“, to musi byé pra-
wdziwe ,p“.

| to jest sens tego drugiego aksjomatu ,CCNppp“.

Zajmijmy sie trzecim aksjomatem.

CpCNpq
C C Np

A jaki sens ma to zdanie?

, Zatézmy, ze bytoby prawdziwe zdanie ,p“, to wtedy
moglibySmy na podstawie tego aksjomatu wyprowadzi¢ zda-
nie ,CNpq“, gdyby nadto ,Np“ bylo takze prawdziwe, to
bytoby prawdziwe zdanie ,,q"“.

,q“ oznacza dowolne zdanie.

Sens tego twierdzenia jest taki, ze gdyby byty prawdzi-
we ,p“ i ,Np“ t. j. dwa zdania sprzeczne, to bytoby pra-
wdziwe dowolne zdanie ,q“.

Regufa podstawiania polega na tern, ze za zmienne ,p*,
»,q%, »r* wolno nam podstawi¢ wyrazenia zdaniowe, to zna-
czy badz inne zmienne np. za ,p“ ,q“ badz negacje np. ,Np*“,
badz okresy warunkowe np. ,Cipq“, byle to zdania byty.

Przy pomocy powyzszych trzech aksjomatéw i dwdch

regut podstawiania i odrywania mozemy wyprowadzi¢ wszy-
stkie tezy logiki zdan.
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Rozdziat dziesigty.
9. VII. 42. wieczbér.
Zapytania na lekcje piata.

~Wtedy i tylko wtedy, gdy“ co to znaczy?

Co znaczy, ze prawdziwo$¢ praw logiki zdan zalezy od
prawdy i fatszu zdan a nie zalezy od ich tresci?

Moze by mozna powiedzie¢, ze prawdziwosé zdan zale-
zy od ich prawdy lub fatszu t. j. od ich wartosci logicznej
a nie zalezy od ich tresci, albo moze lepiej: Prawdziwos¢
tez, logiki zdahn zalezy od ich wartosci logicznej a nie zalezy
od ich tresci.

10. VII. 42. rano.

Np. ,Stonce Swieci“, to nie jest zdanie logiczne w powyz-
szem znaczeniu, (pewnie ze nie, bo nie jest tezg z logiki zdan
w znaczeniu zdania nalezgcego do logiki). Jest to zdanie gra-
matyczne. Symbolem tego zdania moze by¢ np. litera ,a“.
Literg ,p“ bedziemy oznaczali tylko te zdania, ktérych war-
tos¢ zalezy od ich wartosci logicznej.

Mozna moéwi¢ o prawdziwo$ci tre$ci zdania, ale jest to
prawdziwo$¢ innego rodzaju anizeli prawdziwo$¢, czyli pra-
wda logiczna.

Np. ,CCpNpNp“ jest to prawdziwe zdanie logiczne bez
tredci. Prawdziwo$¢ logiczna tego wyrazenia logicznego za-
lezy od wartosci logicznej zdania logicznego ,p“.
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W naszym przyktadzie, poniewaz dla kazdej wartosci
zdania logicznego ,p“ t. j. dla obu jego wartosci ,0“ lub ,1%,
wartos¢ logiczna wyrazenia ,CCpNpNp“ = 1, wiec wyrazenie
to, jak kazde w logice, spetniajace ten warunek, nazywamy
tezg logiczng.

Jezeli stonce Swieci i ja wyrazam ten stan rzeczy wyra-
zeniem ,stohce Swieci“, to to wyrazenie wyraza prawde.
Prawda ta jest stwierdzeniem wyrazeniowem, przy pomocy
zdania gramatycznego pewnego ,faktycznego® stanu rzeczy.

Nie ma tu, w tym akcie, logika nic do powiedzenia. Je-
zeli ,stonce swieci“, to ,jutro jest pigtek®, jest to zdanie lo-
giczne, skfada sig¢ ono z dwoch wyrazehn zdaniowych:

Stonce Swieci = a,

jutro jest piatek = B
potgczonych okresem warunkowym ,C*“ symbolicznie

p = Cod.

Czy zdanie ,Cod* jest zdaniem prawdziwem t. j. logi-
cznie prawdziwem?

Poniewaz ani ani B nie sg zdaniami logicznemi a
dopiero ich pewne potgczenie daje zdanie logiczne, — to jak
przy pomocy metody zerojedynkowej przekona¢ sie o pra-
wdziwos$ci czy fatszywosci tego zdania?

Czy moze dlatego, ze zdanie to nie jest prawem logiki,
metoda powyzsza do niego nie moze by¢ stosowana?

Skad wzigs¢ i jak ustali¢ kryterium prawdziwosci zdania
logicznego?

Raz chcemy zdanie ,05/ stonce swieci“ uwazaé za zdanie
logicznie prawdziwe, jezeli je wypowiadamy wtedy gdy ston-
ce $wieci, — innym razem powiadamy, ze prawdziwos¢ zda-
ni3 ,a“ zalezy od jego wartosci logicznej t. j. od'jego prawdy
lub fatszu ta za$ nie zalezy od tresci zdania, przyczem nie
rozumiem cobym mogt uwazaé, lub coby nalezalo nazywac
trescig zdania?
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Zdanie ,stonce swieci“, jezeli je wypowiadamy wtedy
gdy stonce Swieci jest wyrazeniem odnoszonego (teraz) wra-
zenia, — jezeli je wypowiadamy wtedy gdy stohce nie Swieci,
to moze by¢ wyrazeniem powstajgcego pamieciowego stanu
i bedzie to pewien fatsz, ale nie falsz o charakterze logicznym.
PowyZsze wyrazenia przy pomocy wyrazan jak wyzej mogg
mie¢ z logikg o tyle tylko co$ wspdlnego, o ile ich pewne po-
taczenia mogg by¢ zdaniami logicznemi takiego czy innego
ksztattu. Ktoére z tych zdan moznaby poddaé sprawdzeniu lo-
gicznemu pmzy pomocy metody zerojedynkowej?

Zdaje mi sie, ze zdanie logiczne C«B nie nadaje sie do
badania przy pomocy wspomnianej metody; co nalezatoby
zrobi¢, poza ewentualnie intuicyjnem podejsciem, aby mecha-
nicznie zbada¢ zdanie to na jego prawde lub fatsz? Wyra-
zenia zdaniowe mogg by¢ i sg po wiekszej czesci elementami
zdan logicznych. Wyrazanie zdaniowe czy nie zdaniowe
moze byc¢ tylko prawdziwe, — o fatszu tu nie mozna moéwiq.
W pierwszem wypadku gdy wyrazam, ze ,stonce swieci®
wtedy gdy ono swieci, mowie prawde odnoszgcag sie do zwig-
zku taczacego to co spostrzegam z wyrazaniem tego co
spostrzegam; w wypadku drugim, gdy wyrazam, ze ,stonhce
Swieci“ wtedy gdy ono nie $wieci, méwie prawde odnoszgca
sie do zwigzku tgczgcego wyobrazenie tego co bylo spotrze-
gane z wyrazaniem tego co byto spostrzegane. W pierwszym
wypadku znakiem prawdy nie logicznej niech bedzie znak ,on“,
sporawda Nr. 1, w drugim wypadku znak ,«2“.

W obu wypadkach mamy zwigzek migdzy czems$ istnie-
jacym a wyrazaniem owego czegos, — tylko w pierwszym
wypadku wyrazamy wyrazeniem ,«t‘ wrazanie, w drugim
wypadku wyrazamy wyrazeniem ,«2“ wyobrazanie.

W obu wypadkach mamy do czynienia z ontologiczng pra-
wdg, jednak w zadnym z nich nie mamy do czynienia z pra-
wda logiczna.
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W kazdym razie stosunek miedzy ,sa“ i ,sa“ jest stosun-
kiem ,C“ w jednym z czterech mozliwych wypadkéw a mia-
nowicie w tym wypadku w ktéorym stosunek ,C*“ jest zgodny
ze stosunkiem ktéremu podlega przyczyna i skutek. Jest to
stosunek, ktéry wyrazamy okresem warunkowym cechujg-
cym réwniez pewne nastepstwo (porzadek tu takze 'sie wpla-
ta) a nie implikacje pozbawiong wspomnianego nastepstwa —
tak mi sie przynajmniej wydaje.
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Rozdziat jedynasty.

LEKCJA V.

Tre$é: Tezy, aksjomaty, twierdzenia. Zdanie logiczne t. j.
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wyrazenie nalezgce do logiki. Sprawdzanie tez logicz-
nych metodg zerojedynkowg. Logika nie robi rdéznicy
miedzy prawdziwoscig zdan elementarnych a prawdziwo-
Scig zdan funktorowych. Realny uktad aksjomatéw. 0-
czywisto$¢é. Terminy pierwotne. Przykiad sprawdzenia
aksjomatu trzeciego przy pomocy metody zerojedyn-
kowej.



Rozdziat jedynasty.
LEKCJA V-ta.

Tezy t. j. zdania logiczne prawdziwe dzielimy na aksjo-
maty t. j. zdania logiczne.przyjete za prawdziwe bez dowodu
i na twierdzenia t. j. zdania logiczne, ktérych prawdziwos¢
trzeba udowodnic.

Teza, aksjomat, twierdzenie, sg to zdania logiki zdan t. j.
zdania rachunku zdan albo sg to wyrazenia zdaniowe nale-
zgce do logiki zdan.

Zdanie logiczne nie posiada ani podmiotu ani orzeczenia.

Za zmienne zdaniowe mozna tylko zdania podstawiac.

Prawdziwos$c¢ tez z logiki zdan nie zalezy od tresci tych
argumentéw zdaniowych, ktére wystepujg w tych tezach, tyl-
ko zalezy od ich wartosci logicznej.

.Stonce s$wieci“ jako zdanie nie nalezy do logiki, ale
mozna do niego stosowac logike. Charakterystykg zdan na-
lezagcych do logiki zdan t. j. do rachunku zdan, jest to, ze
w zdaniach tych wystepujg zmienne zdaniowe ,p“, ,q“, ,r“,
i t. d. i funktory zdaniotwércze od argumentéw zdaniowych
jak ,C* ,N*, ,K“, A", i t. p, to znaczy, ze za zmienng
,p“ i t. d mozemy podstawia¢ tylko zdania posiadajgce war-
tosci logiczne. Za ,p“ mozna podstawi¢ kazde zdanie posia-
dajgce wartos¢ logiczng a wiec i ,stonce swieci“, bo posiada
ono warto$¢ logiczng, moze ono bowiem by¢ fatszem 0 lub
prawdg 1, a wiec prawdg jest, ze zdanie ,stohce Swieci“ moze
byé za ,p“ podstawione.
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Zdania logiczne t. j. zdania nalezgce do logiki zdan albo
lepiej, wyrazenia nalezace do logiki zdan skfadajg sie ze
zmiennych zdaniowych i z funktoréw zdaniotwdrczych. Te i
tylko te chcemy i mozemy sprawdzi¢ metodg zerojedynko-
wg. Mozemy stosowaé zmienne ,p“, ,q“, ,r“ do zdan takich
jednostkowych jak np. ,stornice Swieci, w jaki jednak sposob
sprawdzamy prawdziwos$é takich zdan, to juz nie nalezy do
logiki Mozemy w logice zdan sprawdzi¢ metodg zerojedyn-
kowag wyrazenia, w ktérych obok zmiennych ,p“, ,q“, ,r*,
wystepujg funktory jak ,N“ lub ,C“, bo definiujemy te fun-
ktory w ten sposéb, iz utworzone przy ich pomocy funkcje
zalezg wytagcznie od wartosci logicznej swych argumentéw, to

“

znaczy tych liter ,p“, ,q“, ,r“.

Prawdziwos$¢ jakiejs tezy logicznej utworzonej, z funk-
torbw i zmiennych np. ,Cpp“ mozemy sprawdzi¢ metodg
zerojedynkowa.
Dla pjj 0, Cpp
Dla p = 1 Cpp

Ccoo= 1
Cli—T

Sg to w tym wypadku wszystkie mozliwe podstawienia. Jezeli
,LCpp“ jest wyrazeniem logiki zdan i dla kazdych wartosci
,p“ wyrazenie ,Cpp“ przechodzi w 1, to znaczy jest prawda,
to ,Cpp“ jest. tezg logiki zdan, ale prawdziwo$¢ ta ma inny
charakter anizeli prawdziwos$¢ zdania ,stonce swieci“.' Nie
mozemy tej prawdziwosci poréwnac¢ tak z rzeczywistoscig
jak .to jest mozliwe, w wypadku ,stohceswieci® lub ,deszcz
pada“. Te ostatnie dwa zdania majgpodmiot iorzeczenie,

podmioty tych zdan desygnujg jakie$ przedmioty istniejgce,
ktérych wiasnosci mozemy spotrzec i wobec tego zdania, ktére
tym podmiotom przypisujg pewne witasnos$ci mozemy poréwnac
z tym co spostrzegamy, natomiast zdanie ,Cpp" a nawet jego
podstawienie ,jezeli deszcz pada, to deszcz pada“ nie ma ani
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podmiotu ani orzeczenia a wiec nic o niczem w tym zdaniu nie
orzekamy.

To jednak jest juz filozofja!!

Wprawdzie pytania sg bliskie poruszonym zagadnieniom
w logice, jednak do niej nie nalezg.

Logika nie robi réznicy miedzy prawdziwoscig zdanh
elementarnych t. j. takich zdan, ktére majg jednostkowy pod-
miot, t. j. posiadajg realny desygnat a prawdziwoscig zdan
funktorowych t. j. takich w ktérych wystepuja funktory a ktore
nie majg ani podmiotu ani orzeczenia.

Przy omawianiu systemu logicznego zaczeliSmy od
punktu 3.), przejdziemy teraz do punktu 2.) t. j. do aksjo-
matyKki.

Poznamy realny ukfad aksjomatéw. Bedzie to ukfad
trzech aksjomatdéw przyczem przez aksjomat rozumiemy teze,
ktérg przyjmujemy w systemie bez dowodu. Zwykle zada sie,
by aksjomat byt oczywisty — dzi$ tego sie nie zada a to
dlatego, ze sama oczywisto$¢ stracita duzo na znaczeniu
a w wyborze aksjomatéw kierujemy sie wiecej wzgledami
natury praktycznej anizeli ich oczywistoscig.

Oto trzy aksjomaty.

1 CCpqgCCqrCpr
2 CCNppp
3 CpCNpq

Jest to aksjomatyka oparta na terminach pierwotnych
,C“, ,N“ to znaczy na terminach nie zdefiniowanych,

Do systemu nalezg dwie reguty wnioskowania t. j. regufa
podstawiania i regufa odrywania.

Do systemu mozna dotgczy¢ definicje: Konjunkcji ,K*,
alternatywy ,A“, ekwiwalenc;ji JE“.

Powstaje zadanie: Zapozna¢ sie z tymi aksjomatami, to
znaczy dowiedzie¢ sie co one znacza.
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Prawdziwos¢ icli mozemy stwierdzi¢ metodg zero-
jedynkowg. Kazdy 2z czytelnikéw powinien samodzielnie
sprawdzenie to wykona¢ i przekonac' sie o tem, ze kazdy

z aksjomatow posiada warto$¢ = 1 niezaleznie od wartosci
p“ i ,q9% to znaczy, ze, dla kazdej wartosci ,p“ i ,q°
aksjomaty posiadajg wartos¢ = 1 i tak:

Aksjomat trzeci CpCNpq
Dlap=04q9g=20

COCNOO = CO0C10 = C00 = 1
Dlap—0qg=1

COCNO1 = COCKh = COl = T
Dlap=1q9=20

C1CN10 = C1C00 = Cli = 1
Dlap=1qg=1

C1CN11 = C1C01 ='Cli - 1

Dodatkowe uwagi jakie moga sie nasuwaé w zwigzku
z trescig lekcji piatej.
Tezy (1)

Aksjomaty Twierdzenia
(1) bez dowodu (1) z dowodem

Jezeli prawdziwos$é tezy z logiki zdan nie zalezy od tresci
tych argumentéw zdaniowych, ktére wystepujg w tych te-
zach, tylko zalezy od ich wartosci logicznej i jezeli sg takie
tezy, ktérych prawdziwos¢ takze nie zalezy od wartosci lo-
gicznej argumentéw zdaniowych wystepujgcych w tych te-
zach, to prawdziwo$¢ takich tez chetnie bysmy nazwali
,absolutng®, ale lepiej nazwiemy jg wartosciag wyrdzniong.

Pod ,niezaleznoscig® w tym ostatnim znaczeniu rozu-
miemy te okolicznosé¢, ze wartos¢ twierdzenia logicznego po-
siada dla kazdej wartosci argumentéw w nim wystepujgcych
wartos¢ réowng 1. Niezalezno$¢ takg moznaby nazwaé zalez-
noscig obojetng.
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Aksjomaty jako witasnie tego rodzaju tezy posiadajg
prawdziwos¢ wyrézniong, to znaczy wartos¢ ich réwna sie
.z domu“ warto$ci 1, bedac nie zalezng od tresci a zalezng
tylko obojetnie, od wartosci argumentéw zdaniowych w nich
wystepujgcych.

,Z domu“ znaczy w przyjetym systemie dedukcyjnym
a wiec przy pewnych matrycach w naszym przypadku w sy-
stemie implikacyjno-negacyjnym przy matrycach ,C*“ i ,N*“.

Niezalezno$é¢ wystepuje tu w podwdjnym znaczeniu
a mianowicie:

1) Prawdziwos$¢ nie zalezy od tresci w tym znaczeniu, ze
tresci ,p“, ,q“, i t. d. sg czem$ stojgcem poza tem co by
mogto wptywaé¢ na prawdziwosé twierdzen logicznych.

2) Prawdziwos$¢ nie zalezy od wartosci ,p“, ,q“ i t. d. w tym
znaczeniu, ze przy kazdej warto$ci jakg argumenty ,p“,
,q“ i t. d. mogg posiadaé, warto$¢ twierdzenia jest stala,
rowna sie 1, to znaczy jest to twierdzenie, niezaleznie od
wartosci ,p“, ,q“, stale prawdziwe. Te twierdzenia,
ktére posiadajg stale wartosé 1 i zalezg tylko obojetnie od
wartosci’argumentéw nazywamy tezami, gdy tymczasem
inne twierdzenia, ktérych warto$¢ =zalezy od wartosci
argumentow bedzimy nazywali udowodnionymi twierdze-
niami o ile bedg prawdziwe t. j. o ile potrafimy udowodni¢,
ze posiadajg one wartos¢ = 1.
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Rozdziat dwunasty.

LEKCJA VI.

Tred$é: Zbiér. W sprawie poprzednika drugiego aksjomatu.
Wyrazenia sensowne. Wyprowadzenie prawa tozsamosci
,Cpp* z trzech aksjomatéw. Obliczenie matrycy alterna-
tywy na podstawie definicji.
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Rozdziai dwunasty.
LEKCJA VI.

13. VII. 42
Zapytanie przed lekcja.

Czy nalezy méwi¢: ,Zbior przedmiotéw w obrebie ktorych
rozpatruje stosunek ,jR* nazywam polem tego stosunku“ czy
tez ,zbidr przedmiotéw w obrebie, ktérego rozpatruje stosunek
,R“, ktéremu podlegajg przedmioty zbioru, nazywam polem
tego stosunku“?

Odpowiedz: To jest to samo, bo rozpatrujgc przedmioty
zbioru rozpatrujemy zbidér. (Ostroznie!)

Jezeli jednak ,zbiér“ jest nazwg konotacji, ktérej desyg-
natami sg ,zbiory“ a konotacjag jest ,zbior“, to moze, lepiej by
byto powiedzie¢, unikajagc nazwy ,przedmiot®, 'tak:

To jest to samo, bo rozpatrujgc konotacje zbiorow t. j.
zbiér zbioréw, rozpatrujemy zbidr.

W sprawie poprzednika drugiego aksjomatu t. j. w sprawie
wyrazenia ,CNpp“ nalezy pamietac, ze jezeli prawdziwem jest
zdanie ,CNpp*“, to nie moze by¢ prawdziwe zdanie ,Np“, bo
wtedy bytoby na podstawie reguty odrywania takze i zdanie
,p“ prawdziwe i powstataby sprzecznos¢.

ldziemy dalej:

,p“ jest zdaniem, jest to wyrazenie zdaniowe lub sensowne,
bo wszystkie wyrazenia zdaniowe nazywamy w logice zdan
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sensownemi, zas$ wyrazenia, ktére nie sg zdaniami nazywamy
bezsensownemi.

,PP“ nie jest zdaniem nie jest wyrazeniem sensownem. Tak
samo nie sii wyrazeniami sensownemi takie wyrazenia jak:
,C“ LN“ ,Cp“, ,gN*“, ale sensownem jest wyrazenie ,Nq“,

Ogodlna charakterystyka wyrazen sensownych czyli zda-
niowych jest nastepujgca:

Do wyrazen sensownych nalezg: po

1.) wszystkie malte litery facinskiejak p,q, r, . .. po
2.) jezeli jest sensowne, to,Na“ jest sensowne i po
3.) jezeli ,a“jest sensowne i ,R“jest sensowne, to ,CalR®

jest sensowne.

Porzadek t. j. nastepstwo liter odgrywa podstawowg rolg.

Wyprowadzenie prawa tozsamosci Cpp z trzech aksjoma-
tow rachunku zdan:

1 CCpqCCqrCpr
2 CCNppp
3 CpCNpg

Najpierw wykonamy podstawienia w aksjomacie 1 takie,
aby poprzednik tego aksjomatu Cpqg byt prawdziwy a to dla-
tego by méc oderwaé nastepnik.

Rozporzadzamy trzema zdaniami prawdziwymi i musimy
co$ takiego podstawi¢ w aksjomacie 1, aby poprzednik tego
aksjomatu Cpq stat sie jednym z tych trzech zdan prawdzi-
wych. Wtedy .bedziemy mieli poprzednik prawdziwy i
bedziemy mogli nastepnik oderwad.

Wykonamy takie podstawienia, aby nasz poprzednik stat
sie 3-cim zdaniem. (Ze tak nalezy podstawi¢, to dochodzimy
do tego przez prébowanie, troche intuicji, troche wprawy
it d.).
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Cpq poprzednik aksjomatu I
CpCNpq trzecie zdanie prawdziwe
1 p/p, g/CNpq * 4
4 C CpCNpg CCCNpqrCpr
3 5

4*C3—5
5 CCCNpqrCpr

poprzednik

Zastanowmy sie gdzie twierdzenie 5 posiada, i jak w tym
twierdzeniu wyglada, poprzednik i nastepnik. Mozemy
nasteprlik oderwaé, jezeli poprzednik jest prawdziwy. Jak
mamy sie przekonaé, ze poprzednik jest prawdziwy? Musi
on by¢ jedng z tych 5-ciu tez t. j. z trzech aksjomatéw i dwéch
wyprowadzonych twierdzen. A

Jezeli poréwnamy nasz poprzednik CCNpqr z powyzszymi
pieciu tezami, to przekonamy sie, ze jest on rézny od kazdej
Z nich.

Zastanobwmy sie nad pytaniem czy moznaby przez jakies
podstawienie, poprzednik CCNpqr doprowadzi¢ do widocznej
rownoksztattnosci z jedng z naszych tez.

Jesli podstawimy:

5qlp, rlp * 6
6 C CCNppp Cpp
2 - f
6 * C 2—7
7 Cpp Quod erat demonstrandum.

Wszystkie inne twierdzenia mozna takg drogg wyprowa-
dzi¢ z aksjomatow.

Ze wzgledu na waznos¢ postepowania zbieramy wszystkie
kroki dedukcji przy udowadnianiu prawa tozsamosci w bez-
posrednie ich nastepstwo.
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Oto dowédd prawa tozsamosci ,Cpp“:

1 CCpqCCqrCpr

2 CCNppp
3 CpCNpg
1 q/CNpq * 4

4 C CpCNpgq CCCNpqrCpr.

T

4 *C3—5

5 CCCNpqrCpr
5qlp, rlp * 6
C CCNppp Cpp

2 7

6 *C2—7
7 Cpp. Co byto do udowodnienia.

Jako czes¢ dalszg do rozbudowy systemu aksjornatycznego
poznamy definicje najczesciej uzywanych funkcji logicznych
t. j. alternatywy, konjunkcji i ekwiwalenciji.

Definicja alternatywy.

Apg = CNpq
Znak ,= “ miedzy obu wyrazeniami czytamy ,to to samo co“.
Definicje powyzszg odczytamy:
,p lub q“ to to same co ,jezeli nie p, to q“.

Jest to dosy¢ intuicyjna definicja i przyktad ponizszy
jest intuicyjny:

,Jderzy¢ kogos kijem lub uderzy¢ patka“, to to samo co
sjezeli nie kijem, to patkg“.

Zrébmy (t. j. wypiszmy albo utézmy) matryce alterna-
tywy, to znaczy matryce dla A.
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Jezeli Apg = CNpq, to matryca definiensu implikacyjnego
bedzie matrycg alternatywy.

n 0 1
Matryca implikaciji:
Yy p J 0 1
0 1
N
Matryca negacji: 0 1
1 0
Cc 01
Matryca definiensu implikacyjnego: 1 0 1
Np
0 i
q
A 0o 1
Matryca alternatywy: 0 0 1
1 i

Mozemy jednak do wartosci alternatywy ,Apq“ dojsé¢,
obliczajac jg wedtug podanej .definicji jak nastepuje:
Apq = CNpq
p=0 g= 0A00 CNO0O=C10 =0
p=0 g= 1, A01 CNO.I=C11= 1
p=1 9= 0A'10=CN10=C00= 1
p=1lLg=1, A11 = CN11=C01= 1
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Matryca alternatywy przedstawia sie jak nastepuje:

q
A 0 1
0 0 1
1 11

Alternatywa jest matrycowe okteslona.

Z tego okazuje sie, ze alternatywa jest tylko w jednym
przypadku fatszywa, a mianowicie wtedy, gdy oba jej argu-
menty sg falszywe a w pozostaltych wypadkach jest
prawdziwa.

Przyktad: Pawet lub Piotr sg o godzinie jedynastej
w biurze, to to samo co Pawet jest w biurze lub Piotr jest
w biurze. Gdy zajde a nie bedzie, o 11-tej w biurze ani Pawta
ani Piotra, powiem informacja byta fatszywa, we wszystkich
innych przypadkach jest informacja poprawna,
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Rozdziat trzynasty.
Zapytania na lekcje VII.

Czy mozna tak powiedzie¢?

Zmienna zdaniowa ,p“ ma dwie wartosci logiczne a mia-
nowicie:

Zmienna ,p“ moze by¢ 1 (prawdg) lub 0 (fatszem)?

Alez zmienna zdaniowa ,p“ nie jest: zdaniem lecz jest
zmienng zdaniowg, za ktdorg mozna podstawi¢ dowolne zdanie
0 ktérego prawdziwosci wzglednie fatszywosci rozstrzygamy
wedtug kryteriow poza logicznych.

.p jest prawda“, ,p jest falszem® lub ,p jest prawda®“,

,-Np jest prawda“, sa to dwa zdania sprzeczne »Na“,
wobec ktérych obowigzuje prawo wykluczonej sprzecznosci
1prawo wykluczonego s$rodka.

Podstawiajgc za zmienng zdaniowg zdanie, ktérego war-

tos¢ znamy, to znaczy wiemy, ze warto$¢ zdania tego jest
jedng z wartosci 0;1, przenosimy na zmienng zdaniowg jedng
z jego wartosci. Jezeli podstawimy zdanie prawdziwe, to
zmienna zdaniowa przyjmie wartos¢ 1 t. j. p= 1, jezeli fai-
szywe, to p = 0.
»if nie jest ani prawdg ani fatszem, ale ,p“ moze przyjmowac
kazdg z osobna z obu wymienionych warto$ci. W tem ujeciu
.p“ to to samo co 1; ,p“ to to samo co 0. °

Przyktad:

p/ai, «i/Lwoéw leZsr nad Pettwig = 1
p/«2, aa/lLwéw lezy nad Wistg = 0
p/a3, «3Lwoéw jest kulisty = ?
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Sg to wyrazenia zdaniowe, moze lepiej, sg to zdania, bo
np. ,Lwow jest kulisty“ niczego nie wyraza.

Jezeli zgodzimy sie uwaza¢ w logice zdan kazdy znak
znaczacy zdanie, za sensowny, za$ znak, ktoéry nie jest zda-
niem za bezsensowny, to powyzsze znaki, bedgce zdaniami
sg znakami sensownemi. Pierwsze dwa sg wyrazeniami sen-
sownymi, bo sg zdaniami, trzeci nie jest wyrazeniem pomimo,
tego, ze jest zdaniem, bo nic nie wyraza, jest jednak znakiem
sensownym.

Wyrazenia zdaniowe:

Sensowne: Bezsensowne:
Mol PP
SNp“ JPN*
,Cpq* .pCq*
Znaki sensownych Znaki bezsensownych
wyrazen zdaniowych. wyrazen zdaniowych.
Jesli jest zdaniem, to ,Na“ jest zdaniem, to znaczy:

Jesdli ,p“ jest wyrazeniem zdaniowem sensownem, to ,Np*
jest wyrazeniem zdaniowem sensownemi.

Jesli ,a“ jest zdaniem i ,R“ jest zdaniem, to ,Cal“ jest
zdaniem.

Jesdli ,p“ jest wyrazeniem zdaniowem sensownem i ,q°“
jest wyrazeniem zdaniowem sensownem, to ,Cpq“ jest wyra-

zeniem zdaniowem sensownemi.
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Rozdziat czternasty.
LEKCJA VII.

Tre$é: Zdania sprzeczne. Zdania niezgodne. Wyrazenie.
Prawo tozsamosci jako stabo' dedukcyjne nie nadaje sie do
dowodzenia. Reguta zastgpowania definicyjnego. Defi-
nicja konjunkcji. Utozenie matrycy dla konjunkcji. Poza
lekcjg. Podanie definicji alternatywy na podstawie ma-
tryc alternatywy, konjunkcji i negacji. Definicja réwno-
waznos$ci (ekwiwalencji)., Matryca ekwiwalencji. Stéwko
.,wtedy, gdy“. Stéwko ,tylko- wtedy, gdy“. Warunek
wystarczajgcy. Warunek konieczny. Dwa przykfady.
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Rozdziat czternasty.

LEKCJA VIL

.p = prawda“; ,Np = prawda®“.
.p fatsz™ Np = faisz®.
Sg to zdania sprzeczne.
»p = prawda“; ,p = fatsz"“,
to sg zdania niezgodne, to znaczy nie 'sg zarazem prawdziwe.

Wyrazenie moze wyrazac jaka$ niedorzecznos$é, — moze
nic nie wyrazaé, — sg to twory jezykowe, — wyrazenia je-
zykowe; — nie braé¢ tego psychologicznie.

My celowo nie uzywamy prawa tozsamodsci ,Cpp“ do
dowodzenia, gdyz zdania proste np. prawo tozsamosci, sg
bardzo stabe dedukcyjnie, to znaczy nie wiele z nich mozna
wyprowadzi¢, poza ich wtasnemi podstawieniami a te sg
szczegbétowemi wypadkami.

Z prawa tozsamosci nie mozna nic wyprowadzi¢, dla-
tego ono jako aksjomat nie nadaje sie.

Od Kartezjusza pokutuje my$l od prostszego i. j. od pro-
stszych zatozen, przestanek, porusza¢ sie myslowo do bar-
dziej ztozonych:

Cpp
p/Np
CNpNp
albo za p/Cpq -
CCpqCpq
itk
Sa to.szczegdlowe przypadki prawa .tozsamosci.



Z tych szczegotowych przypadkow wynika jeszcze mniej
anizeli z samego prawa 'tozsamosci.

Na przyktad:

Z ,,CCpqCpg“ nie moge przejs¢ ani do ,,CNpNp“ ani do
»Cpp“, gdyz podstawia¢ wolno tylko za zmienne.

Gdybym w wyrazeniu ,CCpqCpq“ probowat przez pod-
stawienie jakiego$ wyrazenia za ,p“, to nie usune poprzed-
nich poczatkowych dwoch ,C*“ a wiec nigdy nie moge dojs¢
do wyrazenia. ,Cpp“.

W zwigzku z definicjg alternatywy poznamy regute za-
stepowania deiinicyjnego, bedzie to trzecia reguta obok pod-
stawiania i odrywania, ktérg mozemy stosowac.

Ta reguta =zastepowania definicyjnego jednakowa dla
alternatywy, konjunkcji, ekwiwalencji i wszelkich innych de-
finicji opiewa:

Wolno nam w kazdym wyrazeniu prawg strone definicji
zastapi¢ przez lewg i na odwrét, — oraz kazde podstawienie
jednej strony definicji wolno nam zastgpi¢ przez takie samo
(analogiczne) podstawienie drugiej strony definicji.

Jest to rzecz intuicyjna.

Przyktad :
3 aksjomat CpCNpg.

Poréwnajmy ten trzeci aksjomat z definicjg alternatywy
t .

Apqg = CNpq.
Na podstawie powyzszej reguly zastepowania definicyjnego
otrzymam

CpApq.

Wiemy o alternatywie z matrycy, ze jest prawdziwa
gdy przynajmniej jeden z jej cztonéw jest prawdziwy, jesli

1M1

Reguta zaste-
powania defi-
nicyjnego.



wiec zatozymy, ze. ,p“ jest prawdziwe, to musi by¢é praw-
dziwe ,Apq”“.

Jedli Piotr jest w biurze, to Piotr jest w biurze lub Pawet
jest w biurze (to jeden z nidh jest w biurze).

Jest to w tym przypadku, przyktad uzycia reguty za-
stepowania definicyjnego. Wyglada to na jaka$ rzecz nowa
a nie'jest nig. Odczuwamy mimo wszystkiego jako co$ no-
wego pomimo, ze wyrazenia sg rozne.

Jest to pewnego rodzaju wzbogacenie naszego jezyka
symbolicznego, bez ktéorego to wzbogacenia moznaby sie
obyé.

Definicja konjunkcji.

Postgpmy intuicyjnie. Zacznijmy pd alternatywy.
Jakbysmy wyrazili znakami np. nastepujgce zdanie:
,Piotr nie jest w biurze lub Pawel nie jest w biurze*?
Podstawmy:
p/Piotr jest w biurze.
q/Pawet jest w biurze.

Np/Nieprawda, ze Piotr-jest w biurze .= Piotr nie jest
w biurze = Piotra nie ma w biurze.
Ng/Nieprawda, ze Pawel jest w biurze = Pawel nie jest

w biurze — Pawta nie ma w biurze.

ANpNq wyraza powyzsze zdanie znakami.

Wyrazenie ,NANpNqg“, ktére czytamy: ,Nieprawda, Zze Piotr
nie jest w biurze tub Pawet nie jest w biurze“ = ,Niepraw-
da, ze Piotra nie ma w biurze lub Pawta nie ma w biurze“,
jako poprzednik okresu warunkowego implikuje zdanie ,Piotr
jest w biurze i Pawet jest w biurze“, bo wyrazenie
NANpNqg = Kpq, bo jezeli nieprawda, Zze Piotra nie ma
w biurze lub Pawta nie ma w biurze, to znaczy, jezeli nie-
prawda, ze zachodzi alternatywa (Piotr nie jest w biurze
lub Pawet nie jest w biurze), to (obaj sg w biurze), to zna-
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czy Piotr jest w biurze i Pawet jest w biurze, co znakami
przedstawimy jak nastepuje:
NAINpNg = Kpq.

Definicja konjunkciji:
Kpg= NANpNg
p i q to to samo co nieprawda, ze Np lub Ngq.

Aby intuicyjnie wejs¢ w sens definicji konjunkcji, dobrze
jest rozpatrze¢ prawa strone definicji bez poczgtkowego ,N*
a wiec

ANpNq
to znaczy:

Nieprawda, ze Piotr jest w biurze Ilub nieprawda, ze
Pawet jest w biurze = Tak Piotr, jak Pawet nie sg w biurze =
Obaj nie sg w biurze = Nieprawda, ze obaj sg w biurze = a

f

Jezeli ,a“ znaczy, ze nieprawda, ze obaj sg w biurze,
to ,Na“ znaczy, ze ,nieprawda, ze nieprawda, ze obaj s3
w biurze“, to znaczy, ze ,obaj sg w biurze®

a = ANpNq = nie sg obaj w biurze,

Na = NANpNqg = obaj sg w biurze = Kpq.

“

Konjunkcja ,Kpq“ jest rownowazna negacji alternatywy,
ktérej oba cztony sg negacjami cztonéw konjunkcji i na od-
wrot alternatywa jest rownowazna negacji konjunkciji, ktérej
cztony sg negacjami cztonéw alternatywy:

Kpg = NANpNg.
Apg = NKNpNg.
Moglibysmy byli alternatywe zdefiniowa¢ przy pomocy kon-
junkcji, nie uczynilismy tego bosmy jeszcze konjunkcji nie
mieli.
Teraz utézmy matryce dla konjunkcji ,K“:
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Matryca alternatywy:

0 1
1 11
N
Mat jiz
atryca negacji 0 ]
1 0

Dof. Konjunkcji: Kpg = NANpNqg
Dia p=0, g=.0

KOO = NANONO - NAH = N1 =0
Diap=0 qgq=1

KOI. = NANON.I = NA10 ==N1=0
Dia p2=1, q=0

KIO = NAN1TNO = NA0O1 = N1
Diap=1,qg=1

1
o

K1l .= NANIN1 = NAOO = NO, = 1
K ¢=°ga=1
=0 0 0
B=1 0 1

Konjunkcja jest prawdziwa, jezeli jej oba cziony s3 pra-
wdziwe, we wszystkich innych wypadkach jest fatszywa.

Pod tym wzgledem w pewnym, znaczeniu konjunkcja jest
odwrotnoé$cig alternatywy:

A 01 k 0 1
0O 01 0 060
1 11 1 01
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Poza lekcja.

Powtdérzmy powyzszg definicje alternatywy jeszcze ina-
czej, korzystajgc z matryc dla alternatywy i konjunkciji :
Z matrycy dla alternatywy

q
A 0 1
0 0 1
1 11
i z matrycy dla konjunkcji
°q
K 0 1
0 00
1 0 1

widzimy, ze wartosci alternatywy tylko w wypadkach pierw-
'szym i czwartym t. j. w miejscach, matrycy ai, a< sg ro-
wnowazne wartodciom konjunkcji, przyczem w wypadku
czwartym dla wartosci argumentéw p = 1, g= 1 tak wartos¢
alternatywy jak wartos¢ konjunkcji = 1, w dwdch pozosta-
tych wypadkach wartosci alternatywy i konjunkcji sg rézne.
Apqg = Kpq = 1tylkodlap = 1,q9g= 1

Jezeli mamy wyrazi¢ rownowaznos¢ alternatywy i kon-
junkciji! dla wszystkich czterech przypadkéw, to kazdy z nich
musimy sprowadzi¢ przy pomocy negacji ,N“ do przypadku
czwartego albo przypadek czwarty musimy podciggng¢ pod
kazdy z pozostatych przypadkoéw.

Przypadek. 1.)

p=0 9g=0 Apq
Przypadek 2.)

p=0 9= 1 Apq

AOO= 0; Kpg=KOO=0

AOIl = 1; Kpg=KOI=0
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Przypadek 3.)

p=19g—Q Apg= Al0O= 1;,Kpg= KIO =0
Przypadek 4.)
p=1, q= 1, Apg=All = 1, Kpg= KIl = 1

Sprébujmy sprowadzi¢ przy pomocy negacji ,N“ kazdy
z przypadkéw do przypadku czwartego:
1.) p/Np, a/Ng*4.), boNp= 1, Ng= 1

2.) p/Np, —*4), boNp=1 q-=1I
3) — ,4a9/Ng* 4), bop= 1, Ng=1
4) — , —*4), bop= I, q=1

Podciggnijmy przypadek czwarty pod kazdy z pozosta-
tych przypadkow:
4) p/Np, qg/Ngq=+1.), boNp=0, Ng=0

4.) p/Np, —*2), boNp—0, q—1
4) — ,qg/Nq*3), bop— 1,Ng=0
4) — , —*4), bop= 1 q=1

Podstawiajgc w przypadku czwartym za p/Np, za q/Nq
otrzymamy przypadek pierwszy, bo Np= 0, Ng=10
ANpNg = A00 = 0; KNpNg = KOO =0

Sprowadzajgc przypadek pierwszy do wartosci 1 otrzy-

mamy:
ANpNg All 1
KNpNqg = Kil = 1
Poniewaz wyrazenia
( NANpNgq, Kpq, jakotez wyrazenia

NKNpNq, Apqg sg sobie rbwnowazne ze wzgledu na ich
wartosci, wiec
Kpg = NANpNq
0 0 Definicja konjunkcji przy
pomocy alternatywy i negaciji.

© o

0
0
1

—_
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U U Definicja alternatywy przy
1 1 pomocy konjunkcji i negacji.
1 |

1 "1

dla kazdego przypadku.
Sprawdzmy dla przyktadu np. definicje alternatywy przy
pomocy konjunkcji i negacji dla kazdego przypadku:
Apqg = NKNpNg

Apq NKNpNg
1) p=0 4qg=0; A00 = O;NKNONO= NKIl = N1=10
2) p—0, g=1; A01-1;NKNON1= NK10 = NO = 1
3) p=1 q=0; AlIO = 1;NKNINO= NKO01 = NO = 1
4)p=1 q=1, All = ,NKNINI= NKOO= N0O=1

Widzimy, ze dla kazdego przypadku mamy zgodnos¢ war-
tosci po lewej i prawej stronie znaku réwnowaznosci.

Podstawiajgc za p/a, za g/ otrzymamy
Acd = NKNaNR
przyczem a, B sg dowolnymi zdaniami.

Definicja ekwiwalencji.
Synonimy: Réwnowaznos$¢, rownoznacznos¢, ekwiwalencja, E.
Epg = KCpqCap.

Tu takze mozemy zastepowaé jedng strone definicji
przez druga.

,Cpq“ j ,Cqgp“ sa to implikacje o przeciwnych sobie
zwrotach.

Jesli prawdziwe s dwa zdania:

Jesli p, to ‘i ,jesli g to p“, to wtedy ,p* jest ekwiwa-
lentre ,,q“
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Utézmy matryce tej ekwiwalencji. Poniewaz mamy tu-
taj implikacje i konjunkcje odpiszmy sobie dla wygody ich
matryce :

C 01 K 01
0 11 0 00
1.0 1 1 0 1

Lpg = KCpqCap
Dlap=04q9g=0

EOO = KOOOCOO = Kil = 1
Dlap=04q=1

EOl = KCOICIO = KIO = 0
Dlap=1q9g=20

EIO f KCIOCOI = KOil - 0
Dlap=1,q =1

.Eli = KCIMC11 = Kil =1

Zapiszmy matryce dla E:

Z tej matrycy wynika, ze zdania ,p“ i ,q“ sa ekwiwalen-

tne wtedy i tylko wtedy, gdy oba sg prawdziwe lub oba
fatszywe.

Wyrazenie ,Epq“ czytamy ,p wtedy i tylko wtedy,
gdy q“. Widzimy, ze uzywamy tego wyrazenia ,wtedy, i tylko
wtedy gdy“ na oznaczenie ekwiwalencji czyli na oznaczenie
konjunkcji dwdéch implikacji o przeciwnych zwrotach.
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Co w definicji odpowiada stowku ,wtedy, gdy“, a co
stowku ,tylko wtedy, gdy“?

,p wtedy, gdy q“, to znaczy, ,jesli q, to p“;

.,p tylko wtedy, gdy q“, to znaczy, gdy ,q nie ma, to
nie ma p“, czyli, ze gdy ,p, to q“, czyli ,jesli p, to q“.

Przyktad 1.
p/a, al/dzi§ jest wtorek.
g/, R/jutro jest S$roda.

(Dzis jest wtorek) wtedy, gdy (jutro jest sroda), tu méwimy,
ze to, ze jutro jest Sroda jest warunkiem wystarczajacym, aby
dzis byt wtorek.
(Dzi$s jest wtorek) tylko wtedy, gdy, (jutro jest Sroda), tu
mowimy, ze to, ze jutro jest sroda jest warunkiem koniecznym.

Warunkiem koniecznym do tego, aby dzi§ byt wtorek
jest, aby jutro byta $roda.

Przyktad

W prawdziwej implikacji prawdziwo$c¢ poprzednika jest
wystarczajgcym warunkiem prawdziwosci nastepnika a praw-
dziwo$¢ nastepnika jest warunkiem koniecznym prawdziwos$ci

poprzednika.

q
0 1

»e !l

Jesli mam prawdziwg implikacje

Cpg =1,
to na to, aby byt prawdziwy nastepnik jej ,q“ wystarcza by
prawdziwy byt jej poprzednik ,p“, wystarcza, ale nie jest
warunkiem koniecznym, gdyz moze sie zdarzy¢, ze jest praw-
dziwa implikacja ,Cpq“ i prawdziwy jej nastepnik ,q“, ale
poprzednik jej ,p“ jest fatszywy, bo COl = 1.
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Na to azeby w prawdziwej implikacji ,Cpq“ byt praw-
dziwy poprzednik ,p“ koniecznem jest, by prawdziwym byt
nastepnik ,q“, bo jesli nastepnik ,q“ jest fatszywy, to po-
przednik ,p“ w prawdziwej implikacji nie moze by¢ prawdzi-
wy.

Jest to charakterystyka warunku wystarczajgcego i
warunku koniecznego.

Warunek konieczny nie musi by¢ wystarczajgcy a wa-
runek wystarczajagcy nie musi by¢ konieczny. Dopiero gdy
zachodzi jedno i drugie mamy warunek konieczny i wystar-
czajacy.

Jesli Cpqg = 1,to p = 1jest warunkiem wystarczajacym,
abyqg= l,bo przy Cpgq= 1iprzy p=0réwniez q= 1, nie konie-
cznie wiec musi sie rownac¢ 1 moze sie ono rownac¢ 0, wystar-

cza bez koniecznosci, jezeli p=1, aby przy Cpg =1 q=1I.
Jezeli Cpg = 1, to q=1 jest warunkiem koniecznym aby
p=1, bo przy Cpqg=I i przy q= 0 p=0, koniecznie wiec q

musi = 1 nie wystarcza, jezeli gq= 1, ono koniecznie musi sie
réwnac 1.
»wtedy“.

Warunek wystarczajacy, p = 1.

Cpq @ = o -

p =0 i i Matryca |
P = 1 0 1
! n
Cpg g = 0gq= 1-
b=0 1 1 Matryca |I.
n n
p = 1 1
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Warunkiem wystarczajgcym na to, aby przy Cpq=l,
g = 1jest p= 1 (Matryca I.)

Wprawdzie przy Cpq=Il, q réwniez moze sie réwnac¢ 1
dla p = 0, ale w tym wypadku moze g mie¢ takze wartos¢ 0, tak
ze warto$é g nie jest przy Cpg= 1i przy p = 0 jednoznacznie
wyznaczona, p = 0 nie jest warunl&iem wystarczajagcym na
to, aby przy Cpq=1, q'= 1. Aby ten fakt miai jednoznacz-
nie miejsce musiatby by¢ spetniony jeszcze dodatkowy wa-
runek np. Cpg musiatoby posiada¢ wartos¢ réwng 1 na miej-
scu as matrycy, bowiem gdy Cpg = 1 na miejscu matrycy
,ai, to wartosci 0 dla p odpowiada wartos¢ 0, a nie wartosé
1, dla gq. (Matryca Il.)

Oznaczenie miejsc w matrycach

bj a2
b2 a3 aj
»tylko wtedy*“.

Warunek konieczny, q = 1.

1
-

Cpq a=20gq

Matryca IlI.
0
n.
Cpqg g =0gqg=1
p =0 Matryca IV.
I
P 0
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Warunkiem koniecznym na to, aby przy Cpg = 1, p=1 jest

g=1. (Matryca lll.)
Koniecznie q musi sie rownac 1, jezeli przy Cpq = 1 ma by¢

P= 1; gdyby q= 0, to przy Cpq = 1, p nie bedzie sie réwnato
1 lecz O a wiec, aby przy Gpqgq=1, p=1I, to q musi sie = 1.
(Matryca IV.)
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Rozdziat pietnasty.

Tre$¢: Funktor zdaniotwdrczy,od dwoéoh argumentéw na-
zwowych. Znak implikacji. Symbolika beznawiasowa.
Arytmetyczne prawo fgcznosci dla dodawania. Prawo
monotonii.
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Rozdziat pietnasty.

Zapytania w zwigzku z lekcja ll-ga.

“

Jezeli ,a“ jest odcinkiem i jezeli ,b“ jest odcinkiem,

to znak réwnosci ,=“ moze by¢ funktorem zdaniotwdrczym,
ale nie od dwéch argumentow zdaniowych lecz od dwodch
argumentéw nazwowych, dlatego, ze jezeli ,a“ i ,b“ sg od-
cinkami, to , = ab“ lub ,a = b“ jest zdaniem o odcinkach,
przyczem ,a“ i ,b“ sg nazwami odcinkéw. Zdanie ,a jest
odcinkiem® znaczy ,a jest nazwag odcinka“. Jakis odcinek
nazywa sie odcinkiem ,a“; jaki$ odcinek nazywa sie od-
cinkiem ,b“. Jednak ,a = b“ nie jest odcinkiem tak jak ,,a = b*
nie jest liczbg. Jest to zdanie o odcinkach wzglednie zda-
nie o liczbach w zaleznosci od tego czego nazwami sg nazwy

,a“ i ,b".

Funktory zdaniotwércze:

,C"“ od dwéch argumentéw zdaniowych,

sN“ od jednego argumentu zdaniowego,

»,=% od dwéch argumentéw nazwowych,

,<"“ od dwoéch argumentéw nazwowych,*
sg funktorami zdaniotwoérczymi, bo

,.C“ tworzy nowe zdanie z dwoch argumentéw zdaniowych
P Q0

»N“ tworzy nowe zdanie z jednego argumentu zdaniowego

»P“i
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»= " tworzy nowe zdanie z dwéch argumentéw nazwowych.
tworzy nowe zdanie z dwéch argumentéw nazwowych,
,+“ jest funktorem nazwotwdrczym, bo tworzy nowg
nazwe z dwodch argumentéw nazwowych; a+ b lub

+ ab jest nazwg a nie zdaniem.

Stosunek dwéch nazw, ktdére w niniejszym wypadku na-
zywajg dwa rézne réwne odcinki, wyraza wspoélng ceche
obu odcinkéw o nazwach ,a“, ,b“ a mianowicie te ich wspol-
ng ceche, ze sg one co do diugosci réwne. ,a=b“ znaczy,
ze diugos¢ odcinka ,a“ jest tg samg dtugoscia co dtugosc
odcinka ,b*“,

,a“, ,b“ sg identyczne co do dtugosci, jezeli ditugo$é
jest tg ich cechg co do ktérej sg one sobie réwne czyli co
do ktéorej sg identyczne. Jak widzimy stosunek ,=“ od
dwéch argumentéw nazwowych tworzy zdanie a wiec fun-
ktor jest funktorem zdaniotwérczym od dwéch argu-
mentéw nazwowych. Zdanie powstato przy pomocy funktora
zdaniotwérczego ,=“. Zdanie powyzsze czytamy; ,a to
to samo co b“.

Podmiotem jest tu nazwa ,a“, a orzeczeniem jest tu na-
zwa ,b“, za$ tgcznikiem (copula) jest tu funktor zdanio-
twoérczy ,to to samo co“.

Funktor nazwotwérczy (Mczbotwérczy) tworzy nazwe
(liczbe) a nazwa (liczba) nie jest zdaniem.

Znak implikacji.

Peano jak i Russell oznaczali implikacje znakiem ,3 “-
Prof. Lukasiewicz, odwracajgc to odwrécone wielkie ce,



uczynit wygodniejszem pisanie tego znaku na maszynie do
pisania. Implikacje oznaczamy znakiem ,C*.

Symbolika beznawiasowa.

Piszgc funktory przed argumentami unikamy nawiasow.
Arytmetyczne prawo tgcznosci dla dodawania jako przy-
ktad:

(@a+ b) + c= a+ (b+ c) wyraza, zejest wszystkojedno
czy do ,(@a + b)“ dodam ,c“ czy tez do ,a“ dodam ,(b+ c)“.

Tydi dwoch wyrazen nazwowych po obu stronach zna-
ku réwnosci w zwyczajnej arytmetyce bez nawiaséw na-
pisa¢ nie moge, — moge je tylko odrézni¢ nawiasami.

Jezeli funktory napisze przed argumentami, to (a+ b) + ¢
bedzie wygladato: + (a+ b)c —+  abc, zas drugie wyraze-
nie po prawej stronie rownosci a+ (b+ c) przedstawia sie
jak nastepuje: + a(b + ¢) = + a+ bc.

Jeszcze raz zestawiajgc powyzsze otrzymamy:

1) @+ b) + c=.+ (a@a+b)c = + + abc,
2)a+ (b + ¢c)=,+ a((b+ ¢ = + at bc.

*Gdybym napisat drugie wyrazenie biednie tak:

+ + abc, a to miialoby znaczyé +(a + b)c, to zaznaczajgc
te catos¢ tak jak jg zaznaczy¢é mozna (a+ b) + c, otrzy-
malibyé§my to pierwsze 1) wyrazenie, ale nie to drugie 2).

W symbolice beznawiasowej prawo tgcznosci dla do-
dawania bedgce jednym z aksjomatéw arytmetyki, przed-
stawi sie nastepujgco:

-r+abc = +a+bc.

Opuszczajgc nawiasy, tak jak sie to praktykuje przy
dodawaniu w arytmetyce moglibySmy napisaé:
a+tb+c —a+b+c,
ale to nie bytoby jiiz prawem fgcznosci, mogtoby to ucho-
dzi¢ za jakis przypadek tozsamosci a= a Tu powstaje
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watpliwos¢ co znaczy wyrazenie ,a+b +c“, to znaczy, nie
jest jasne czy mamy do ,a + b doda¢ ,c“ czy do ,a“ mamy
doda¢ ,b + c“, lecz na mocy prawatgczno$é w obu wypad-
kach otrzymujemy tg samg liczbe dlatego ta wieloznacz-
nos¢ nie prowadzi do btedu, — kazdy moze sobie to inter-
pretowa¢ jak chce (ilosciowo) a bedzie dobrze.

Prawo monotoniji.

Oto ono:
Jezeli a<b,to a+ c<b+ c,
jezeli a>b, to a+ c>b+ c

Monotonia odnosi sie do znakéw, to znaczy, ze majac
stosunek np. ,<“ mam go w dalszym ciggu. To znaczy,
majgc stosunek ,<“ w poprzedniku okresu warunkowego
mam go i w nastepniku. Znak monotonicznie powtarza sie.
Réwniez dla stosunku ,>* znak wystepujgcy w poprzedniku
monotonnie powtarza sie w nastepniku okresu 'warunkowe-
go. (Monotonia = stato$¢ znaku).
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Rozdziat szesnasty
LEKCJA Vlli-ma

Tresé: Cztery funkcje od jednego argumentu: Falsum ,F*,
Asercja ,S“, Negacja ,N“, Verrum ,V”. Funkcje od dwdch
argumentéw. Cechy uktadu aksjomatow: Niesprzecznosé,
niezaleznos¢, zupeinos¢. Dowdd niesprzecznosci aksjo-
matéow. Jedynkowosé. Dziedziczno$¢ witasnosci <7 ze
wzgledu na reguty wnioskowania. Przyktady.
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Rozdziat szesnasty.
LEKCJA VIII.

Poznalismy cztery funkcje od dwdch argumentéw, (funk-
tor wraz z argumentami tworzy funkcje) a mianowicie:
Cpu, Apq, Kpg, Epg.
Kazda z tych funkcji ma inng matryce. Poznali$my.jedng
funkcje od jednego argumentu a mianowicie: Np.
lle jest mozliwych funkcji od dwoéch argumentéw i od
jednego argumentu?
Jezeli chodzi o funkcje od jednego argumentu, to mozli-
wych ich jest cztery.
Dlaczego? Dlatego, bo dla dwoéch warto$ci argumentu mozliwe
sg cztery grupy wartosci funkcji i tak:
| I I v
Fp Sp Np Vp
p=20 0 0 1 1
p =1 0 1 0 1
Ot6z ta funkcja od jednego argumentu, ktéra stale przy-
biera warto$¢ 0 tak dia p = 0 jak dla p= 1 nazywa sie falsum.
Oznaczamy jg literg »F“.
Dla p=0, Fp=FO=0
dla p=1Fp=FIl =0
Fp = NGpp = 0 s

Druga funkcja, ktéra przybiera wartosci réwne argumentom
nazywa sie zwykle asercja, moznaby jg oznaczy¢ literg ,S*“.
Dia p=0OSp—S0=10
da p—1,Sp= Sl =1
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Nie uzywa 'Sie tej funkcji, -gdyz mozna za nig sama,

wprost napisaé jej argument ,p“ gdyz -
Sp=p

Trzecig z tych funkcji jest negacja ,N*“.
Dlap =0 Np = NO = 1
dap=1Np=N1=20

Niema wzoru ogélnego dla ,Np“, hoto fakt, ktéry znamy.

,N“ wprowadzamy do systemu bez definicji, bo to wyraz

Podobnie z ,F“; ,F“ mozemy zdefiniowa¢ za

pierwotny.
i jakich$ duzych

pomocg zera, ale nie za pomocg matych
liter facinskich.

Czwarta funkcja, ktéra przybiera stale wartosé¢ jeden,

nazywa sie verrum od ,p“ i oznacza sie ,V*“.
Dlap =0 Vp = VO =1
dap=1Vp = VI =1
Tu moznaby napisa¢ Yp = Cpp, poniewaz tak ,Vp“, jak
,Cpp“ stale posiadajg wartos¢ jeden.
Powyzsze funkcje tak sg zdefiniowane
miemy.
Najwazniejszg funkcjg z czterech podanych ostatnio, jest

negacja ,N“, innymi sie nie postugujemy.

i tak je rozu-

Jezeli przejdziemy do funkcji od dwéch argumentéw, to
mozna kombinatorycznie wykazaé, ze wszystkich mozliwych

takich funkcji jest 24 = 16

0
1

Tych 16 funkcji za wyjgtkiem ,C“, ktére jest pierwotne mo-
zemy zdefiniowaé przy pomocy ,C“ i ,N“.
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Wszystkie funkcje od 3-ch i wiecej argumentéw mozna
sprowadzi¢ do funkcji od dwéch argumentéw. | funkcje od
jednego argumentu mozemy wyrazi¢ przez funkcje od dwoéch
argumentow.

Tak wiec majgc funkcje od dwoéch argumentow mozemy
.wszystkie funkcje zdefinjowac.

Jest mozliwa i taka funkcja: 0 1
0 0 o
1 10

Mozna jg jako$ wyrazi¢ za pomocg ,N“ i ,0“. Jest to je-
dna z tych 16-tu funkcji poza temi, ktéreSmy poznali.

G 9=°ga=

Przypusémy >Gpg*, p = 0 O 0

p=1 1 0
'0,,g=0,G00=0
00g=1,G01=20
,9=0G10=1
,9g=0G11=20
Jak jg wyrazi¢ za pomocg ,N“ i ,C“? Tu mozemy na-

pisaé:

Gpgq=NCpgqg.

Jezelibym chciat, to moge wykombinowac¢ jak wszystkie
funkcje mozna zdefiniowa¢ przy pomocy ,N“ j ,C*“.

Uktad aksjomatow.

Uktad aksjomatéw powinien byc¢:
1.) Niesprzeczny.
2.) Niezalezny.
3.) Zupeiny.



Ad 1) Ukfad aksjomatéw jest niesprzeczny, jezeli nie
mozna z tego uktadu przy przyjetych w systemie regutach
wnioskowania wyprowadzi¢ dwéch zdan sprzecznych ksztattu

SNa“.

Ad j3) Ukfad aksjomatéw jest .niezalezny, jezeli Zaden
aksjomat nie wynika z pozostatych przy pomocy przyjetych
w systemie regut wnioskowania.

Ad 3.) Uktad aksjomatow jest zupetny, jezeli obejmuje
wszystkie twierdzenia prawdziwe nalezgce do systemu.

Dowéd taki jest i jest mozliwy, ale skomplikowany. Mo-
zna prosciej udowodni¢ tak jak w skrypcie ,Elementy logiki
Matematycznej“.

Jezeli chodzi o niesprzecznos¢, to rzecz prosta. Mozna
dowies¢ niesprzecznoéci ukfadu aksjomatow, jezeli sie wy-
kaze, ze istnieje, pewna wtasnos¢ ,cp‘ spetniajaca nastepujace
trzy warunki:

1.) Wiasnosc¢ te posiada kazdy aksjomat uktadu.

) k*"’?‘f Aksjo.m aty.
albo klasa
Witasnos¢ .o | 2
(Cecha) j N2
0 jest elementem \ksjomaty s3g
konotaciji. desygnatami.

2.) Wiasnos¢ < jest wiasnoscig dziedziczng ze wzgledu na
reguty wnioskowania,

3.) Wiasnos¢ ,op‘ nie przystuguje zarazem zdaniom ,a“, ,Na“.

Dlaczego to wystarcza?
Ad: 1.) Jako wiasnosé ,cp° wybieramy sobie tak zwang jedyn-



kowos¢ t. j. witasnosé ,<?%“ na podstawie normalnej matrycy
dla ,C* i ,N*.

Co to znaczy?
To znaczy wiasnos¢ taka, ze dany aksjomat (teza) prze-
chodzi w 1+ na podstawie matrycy przy dowolnych podsta-
wieniach (komlbinacjach) zer i jedynek za zmienne. Te wta-
snos¢ jedynkowosci posiadajg aksjomaty 1 — 3.

Punkt pierwszy jest spetniony.

Ad 2.), Ohodzi o to, aby wykazac¢, ze ta witasnos¢ ,<pi
jest dziedziczna ze wzgledu na reguty podstawiania i odry-
wania.

Dziedziczno$¢ ze wzgledu na regule podstawiania.

Rozpatrzmy na przyktadzie dziedzicznos¢ ze wzgledu na
regute podstawiania.
1. aksjomat. CCpqgCCqrCpr

Stwierdzili§my uprzednio, ze w jakikolwiek sposdb pod-
stawimy o, 1+ za ,p“, ,q“, ,r“, to otrzymamy wartosé¢ aksjo-
matu pierwszego réwng jeden.

Przypusémy, ze podstawiliSsmy w tym aksjomacie za

p/Cst
Czy to podstawienie:

CCCstqCCqrCCstr

bedzie miato te wiasnosé, ze przy wszelkich kombinacjach
zer i jedynek podstawionych za zmienne przejdzie w jedynke?
Jezeli tak, to mamy dziedzicznos¢. Oczywiscie, ze tak.
Dlaczego?

Dlatego, ze wyrazenie podstawione ,Cst* moze przejs¢
tylko w zero lub w jedynke a juz wykazaliSmy, ze jezeli prze-
chodzi w 0 lub 1, to wszystko przechodzi w /.Wydedukowane
twierdzenie CCCstqCCqrCCstr posiada wiasnos¢ dziedzi-
czenia wiasnoéci ,<pi* w naszym przypadku jedynkowosci,
ze wzgledu na regute podstawiania.
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Powyzsze przerabiamy przyktadowo:
Dla wartosci s= 0, t= 0 otrzymamy

Cst= C00 = 1

Dia wartosci s= 0, t= 1 otrzymamy
Cst= COI 1 1

Dla wartosci s= 1, t = 0 otrzymamy
Cst=ClO=0

Dla wartosci s= 1, t= 1 otrzymamy
Cst=Cli —1

Dla wartosci Cst=0, q=0, r=0 otrzymamy
CC0o0Ccco0oco0o=Cc1C11=Cli=1it. d. a wiec podstawienie
CCCstqCCqrCCstr

«dziedziczy wtasnosé t. j. wiasnos¢ jedynkowosci, jbo

w kazdym mozliwym wypadku posiada warto$¢ réwng jeden.

Dziedziczno$¢ ze wzglagdu na regutg odgrywania.

Rozpatrzmy, regute odgrywania na dziedzicznos¢. Reguta
odgrywania brzmi:
Jesli Cob= 1ia= 1,'to 3 musi by¢ = 1.

Dlaczego?

Dlatego, ze tak matryca jest budowana, ze CIB = | tylko
w tym przypadku, gdy R= 1.

Jezeli ,Cob= 1" i ,a= 1% to znaczy jesli ,CIB = |, to

= 1%, gdyz matryca implikacji C /=0 B8=\

Eﬁ=o 1 1

a = 1 0 1
budowana, ze ,,CIR = | “ tylko w tym wypadku gdy B= I.
«= CCpq CCar Cpr= 1
Jezeli C CCpqCCqrCpr Bi CCpqCCqrCpr, to B



Jezeli CaR i a, to B
Jezeli CaB=1 i a= 1, toCIR = 1
Jezeli CIR =1, to R= 1

To znaczy, wydedukowanenowe twierdzenie ,R“ posiada
wiasnos¢ i t. j. w naszym wypadku wtasnos$¢ jedynkowosci
t j. ,8“ posiada wartos¢ ,+“, czyli ,B= 1"

Rozpatrzywszy regute odrywania na dziedzicznos¢ prze-
konaliSmy sie, ze wydedukowane przy jej pomocy nowe
twierdzenie ,R“ dziedziczy po twierdzeniach ,CaR“ i ,a“"ich
wiasnosé ,91“ t. j, w naszym wypadku ich jedynkowosé.

Ad 3.) ,a“,,Na“ nie moga fcy¢ zarazem jedynkowe t. j, nie
mogg posiadaé zarazem wiasnosci gdyz, jezeli‘,a= 1",
to ,Na=20a jezeli,Na= 1“toa=0“. A wiec warunek trzeci
jest spetniony w tym znaczeniu, ze jezel' ,a“ dziedziczy
wiasnos¢ ,¢1“, to ,Na“ jej nie dziedziczy, i odwrotnie, jezeli
.Na“ ja dziedziczy, to ,a“ jej nie dziedziczy.

Dlaczego?

Dlatego, bo matryca negaciji

Na a
« = 0 1 Na = 0 1
a = 1 0 Na = 1 0

jest tak budowana, ze nie tylko wiasnosci ,91“ lecz w ogodle

“

jakiejkolwiek wiasnosci ,¢“: ,a“, ,Na“ zarazem posiadaé
nie moga.
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Rozdziat siedemnasty.

LEKCJA IX.

Tresé: Niezalezno$¢ uktadu aksjomatow.
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Rozdziat siedemnasty.

LEKCJA IX
18. VII. 1942.

Kwestia niezaleznosci uktadu aksjomatow. Metoda przy
pomocy ktérej moznaby wykazac niezalezno$c¢ jakiej$ tezy od
innych tez.

Ogodlna mysl jest nastepujaca:

Aby stW|erdZ|c niezaleznos¢ tezy ,T“ od tez ,Ai, Aa

. An “ wystarczy znalez¢ witasnos¢ ,W “ spetniajgcg naste-
pujace warunki:

Po pierwsze: Kazda z tych tez ,At, Aa,.. [O» “ posiada
wtasnos$¢ ,W “

Po wtére: Wiasnos¢ ,W “ jest dziedziczna ze wzgledu na
przyjete w systemie reguty wnioskowania.

Po trzecie: Teza ,T“ nie posiada wtasnosci ,W*“. Przy-
ktad witasnosci ,W “ dziedzicznej ze wzgledu na regute pod-
stawiania i odrywania a wiec moggacej stuzy¢ dla udowo-
dnienia niezaleznos$ci jednej tezy od drugiej.

Prawo sylogizmu warunkowego CCpqg CCqr Cpr, ma te
wiasnos¢ ,W “, ze kazda zmienna wystepuje w nim parzystg
ilos¢ razy a mianowicie dwa razy; dwa razy wystepuje ,p“,
dwa razy ,q“ i dwa razy ,r“

Te wtasnos$¢ posiada takze prawo tozsamosci ,Cpp“ i wiele
innych tez. Ta wiasno$¢ ,W “ jest dziedziczna ze wzgledu na
podstawianie i odrywanie.

1.) Jest dziedziczna ze wzgledu na podstawianie dlatego,
ze cokolwiek za jakg$ zmienng podstawiam musze podstawié
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to co$ parzystg ilos¢ razy, wiec ilos¢ kazdej zmiennej po pod-
stawieniu musi by¢ takze parzysta.

2.) Jest dziedziczna ze wzgledu na odrywanie, bo jesli
w wyrazeniu ,Call* kazda zmienna wystepuje parzystg ilos¢
razy i w kazda zmienna wystepuje parzystg ilos¢ razy,
to i w ,8“ kazda zmienna musi wystepowaé parzystg ilos¢
razy.

Wobec tego z zadnego z powyzszych praw t. j. z prawa
sylogizmu warunkowego jakotez z prawa tozsamosci nie
mozna wyprowadzi¢ np. takiej tezy

CpCap
Teza ta nie posiada wiasnoséci ,W “ a wiec jest niezalezna od
poprzednich dwodh tez.

To tak gdyby kto$s dhciat otrzymac¢ np. siarke z sub-
stancji nie zawierajgcej jej, postugujgc sie zwyczajnemi me-
todami chemlcznemi.

Najtatwiej otrzymaé mozna te wtasnosci ,W*“ na pod-
stawie ktérych stwierdzi¢ mozemy niezaleznos¢ tezy ,T“ od
tez ,Ai, As, .1.An“ przy pomocy specjalnie skonstruowanych
matryc. Najpierw wykazemy niezalezno$¢ aksjomatu trze-
ciego (teza ,T“) od dwéch pierwszych aksjomatéw (tezy
»Al, As)

1 CCpq CCqr Cpr

2 CCNppp
3 CpCNpq
Matryce dla ,C*“ pozostawiamy nie zmienng zas dla ,N“ przyj-
mujemy matryce N, traktujgc ,,N“ jako verrum-
0 1
1 1

Pierwszy aksjomat przechodzi stale w 1 dla wszelkich
podstawien zer i jedynek za zmienne.

138



Drugi trzeba sprawdzi¢ osobno, bo jest tu podana nowa
matryca dla ,N“.
Dla p — 0, CCNppp = CCNO0OO = CC100 = CO00 W/ +
Dla p =1, CCNppp = CCN111 = CCIlIli = Cli = 1
Wiasnos¢ ,W*“ t. j. jedynkowos$é, posiadajg oba pierwsze
aksjomaty.
W trzecim aksjomacie podstawiamy za: =
p=0g= 0 CpCNpg = COCNOO
= COCIO = 000 = 1.

p O g - J. CpCNpg = COCNO1
= COCM = COol = 1
= 1,9 = Q CpCNpg = C1GN10

-]

C1C10 = CIO = o

Widzimy, Ze trzeci aksjomat nie posiada wtasnosci ,W*“ a
wiec trzeci aksjomat jest niezalezny od dwdch pierwszych.
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TRESC.

Wstep do genezy logiki str. 5

Rozdziat drugi str.
Geneza logiki w 10-ciu lekcjach str.

Rozdziat trzeci str. 14

Tres¢: Negacja. Polgczenie zdan. Funkcja propozycjonalna.
Funktory zdaniotwé6rcze. Przynalezno$¢ zdan do logiki. Zdania
sprzeczne. Wywartosciowanie zdania. Funkcja. Matryca ne-
gacji. Przeciwienstwo. Kontradyktoryczne przeciwienstwo.
Prawda. Fatsz. Btad. Wartos¢ wyrézniona. Stanowisko
prawdziwosciowe.

ROzdziatl CZWArLY e s str. 28
LEKCJA L str. 28
Tres¢: Najprostszy wywodd. Najprostsze reguly wniosko-
wania. Uznanie zdania ,a = a“. Tozsamos$¢. Zbiér. Pole,

dziedzina, przeciwdziedzina — stosunku dwucztonowego. Nazwy,
zdania, jako rézne kategorie semantyczne. Uznanie sprzecznosci.
Uznanie zasady wykluczonej sprzecznosci. Uznawanie zdan
z tytutu zatozenia; konwencjonalizm i banalnos¢. Wartosci
desygnatéw. Wartosci konotacji.

Rozdziat p iity i, str. 43
LEKCJA I, str. 43

Tresc¢: Wywod albo dowdd sformalizowany. Twierdzenie do
wywiedzenia albo do udowodnienia. Przestanki. Wybér prze-
stanek. Przeksztalcenia przestanek. Dowdd. Reguta podsta-
Wiania r. p. Reguta odrywania r. o. Uznawanie. Implikacja.
Funktory zdaniotwércze. Funktory nazwotwércze. Wiersz do-
wodowy. Znak przestankowy. Podstawianie. Znak podsta-
wiania. Przestanki numerowane. Kreska odrywamowa. Sym-
boliczna torma dowodu. Dwie uwagi w sprawie nastepnika.

Rozdziat SZOSIY e str.

Tres$é: Zdanie gramatyczne jako wypowiedz mysli. Wy-
powiedz zdania w logice. My$l wyrazona potgczeniem zdan.
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Warto$s¢ wyrazona potgczeniem zdan. Matryce stosunkéw dwu-
cztonowych. Wymawianie funktorow zdaniotwérczych. Kori-
junkcja K. Funktor zdaniotwérczy Q. Ekwiwalencja E. Alterna-
tywa nie wytgczajgca A. Implikacja C. Alternatywa wytgcza-
jaca lub dysjunkcja D. Pocigganie. Wynikanie. Pocigganie
jednozwrotne. Pocigganie w obie strony lub dwuzwrotne.

Rozdziat SiOAdM Yy .o, .. . . str. 68, 69
Tres$¢é : Zasada wytaczonej sprzecznosci. Zasada wytgczonego
/$rodka.

Rozdziat 0SmMy = e str. 76, 77

LEKCJA HI str. 7

Tres$é: Wiersz dowodowy. Drugi wywod sformalizowany.
Intuicyjne objasnienie tezy C(a < a) N(a<a). Zdania sprzeczne.
Przyktad. Nie mozna wyrazi¢ zasady wylgczonej sprzeczno$é
przez zasade wylgczonego $rodka. Luzne uwagi odnosnie sylo-
gistyki i studjum zawoddéw praktycznych.

Rozdziat dZi€ W ig ty oot str. 83, 84
LEKCJA IV str. 84

Tres$¢: Analiza wzoru CCpNpNp. Logika zdan jako podsta-
wowy system logiczny. Metoda zerojedynkowa sprawdzania
prawdziwosci praw logiki zdan. Prawm dwuwarto$ciowosci.
Matryca negacji. Matryca dla implikacji. Sprawdzanie tezy
CCpNpNp. Stopnie mozliwosci bytu. Budowa pierwszego aksjo-
matu CCpqCCqrCpr i sens drugiego aksjomatu CCNppp.1 Bu-
dowa i sens trzeciego aksjomatu CpCNpq. Regula podstawiania.

Rozdziat d Zi€ Siglty ooooeeioieiiiieeeeeeeeeeee e .. str. 90
9. VII. 42. wieczor.
Zapytahia na lekcje piata.

Rozdziat jedynasty . . . . str. 94, 95
LEKCJA V. e str. %A
Tres$é¢: Tezy, aksjomaty, twierdzenia. Zdanie logiczne t. j.
wyrazenie nalezgce do logiki. Sprawdzanie tez logicznych

metodg zerojedynkowg. Logika nie robi réznicy miedzy praw-
dziwoscig zdan elementarnych a prawdziwoscig zdan funktoro-
wych. Realny uktad aksjomatéw. Oczywisto$¢. Terminy pier-
wotne. Przykiad sprawdzenia aksjomatu trzeciego przy pomocy
metody zerojedynkowej.
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Rozdziat dwUunNasty....ccccceeeeevecvneennnnnn. str. TAQ 101
LEKCJA VI. str. 101

Tresé: Zbiér, W.sprawie poprzednika drugiego aksjomatu.
Wyrazenie sensowne. Wyprowadzenie prawa tozsamosci ,Cpp*
z trzech aksjomatéw. Obliczenie matrycy alternatywy na pod-
stawie definicji.

Rozdziat trzynasty e str. 107
Zapytania na lekcje VII.

Rozdziat czternasty....iviiiiiiniiieiic e str. 109,110
LEKCJA V1t str.110

Tresé: Zdania sprzeczne. Zdania niezgodne. Wyrazenie.
Prawo tozsamosci jako stabo dedukcyjne nie nadaje sie do do-
wodzenia. Regufta zastepowania definicyjnego. Definicja kon-
junkcji. Utozenie matrycy dla konjunkcji. Poza lekcjg. Podanie
definicji alternatywy na podstawie matryc alternatywy i kon-
junkciji. Definicja réwnowaznosci (ekwiwalencji). Matryca
ekwiwalencji. Stéwko ,wtedy, gdy“. Stéwko ,tylko wtedy, gdy“.
Warunek wystarczajacy. Warunek konieczny. Dwa przyktady.

Rozdziat piginasty str. 123, 124

Tres¢é: Funktor zdaniotwérczy.od dwoch argumentéw nazwo-
wych. Znak implikacji. Symbolika beznawiasowa. Arytme-
tyczne prawo tacznosci dla dodawania. Prawo monotonii.

Rozdziat szesnasty str. 128, 129
LEKCJA VIII. str. 129
Tresé: Cztery funkcje od jednego argumentu: Falsum ,F*,
Asercja ,S“, Negacja ,N“, Verrum ,V*. Funkcje od dwoch

argumentéw. Cechy uktadu aksjomatéw. Niesprzecznos¢, nieza-
leznos¢, zupetnos¢. Dowdd niesprzecznosci aksjomatow. Jedyn-
kowos$¢. Dziedziczno$¢ wiasnosci ,<? ze wzgledu na reguty
wnioskowania. Przyktady.

Rozdziat siedemnasty str. 136, 137
LEKCJA DX 5 e s str. 137
T res$¢ : Niezaleznos¢ uktadu aksjomatow.
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Str.:

17
18

RBBIBR

Wazniejsze bledy drukarskie.

Wiersz:

9. od dotu
8.19. od dotu

18. i
dotu

19. od

i 29. od
dotu

Zamiast:

pa
p/a

al/slonce

stonce

sSwieci
Swieci/0
p/a
als forice
stohce

sSwieci
Swiecil/l
p/a
alstonce
stonce

Swieci
Swieci/w

Zbiér zdan ,p/a

implikacji o nastepniku

al/slonce $wieci
stohce

Wp= W

Zbiér zdan ,p/a

alstonce $wieci

stohce

Powinno by¢:

P, a

p/a
alslonce
stohce

p/a
alslonce
stonce

p/a
alstonce
stonce

Swieci
Swieci/0
Swieci
Swieci/l
Swieci
Swieci/w

Swieci w“ jest poprzednikiem

Swieci/w® pocigga zdanie ,p = w*.

Pocigganie powyzsze przy prawdziwosci ,p/a

daje prawdziwos¢ zdania ,p = \v'

Podobnie odnos$nie wartosci 0, 1.

1.
gory
1. od dotu
13. od dotu
4. od gory
3. od gory
9. od gory
9, 10, 11. od
gory

12. od

, ktérg przedstawiamy
za zmienng zdaniowq.
Swieci

oznaczamy

subjektliim

,Ca3“i,a“

»Ca3“i,a“,

bo a= 0, pociggajac
wszystko, nic nie po-
cigga; a, jezeli a= 0 nic
nie pocigga, bo wszy-
stko pocigga, to tak
ADO«~ ! jak AOl= 1.
a wiasnie takie zalez-

alslonce $wieci
stonce swieci/w

, ktéra jest tym samem
co zmienna zdaniowa,
Swieci

symbolizujemy

subjectum

,Ca(3“, ,a“

,Cali, ,a“.

bo a=1, pociggajac
3= 1 przy pofgczeniu
Qia3 = = 1 nie po-

cigga 3 —0, to znaczy
Aa3 = AIS = AIO=10
posiada w tym wy-
padku wiasnie takie za-
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Str.  Wiersz.: Zamiast: Powinno by¢:

nosci zawiera matryca leznosci wartosci jakie

G. podaje matryca C.
93 I. od géry stosunek miedzy ,ai” stosunek ,ai“ do ,aa“
i .aa"
131 11. od dotli q—~0 o'"1
131 7. od géry 0 0
1 0
0 1

Katowice, 19. maja 1947 r.
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