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Predhovor

Vysokoskolska ucebnica je venovana problematike pocitacovej podpory inzinierskych
¢innosti a matematického modelovania v oblasti vyrobnych technologii. S narastajicimi
poziadavkami na presnost, efektivitu a inovativnost’ technickych rieSeni sa pocitacova
simuldcia a modelovanie stavaju klI'uCovymi nastrojmi pre modernych inzinierov. Vyznam
tohto pristupu spoc¢iva v schopnosti testovat’ a analyzovat’ nové navrhy vo virtualnom prostredi,
¢o Setri Cas, naklady a znizuje potrebu fyzickych prototypov.

Cielom vysokoskolskej ucebnice je poskytnit’ Studentom a odbornikom v praxi
systematicky prehl'ad metdd a technik, ktoré sa vyuzivaju v pocitacovej podpore inzinierskych
¢innosti. KI'iCovu pozornost’ venujeme metdédam, ako je napriklad metéda koneénych prvkov
(FEM), a ich aplikécidm pri navrhovani a optimalizicii vyrobnych procesov. Vysokoskolska
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V kontexte neustdle sa vyvijajuceho inzinierskeho prostredia je dodlezité, aby si odbornici
osvojili nove nastroje a pristupy, ktoré im pomozu efektivne riesit’ vyzvy, ktoré pred nimi stoja.
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Zoznam symbolov a skratiek

BEM
DOF
FDM
FE
FEA
FEM
FSI
FVM
MBD
MEMS
PDE
VPS

metdda hrani¢nych prvkov (Boundary Element Method)

stupent vol'nosti (degree of freedom)

metdda kone¢nych diferencii (Finite Diference Method)

konecny prvok (Finite Element)

analyza kone¢nych prvkov (Finite Element Analysis)

metdda kone¢nych prvkov — MKP (Finite Element Method)
interakcia medzi tekutinou a Struktirou (Fluid Structure Interaction)
metdda kone¢nych objemov (Finite Volume Method)

viacbodova dynamika (Multibody Dynamics)
mikroelektromechanické systémy (Micro Electro Mechanical Systems)
parcialne diferencialne rovnice (Partial Differential Equation)

rieSenie virtudlneho vykonu (Virtual Performance Solution)

11



12



Uvod

V stcasnosti technicki inzinieri musia pri projektovani technického zariadenia
vykonavat' okrem iné¢ho aj matematické vypocty, ktorymi overia spravnost navrhovanej
geometrie, zvoleného materidlu, ale aj pozadovani bezpecnost, funkcnost’, spolahlivost,
zivotnost’ a efektivnost’ svojich ndvrhov. Donedédvna sa na technické vypocty vyuzivali
vacsinou analytické metddy, ktorych vyhodou bola relativna jednoduchost, vyustujica do
stanovenia jednoduchych vzorcov (zostavenych do tabuliek — strojnicke, stavebnicke,
elektrotechnické). Nevyhodou analytickych metdd bolo silné zjednodusenie fyzikalneho
modelu realneho systému alebo prvku, aby sa dal popisat’ ¢o najjednoduch§imi matematickymi
rovnicami riesitelnymi pomocou kalkulacky. Takto sa redlny priestorovy objekt zredukoval na
jedno alebo dvojrozmerny, nelinedrne tlohy sa linearizovali a ¢asovo zavislé stavy sa riesili len
pre ustdlené stavy. Pouzival sa najmid homogénny izotropny material, ktorého spravanie
popisoval jednoduchy materidlovy model.

Vd’aka rozvoju vypoctovej techniky a vyrobe novych materidlov je v sti¢asnosti mozné
zostavovat fyzikalne a matematické modely skimanych objektov bliZiace sa realite z hl'adiska
geometrie, pouzitého materidlu aj funkcie. Vznikaji nové numerické, pocitacovo orientované
vypoctové metody, ktorych algoritmus je zapracovany do pocitacovych softvérov. Nasledne
potom mozno vo virtudlnej realite vytvorit’ vypoctovy model, ktorym sa analyzuju zlozité
linedrne aj nelinedrne, stacionarne aj nestacionarne odozvy navrhovaného systému na
prevadzkové ale aj kritické stavy zataZenia.

Trendy pocitacovej podpory vo vyrobnych technologiach sa prejavuju v Coraz vicsej
miere a st zamerané na rieSenie komplexnych problémov s vyuzitim:

* stratégii viacuroviiového modelovania (multiscale modeling),

* vzajomného prepojenia viacerych fyzikalnych poli (multiphysic coupling).

Problematika teoretickych zdkladov metdédy kone¢nych prvkov (FEM) ako aj jej
aplikacie je Siroko a podrobne rozpracovand v doméacej a zahranicnej literature. Zaklady FEM
sa mOzu vyucovat’ réznymi spdsobmi. Strojni inzinieri ju radi ucia ako metddu Strukturalnej
analyzy, poc¢nic pratmi a nosnikmi s hladanim deformacii a posunuti v ramci elastickej
Struktary kontinua. Pre vac¢Sinu strojnych inzinierov a to je viac-menej spdsob, akym bola tato
metoda vyvinuta v 50. rokoch minulého storocia.

Dalsi sposob, ako nazerat na FEM, je vnimat ju ako vSeobecnu metodu na riesenie
problémov okrajovych hodnoét parcidlnych diferencidlnych rovnic prostrednictvom

preformulovania pomocou variacnych foriem, Castoaj nazyvanych slabych foriem. Tento
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pohl'ad vznikol neskoér, v Sestdesiatych rokoch, a ma tu vyhodu, ze je skepticky pre oblast’
aplikacie, ¢i uz ide o pevnll mechaniku, mechaniku tekutin, akustiku, elektromechaniku atd’.
Hlavnym cielom vysokoskolskej ucebnice je blizSie, komplexné priblizenie
problematiky matematického modelovania a pocitatovej simulacie SirSiemu spektru
pouzivatel'ov, konsStruktérov a vyskumnikov. Vysokoskolska ucebnica by mala sluzit’ ako
odrazovy bod pre ich d’alSie Stadium a moéze byt napomocna pri ich d’alsSom odbornom raste.
Vysokoskolska ucebnica je celkovo Clenena do desiatich kapitol, ktorych tlohou je
postupne zoznamit’ Citatel'a s problematikou. V jednotlivych kapitolach je rozsiahla pozornost’

venovana metode koneénych prvkov (FEM) a jej aplikéacidm.
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1 Matematické modelovanie a pocitacova simulacia v oblasti

vyrobnych technoladgii

Modelovanie je experimentalno-informaény proces, v ktorom je realnemu skimanému
systému (originalu) podla urcitych kritérii jednoznacne priradeny iny systém, fyzicky alebo
abstraktny, ktory sa nazyva model. Predstavuje metdédu poznavania, ziskavania a systemizacie
poznatkov o skimanom systéme.

Modelovanie je skimanie objektov pomocou inych, spravidla umele vytvorenych
objektov, v ktorych sa vyjadruja, charakterizujii a definuju iba vybrané vlastnosti, stranky a
vztahy originalneho objektu. Je to vlastne reprodukcia charakteristik urcitého objektu na inom

objekte, Specidlne vytvorenom na ich stidium. Tento druhy objekt sa nazyva modelom.

modelovanie simuldcia 7
. ; - Modelové zaria
Realny systtm («—»ENODEL Jl«—» S c,l, r,l ——
= Pocita¢

realny systém

formulacia mate-
matického modelu
modifikacia
formulacie
rieSenie
e simulacia
modifikacia ( )
modelu
overenie modelu
(verifikacia)

Obr. 1 Vzt'ah modelovania a simulacie

Modely sa vo vSeobecnosti rozdel'uja podla:

charakteru modelového procesu (A),

e podobnosti medzi modelom a dielom (B),
e sposobu spracovania modelovej tlohy (C),
e Ucelu modelu (D),

¢ riadenia modelového procesu (E).
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A | DETERMINISTICKE | | STOCHASTICKE
FYZIKALNO MATEMATICKE I MODEI CISLICOVE
MATEMATICKE Y HYBRIDNE
D POZNAVACI NERIADENE E
RIADIACI RIADENE

Obr. 2 Rozdelenie modelov

Matematicky model je zobrazenie skiimanej skutocnosti (origindlu), ktoré je vyjadrené
matematickymi vyjadrovacimi rovnicami.

Matematické rovnice opisuji materidlové, energetické bilancie a zmeny hybnosti,
elementarnych procesov (dejov), teoretické a empirické vztahy, ohrani¢enia parametrov

procesu.

Klasifikacia matematickych modelov:

Linearne a nelinearne: Ak su funkcie (podmienky) reprezentované linearnymi rovnicami,

model sa oznacuje ako linedrny. Ak je aspon jedna z podmienok alebo obmedzeni
reprezentované nelineadrnou rovnicou, model sa oznacuje ako nelinearny.

Deterministické a stochastické (pravdepodobnostné): Deterministicky model vykazuje po

opakovani pokusu za rovnakych pociatoénych podmienok rovnaké spravanie, kym pri
stochastickom modeli je pritomna nahoda.

Statické a dynamické: Staticky model prvok ¢asu neuvazuje na rozdiel od dynamického.

Sustredené parametre a rozlozené parametre: Ak je model homogénny (v konzistentnom stave

v kazdej Casti systému), parametre su ststredené. Ak je systém heterogénny (rozli¢ny stav v
roznych castiach systému), st parametre rozlozené. Rozlozené parametre su zvycéajne

reprezentované parciadlnymi diferencidlnymi rovnicami.

Typy modelov suvisia s typom problémov a s typom inZinierov, ktori sa rieSenim tychto
problémov zaoberaju:

FUNKCIONALISTI si predstavuju, ze kazdy systém moze nadobudat’ nekoneéne rézne
podoby, a kazdej podobe priradia nejaké ¢islo, funkcional. Potom si tieto ¢isla vynesu a hl'adaju
miesta, ktoré su nie¢im zvlastne, zvyc¢ajne minima, maxima, inflexiu a tymto miestam priradia
zvlastny mysticky vyznam, napriklad to, Ze reprezentuju stav rovnovahy, stav straty stability a

pod. Pohybujii sa najmi v oblasti pruznych telies, SOLID a su teda zvy¢ajne ROBUSTNI.
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LCahko ich spoznate podl'a toho, Ze za jedint pouzitenti numerickit metddu povazuju konecné
prvky (so skripanim zubov snad’ aj Boundary elements) a pouzivaju slovicka ako Cauchy Green
tenzor, Kirchhoff - Piola stresses, siedmy Invariant pod.

DIFERENCIALISTI veria zakonu zachovania hmoty, hybnosti a energie a domnievaja
sa, ze z tychto bilancii dokdzu popisat’ stav systému v nekonecne blizkom okoli 'ubovol'ného
bodu diferencidlnymi rovnicami. Z rieSenia tychto rovnic potom vestia realitu celku. Pohybuju
sa najma v oblasti transportnych javov a prudenia. Pri vybere numerické metddy nie su prilis
vyberavi, kazda metoda, ktora vyriesi ich rovnice je im dost’ dobra, ale vicsinou volia metodu
koneénych objemov. Casto pouzivaji slovitka ako materialova derivacia.

PARTIKULARISTI neveria mechanike kontinua. V$etko mozno odvodit’ z mechaniky
hmotného bodu. Existujt iba diskrétne veliciny ako v digitalnych pocitaCoch. Zlozitost reality
je spdsobend velkym mnoZstvom paralelne beZiacich jednoduchych procesov. Spoznéate ich
podra toho, Ze sa strania vietkych ostatnych a st DISKRETNI.

FATALISTI neveria, Ze je v 'udskych silach spoznat’ zakony bozskej prozretelnosti a
preto sa obmedzuji na opis pozorovanych javov. Miluju expertné systémy, metédy umelej
inteligencie, inziniersku koreldciu a Statistiku, aj ked’ sa pragmaticky nevyhybaji ani
pouzivaniu Sedych skriniek.

CHAOQOTISTI pripustaju existenciu nejakych principov, ale neveria v ich zmysluplna
rieSitelnost’. Neznasaju hladké krivky a radSej ich kazia napr. generatormi nahodnych cisel.
Miluju katastrofy, podivnosti a atrakcie, st ATRAKTIVNI. Zvlast pre Zeny, ktoré okuzl'uja

cudzimi slovami a farebnymi kvetmi fraktalov.

Simulécia je proces realizacie experimentov na vytvorenom modeli s cielom skumat,
hodnotit’, analyzovat’, pochopit’ a predikovat’ spravanie sa systému v roznych podmienkach. Je
to imitacia redlnych procesov a systémov v Case. Simulovanie predstavuje proces ziskavania

odozvy modelu na zmenu vstupnych udajov.

Matematické modelovanie a poc¢ita¢ova simulacia:

e predstavuje G¢inny nastroj pre skimanie, hodnotenie a predikciu spravania sa objektov,

e predstavuje navrh, analyzu a optimalizaciu vyrobnych procesov,

e prispieva k hlbSiemu pochopeniu javov a procesov, prebiehajicich na makroskopickej aj
mikroskopickej trovni,

e umoziuje urcit’ determinujtce faktory, ovplyviujtice sledovany proces,

e umoziuje identifikovat’ pri¢iny neziaducich javov,
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e podnecuje dalsi rozvoj experimentalnych metdd.

Aplikovana
matematika

Obr. 3 Vztah modelovania a simulacie k d’alsim vednym disciplinam

1.1.1 Trendy modelovania a pocitacovych simulacii v oblasti vyrobnych

technologii

Vo vSeobecnosti, vo vac¢sine vyrobnych technologii dochadza k vzniku teplotnych poli
a napidtovo-deformaénych stavov. Z metodologického hladiska je mozné existujuce
technologické procesy definovat’ ako dynamické tepelné, fluidné a Strukturalne systémy, v
ktorych sa menia parametre v priestore a ¢ase, priCom limitujucim stavom je jeho zaciatocny
alebo konec¢ny ustaleny stav.

Metodolégia modelovania je preto orientovand na definiciu systémov, ktoré mozno
oznaCit' ako deterministické, spojité a nelinearne. Pritom sa zvazuje, Ze nahodilé
(stochastické) javy, ako si zmeny povrchovych vlastnosti materidlov (absorptancia, emisivita,
povrchové napitie), poruchy vnltornej stavby materidlov, kolisanie energetickych prikonov do
procesu z okolia atd. nemaju na skumany jav vyraznejsi vplyv, a preto si pri tvorbe
simula¢nych modelov zanedbavane.

Asymptoticky model, pod ktory spadaju tepelné a Strukturalne ulohy s okrajovymi
podmienkami, vyZaduje definovanie podmienok jednoznacnosti, t.j. zadanie geometrickych,
okrajovych a pociatoccych podmienok ako aj termofyzikalnych a mechanickych vlastnosti

materialov.
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Analyza problému

V§ a aciz icky zikdlny latematicky
seobecmt:ormulicn ™ Teoreticky N Fynk.tlny ) Matematicky
problému rozbor opis model

METODA
Deterministicka Stochasticka

VoI'ba metddy

v v v v v

Logicka Analyticka Numericka Analégova Hybridna
v rd
Modelové riesenie SIMULACIA

Cislicovd | Analégovd | Hybridna

Obr. 4 Postup pri analyze problému, vol'be metddy a modelovom rieSeni

parametre procesu
zvarania

Tepelna analyza

Elektro- - — Analyza
magnetickd [ Metalurgicka Napiitova BN (ifiiznych

analyza analyza analyza procesov

Joulovo v I difizia,
teplo mikros$truktiira, deformacie, precipitacia
vlastnosti zvySkové napiitia

materialové
vlastnosti

geometricky model
zvdraného telesa

Obr. 5 Ukazka prepojenia viacerych fyzikalnych poli

pri modelovani procesov tavného zvarania

Tavné zvaranie je jednou z vyrobnych technologii, predstavujuce zlozity proces, ktory
Vv sebe zahfiia multifyzikalne (tepelné, fluidné, metalurgické, chemické, mechanické, difizne a
v niektorych pripadoch tieZ elektromagnetické javy), ktoré zavisia od velkého mnozZstva

parametrov.
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Navrh riesenia

{ AnalZzy
Koncepcia softvérovy
[ Prototyp L Cikidesiadd

Overovanie -—I S

Racionéll_le'(optimélne) Viroba Cosmos/M, MARC,
rieSenie Y NASTRAN, ANSYS,
I ABAQUS a dalsie.

Tradiény postup pri vyvoji nového vyrobku

Vyvoj produktu s pomocou predikéného inzinierstva

Navrh vyrobku bez numerickej simulacie

—— =\: -

Navrh vyrobku s numerickou simuldciou

Usetreny
Koncepcia A Eas
4 . a naklady

Cas ndvrhu
sa zni¥
s pouZitim simulacie

Overovanie s réznymi
materidiovymi modeimi

Obr. 6 Vyvoj vyrobku vyuzitim virtualneho navrhovania a testovania
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2 Pocitacova simulacia

Pri matematickom modelovani inzinierskych uloh (v mechanike poddajného telesa)
vznikali zlozité, dovtedy nerieSitené systémy obycajnych alebo parcidlnych diferencialnych
rovnic. Z toho vyplynula potreba vyvoja numerickych pocitaCovo orientovanych metdd,
Ktorymi by sa tento problém zvladol.

Numerické metddy transformuji systém parcialnych alebo obycajnych diferencialnych
rovnic popisujuci danu tlohu na algebraicky systém rovnic, ktory sa riesi na pocitaci. Napr.:
- diferencialne pohybové rovnice poddajného kontinua,
- diferencialne rovnice prenosu tepla,
- diferencialne rovnice prudenia plynov a kvapalin,
- diferencialne rovnice elektrického a elektro-magnetického pola,

- diferencialne rovnice akustiky, Ziarenia, atd’.

Diferencidlne rovnice si zOstavené pre neznamu funkciu pola (posunutia, teploty,
elektrického potencidlu, ...) na kone¢nej ohranicenej suvislej alebo viacnasobne stvislej
oblasti (Ciara, plocha, objem). Nezndme pole je spravidla skalarne (teplotné, potencialové)
alebo vektorové (deformacné, rychlostné).

Ciel'om rieSenia diferencidlnych rovnic je najst’ tuto funkciu zavisla od stradnic
zvoleného vztazného stradnicového systému tak, aby spifiala pociatoéné a okrajové
podmienky rieSenia. Tato funkcia mdze byt rovnicou krivky, plochy alebo objemu. Dosadenim
suradnic vybrané¢ho bodu skiimanej oblasti mozno z tejto funkcie dostat” hodnotu ,,primarne;*

neznamej fyzikalnej veli¢iny v danom bode.

K dispozicii st dva zékladné spdsoby vypoctu:

a) rucné prepocitanie pomocOU vztahov, ktoré si teoreticky i prakticky overené — takéto
vypocty su sice presné, ale vzdy moéZeme vypocitat’ len napitia, posuny, reakcie v
pocitanom mieste. Ak by sme chceli zmapovat’ cely vyrobok komplikovanejSich tvarov,
museli by sme vykonat' veI'mi vela opakujucich sa vypoctov. V komplikovanych
prechodoch vyrobku by sme ale urcite narazili na problémy so spravnym
naformulovanim vztahov. Ru¢né vypocty je vhodné pouzit' pri jednoduchych
suciastkach ako st profily, hriadele, valcové nadoby a rozne symetrické stciastky

jednoduchych tvarov.
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b) vypocty metodou konecnych prvkov - tato metdda je pouzitel'na pomocou pocitaca. Je to
spdsob vypo¢tu pomocou matematického modelu, ktory sa vytvori na zéklade
vymodelovaného tvaru suciastky a zadanim okrajovych podmienok.

Pocitacovii simulaciu je mozné povazovat' za informacény experiment, v ktorom je skimany
problém analyzovany deterministicky s vyuzitim numerickych metéd, pricom modelové
rieSenie je realizované cCislicovou simulaciou prostrednictvom vhodného programového

systému (Obr. 4.).

2.1 Kedy pouzit pocitacova simulaciu
Pouzitie simuldcie je vhodné a uzitocné najma v pripadoch, ak:
e redlny systém nie je k dispozicii,
e procesy v systéme prebichaju prili§ rychlo alebo pomaly,

e redlne experimenty sl nebezpecné, financne alebo ¢asovo prili§ narocné.

Simuléciu sa neodportca realizovat’, ak
e problém je mozné riesit’ analyticky,
. . ve oo . 0y I3 .
¢ je jednoduchsie a lacnejsie realizovat’ redlne experimenty,
e nie st k dispozicii dostatocne presné vstupné tidaje,

e model nie je mozné verifikovat’.

Matematicky
model

ANALYZA
PROBLEMU

Fyzikdlny
model

Geometricky
model

Okrajové
podmienky

Zaciato¢né
podmienky

P

SIMULACNY METODA:
MODEL Numericka

Cislicovy po¢ita¢

Interpretacny

Vysledky:

Analyza:

Nestaciondrna
Nelinedrna

prostriedok:

ANSYS

Teplotné polia

(metdda kone¢nych

prvkov)

Polia posunuti
Napiitové polia

Obr. 7 Blokova schéma pocitacovej simulacie

2.2 Analytické pristupy

Umoznuju ziskat’ rieSenie v tvare funkcie ¢asu a priestorovych suradnic. Ich vyhodou

je velka rychlost vypo¢tu a malé hardvérové naroky. Ich pouZitie je vo vidcSine pripadov
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obmedzené na zjednoduSené ulohy. Analytické metddy zahfilaju napr. variaéné metody,
metddy separacie premennych, priblizné analytické metédy vyuzivajice Besselove funkcie

a dalsie. Ich vyznam klesa s rozvojom vypoctovej techniky.

2.3 Numerické pristupy
Vyuzivaji sa predovSetkym pre rieSenie redlnych problémov. Ich podstatou je

diskretizacia spojitych veli¢in, ktora vedie k vyjadreniu diferencidlnych rovnic ako sustavy
algebraickych rovnic. Ich rieSenim je hl'adané rieSenie skimaného procesu v kone¢nom pocte
diskrétnych miest [1].
K numerickym metédam patri:

e metdda konecnych diferencii (FDM),

e metoda konecnych prvkov (FEM),

¢ metoda konecnych objemov (FVM),

e metdda hrani¢nych prvkov (BEM).

K d’al§im metédam mozno zaradit’: neurdnové siete a vyvijané s bezsietové metody.

2.3.1 Metoda konecnych diferencii (FDM)

V FDM je vyjadrenie diferencialnych rovnic v tvare sustavy diferencnych rovnic.
Presnost’ rieSenia je dand diferencnou schémou (explicitnd, implicitnd a pod.) a hustotou siete.
Relativna jednoduchost’ schémy umoziuje vyuzitie tejto metody i pre silno nelinearne zdruzené
problémy, vicSinou pri pouziti vel'mi rozsiahlych sieti. Typické uplatnenie je pre tepelné
vypocty a prudenie, menej Casté je pre vypocCty Strukturdlnych uloh. Véac¢sinou pre definované
geometrie, ktoré by mohli byt reprezentované Struktirovanymi mriezkami. Tato metoda je
podmnozinou FEM, pretoze pracuje hlavne pre Struktirovanu priestorovu diskretizaciu. To
znamena, ze problémy rieSené metddou kone¢nych diferencii by sa dali vyrieSit FEM, ale
konverzacia nie je nevyhnutne pravdivd. Jeden z rozdielov v pripade FDM spdsobuje
aproximacia vys$sieho radu v Taylorovom rade, ktory sa pouziva na linearizaciu PDE (chyba

kratenia).

2.3.2 Metoda konecnych prvkov (FEM)
FEM patri do skupiny variaénych metod. RieSenie je hl'adané v tvare minimalizacie
funkcionalu prislusného k danej ulohe vzhl'adom k tejto veliine (napr. pre Strukturdlne Glohy

sa jedna o funkciondl celkovej potencionalnej energie, pre tepelné ulohy je to funkcional
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celkovej energie sustavy). To vedie k ststave algebraickych rovnic, ktorych rieSenim st
nezname hodnoty parametrov tvarovych funkcii.

Tato metoda diskretizuje tlohu do kone¢nych prvkov a vypocita vlastnosti v kazdom
uzle. Tvarové funkcie alebo zakladné funkcie sa pouZzivajl na interpolaciu v kone¢nom prvku,
pre rieSenie ziskané v tychto uzloch. VSeobecne je prijatel'na linedrna interpolacia. Ak tomu tak
nie je, mozu sa pouzit’ aj funkcie kvadratického alebo kubického tvaru na ukor vypoctového
casu. Kazdy konecny prvok je formulovany s maticou tuhosti, ktord sa nazyva lokalna matica
tuhosti. Vysledkom je, ze parcidlne diferencialne rovnice sa konvertuju na subor algebraickych
rovnic, ktoré sa dajii pomerne I'ahko vyriesit. Na rieSenie tychto algebraickych rovnic su uz
vyuzivaju pocitacové programy.

FEM je najcastejSie pouzivand a je u€innd pre vSetky geometrie vratane tych, ktoré maju
komplikované tvary a vlastnosti. FEM transformuje vypocet primarnej neznamej v teoreticky
nekonecnom pocte bodov oblasti na vypocet jej hodndt v kone¢nom pocte bodov — v uzlovych
bodoch. Pri inych numerickych metdodach nemaju volné koeficienty nahradnej funkcie
spravidla ziaden fyzikalny vyznam, a ak sa volia podoblasti, tie maju spravidla diferencialnu a
nie konecnu velkost. FEM je vSak tiez vzhl'adom na volbu ndhradnych funkcii metédou
pribliznou a jej presnost’ zavisi na jemnosti diskretizacie rieSenej oblasti na konecné prvky
a uzlové body. FE maju tvar ¢iary, plochy alebo objemu kone¢nych rozmerov.

Programy FEM dokaZzu riesit’ viaceré typy vypoctov:
- linearnu a nelinearnu statiku, dynamiku a stabilitu,
- teplotné polia,
- laminarne a turbulentné pradenia,
- tvarovl a rozmerovu optimalizaciu,
- Unavu,

- elektromagnetizmus.

2.3.3 Metoda konecnych objemov (FVM)

Je zaloZena na podobnom principe ako FDM (vyjadrenie diferencialnych rovnic v tvare
sustavy diferenénych rovnic). Rovnako ako pri FDM je presnost’ rieSenia dana diferen¢nou
schémou (explicitnd, implicitnd a pod.) a hustotou siete. Relativna jednoduchost’ schémy
umoznuje vyuzitie 1 pre silno nelinedrne zdruZené problémy, vicSinou pri pouziti vel'mi
rozsiahlych sieti.

Na Obr. 8 je znazornena schéma Strukturovanej siete. Uzlové body a, b, c, d siete tvoria

bunky v tvare $tvoruholnika. Stvoruholniky sa interpretuji ako kontrolné objemy. V strede
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objemu sa nachadza vypoctovy bod P, ktory reprezentuje cely kontrolny objem. Susedné body
st E, W,NaS.

Na kontrolny objem (Obr. 9) sa aplikuju uréujice rovnice pridenia v integralnom tvare
- t.J. pocita sa tok hmotnosti, hybnosti a energie cez steny objemu. Vlastnosti si vypocitané pre
kazda bunku namiesto uzla. Vychadza z integralnej formy ochrannych zdkonov a dokaze
zvladnut’ diskontinuity v rieSeniach. Jednoducho povedané, ¢o prichddza, musi ist von. FVM

aproximuje hodnotu integralu na referencnej bunke.

Lo

Obr. 8 Konstrukcia kontrolného objemu z uzlovych bodov siete

a s vypoctovym bodom P v strede objemu

1 HRANICNY UZOL (node, vertex)

o] o] [e] o]
o o I o o / HRANA (edge)

: PLOCHA STENY (face)
o o o L e
VYPOCTOVY UZOL (centroid)
o o ° ° KONTROLNY OBJEM, BUNKA (cell)

Obr. 9 Konrolny objem vytvoreny z uzlovych bodov siete

Cim je siet’ koneénych prvkov jemnejsia, tym je presnost’ rieSenia vyssia. Typické
uplatnenie tychto metdéd je pre tepelné vypocty, je to efektivne rieSenie problémov pri
prietokoch kvapaliny, menej ¢asté je pre vypocty strukturalnych tloh. FVM je implementovana
napr. vo vypoctovom systéme Fluent (tepelné ulohy, pridenie a niektorych zdruzenych

tepelnych procesoch, napr. viacfazové pridenie, fazové premeny, horenie a d’alsie).
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2.3.4 Metoda hrani¢nych prvkov (BEM)

Numerickd metdda na rieSenie linearnych parcialnych rovnic, ktoré su formulované v
tvare integralnych rovnic. Pouzivaja sa v rdznych inZinierskych a vedeckych oblastiach (fluidna
mechanika, akustika, elektromagnetizmus, mechanika lomu). V BEM je vytvoreny model
suciastky rozdeleny na elementarne prvky, ktorych rozmery sa daju nastavit’ a maju pevne
stanovené hrani¢né prvky. Pri tomto systéme vznikaju v niektorych pripadoch urcité
nepresnosti. Je to napriklad v okoli komplikovanych otvorov v stciastke, alebo v zlozitych
prechodoch jednotlivych ploch. Pre program je problematické pokryt suciastku
zodpovedajucimi elementmi a preto sa Casto tieto oblasti zjednoduSuji. Toto modze ovplyviiovat
spolahlivost’ vysledkov, podl'a ktorych sa budu konstruktéri d’alej rozhodovat'.

BEM v porovnani s FEM pontka redukciu systému o jeden rad. Prakticky to znamena
redukovanie priestoru potrebného na archivaciu vstupnych dat systému. Napriek tomu sa v
integra¢nej formulacii neda vyhnat' naroénému vyhodnocovaniu koeficientov matic, ¢o v
kone¢nom dosledku moze viest' k predizeniu vypoétového Easu. K podobnému javu moze dojst’
pri presunuti potreby poznania hodndt hladanej veliiny vo vnutri skimanej domény na
postprocesor.

Problematickym je aj absencia nenulovych prvkov v maticiach systému, co stazuje
pouzitie kompresnych metdd pri archivacii alebo rieSeni sustav rovnic. Metoda vSak dokonale
eliminuje nevyhodu FE a to previazanost'geometrie na samotny model. Aj ked’ vicSina
sofistikovanych FEM softvérov pontka automatické presietovanie tlohy pri pozadovanych
zmenach, diskutabilnym ostava kompatibilita rieSenych modelov, pripadne mrhanie prvkami
pri potrebe dosiahnutia vysledkov s dostato¢nou presnost’ou.

RieSenim sa ukazuje modernd kombinacia FEM a BEM, ked regiony su vzajomne
previazané pomocou systému hrani¢nych prvkov a nelinearity systému su podchytené

koneénymi prvkami.

2.4 Porovnanie a rozdiely FDM, FEM, FVM, BEM

Zakladnym rozdielom FEM oproti inym numerickym metddam je, Ze nahradné funkcie
sa volia nie pre celu oblast, ale pre podoblasti konecnych rozmerov (na ktoré je dana oblast’
rozdelend - diskretizovana) — kone¢né prvky FE. Zasadou je, Ze pre vSetky prvKky danej
skupiny si nahradné funkcie rovnaké. FE st navzdjom pospajané uzlovymi bodmi (mozu
leZat’ na hranici prvku — napr. v ,,rohoch®, ale aj vo vnutri prvku). Volnymi parametrami st

primarne nezname rieSen¢ho pol'a (posunutia, teploty, potencialy, ...) v uzlovych bodoch.
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Pri porovnavani rozdielu medzi metédou koneénych prvkov (FEM), metédou
konecnych diferencii (FDM) a metdédou konecnych objemov (FVM) je potrebné konstatovat’,
ze VSetky tieto metody st nejakou formou numerickych metod, ktoré sa pouzivaji na riesenie
parcialnych diferencialnych rovnic (PDE), ktoré matematicky reprezentuji funkény vztah
medzi ovplyviiujicimi stavovymi premennymi v oblasti analyzy. PDE mé6zu byt klasifikované
ako hyperbolické, parabolické a eliptické na zdklade ich diskrimina¢nej hodnoty. To zavisi od
fyzického javu, ktory je formulovany pomocou PDE. Na ziskanie tychto PDE sa uplatiiuji
zakony ochrany, a to zachovanie hmoty, hybnosti a energie. Vzdy treba mat’ na paméti, Ze tieto
numerické metddy su vzdy aproximacéné — priblizné. Preto je odchylka od presnych vysledkov
vzdy nevyhnutna. Ak je tato odchylka prijatelna, vysledky simulacie kone¢nych prvkov sa
stavaja platnymi.

Metoda kone¢nych prvkov (FEM) je najoblibenejSia numerickd metdda, pretoze je
extrémne vsestrannd. Metdda konecnych diferencii (FDM) sa mdze pouzit napriklad len v
Specifickych pripadoch, ked’ je geometria dostato¢ne jednoduchd a neexistuje ziadne miestne
zjemnenie siete. Metoda kone¢nych objemov (FVM) sa naopak ¢asto pouZziva v aplikaciach
fluidnej dynamiky (CFD), pretoZe 'ahko zvladne nelinearity v Navier-Stokesovych rovniciach.

Dalsim délezitym rozdielovym faktorom FDM v porovnani s FEM a FVM je, Ze je
zalozeny na diferencialnej forme riadiacich rovnic. FEM a FVM su zalozené na integralnej

forme alebo slabej formulacii.

Rozdiely medzi FEM a ostatnymi numerickymi metédami:

e VolIné parametre nahradnej funkcie su primarnymi nezndmymi (posunutia, teploty,
potencialy,...) rieSené¢ho pol'a v uzlovych bodoch.

e Nahradné funkcie sa nevolia pre celi oblast’, ale iba na podoblasti — kone¢nom prvku.

e Presnost FEM je mozné zvysit’ jemnost'ou diskretizacie na konecné prvky tzv. ,,zjemnenim
siete prvkov®.

e FEM nie je zavisla na charaktere rieSenej oblasti, je formulovana vSeobecne a preto je
vhodna i pre tedrie pol'a vysSieho stupna (nelinearne a ¢asovo zavislé tilohy) a nespojité
sustavy.

e FEM umoziiyje oproti inym metdodam urcit’ hodnotu primarnej nezndmej mimo uzlovych

bodov pomocou pouzitia tvarovych (interpolacnych) funkcii.
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3 Metdda konecnych prvkov (FEM)

FEM predstavuje metodu na aproximdaciu rieSeni matematickych problémov, ktoré su
zvycajne formulované tak, aby presne vyjadrili predstavu o nejakom aspekte fyzickej reality.
V stcasnosti patri medzi najuniverzalnejsSie, najrozsirenejSie a najefektivnejSie numerické
metddy rieSenia inzinierskych uloh. Sluzi na simuldciu priebehov napdtia, deformacii,
vlastnych frekvencii, pradenie tepla, javov elektromagnetizmu, prudenie tekutin a pod. na
vytvorenom fyzikalnom modeli. Jej princip spociva v diskretizacii spojitého kontinua do
urcitého (konecného) poctu prvkov, pricom zistované parametre st urcované v jednotlivych
uzlovych bodoch. FEM sa pouziva predovsetkym pre kontrolu uz navrhnutych zariadeni, alebo
na stanovenie kritického (najviac namahaného) miesta konstrukcie. Hoci su principy tejto
metédy znadme uz dlhS§iu dobu, k jej masovému vyuzitiu doSlo az s ndstupom modernej
vypoétovej techniky. Stidium alebo analyza javu pomocou FEM sa ¢asto oznacuje ako analyza

kone¢nych prvkov (FEA).

3.1 Historia FEM

Aj ked’ je tazké stanovit’ presny datum vzniku FEM, metdda vznikla vdaka potrebe
rieSit’ zlozité¢ fyzikalne problémy pruznosti a Strukturdlnej analyzy v inZinierskej praxi (v
civilnom a leteckom inZinierstve). Jej po¢iatky mozno sledovat’ v praci Alexandra Hrennikoffa

(r. 1941) a Richarda Couranta (r. 1942) (Obr. 10).

Obr. 10 Alexander Hrennikoff [2] a Richard Courant [3]

Hoci boli pristupy pouzité tymito priekopnikmi v zdsade odlisné, mali jednu spolocnti

charakteristiku: rozdelenie spojitej oblasti do mnoziny samostatnych podoblasti.
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Hrennikoffova praca rozdel'uje oblast’ pomocou mriezky, zatial ¢o Courantov pristup
deli oblast’ do kone¢ného mnozstva trojuholnikovych elementov. Nasleduje riesenie eliptickych
parcialnych diferencialnych rovnic druhého stupiia, ktoré boli zostavené z tilohy zaoberajucej
sa krutom.

Vyvoj FEM zacal v 50. rokoch 20. storo¢ia na univerzite vo Stuttgarte prace Johna
Argyrisa (r. 1954) a pokracoval pracami Raya W. Clougha na univerzite v Berkeley v r. 1957
(Obr. 11).

Termin FE (Finite Element) sa prvykrat objavil v 60-tych rokoch (R.W. Clough). V
kratkom Case sa ukazalo omnoho $irSie vyuzitie tejto metddy a jej vyvoj nie je ukonceny ani v

sucasnosti.

Obr. 11 John H. Argyris [4] a Ray W. Clough [5]

V roku 1963 bol Richardom H. MacNealom a Robertom Schwendlerom (Obr. 12)
vyvinuty program SADSAM (Structural Analysis by Digital Simulation of Analog Methods),
ktory je povaZzovany za predchodcu MSC/NASTRAN.

Obr. 12 Richard H. MacNeal [6] a Robert Schwendler [7]
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Na konci 60. rokov nechala NASA vyvinut’ softvér NASTRAN pracujuici na principe
FEM.

Obr. 13 Feng Kang

V roku 1965 ¢insky vyskumnik Feng Kang (Obr. 13) navrhol numericki metddu
nazvanl "metoda kone¢nych rozdielov (FDM) zalozenu na principe variacie", o je ekvivalent
FEM. Jeho praca zostala zapadnému svetu dlhé desat’rocia ukryta.

FEM vznikala v prostredi troch nezavislych skupin: aplikovani matematici, fyzici a
inzinieri. FEM v praktickej forme, ako ju pozname, vznikla v prostredi nezavislej skupiny
inZinierov — originalna zmienka: J. H. Argyris a S. Kelsey (r. 1955).

Na Slovensku sa FEM a vypoctovymi metédami zaoberali pracovnici na Strojnicke;j
fakulte STU v Bratislave (S. Ben¢a, J. Jelemensky, P. Elesztos), na Stavebnej fakulte STU (J.
Kralik, J. Ravinger, N. Jendzelovsky, M. Sokol), na Fakulte elektrotechniky a informatiky STU
(V. Kutig, J. Paulech, J. Hrabovsky), na Strojnickej fakulte TU v Kosiciach (F. Sim¢&ak, J.
Bocko, J. Segl’a, V. Ivanco), na Strojnickej fakulte ZU v Ziline (V. Kompis, M. Zmindék), na
Ustave stavebnictva a architektury SAV v Bratislave (J. Sladek, V. Sladek), a ini.
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InZinierske postupy Matematika - vyvoj
aproximacnych postupov
Modelovanie telies Variaéné metody Metody vazenych
pomocou diskrétnych 1870-1910 zvyskov
prVkOV (Rayleigh, Ritz) 1790-1920
1940-1950 (G[au“, Galerkin)
Po Castiach spojité
Pouzitie prvkov kontinua aproximaéné funkcie
1950 - 1960 Courant 1943

Obr. 14 Pévod vzniku FEM

3.2 Princip a filozofia FEM

FEM je zalozena na Lagrangeovom principe: Teleso je v rovnovdahe, ak celkova
potencidlna energia deformdcie sustavy je minimdlna.

Na vyrieSenie problému rozdel'uje zlozity objekt na mensSie, jednoduchsie bloky
(elementy, prvky), ktoré sa nazyvaji koneéné prvky. Jednoduché rovnice, ktoré modeluju tieto
kone¢né prvky, su potom zostavené do véac¢siecho systému rovnic, ktoré modelujt cely problém.
FEM potom pouziva variatné metody na urCenie priblizného rieSenia minimalizovanim

pridruzenej chybovej funkcie [8].

Priklad:

Plocha i-tého trojuholnika:

5 =

Rsing

Pk | et

Placha kruhu;

s=3 L 22) 5 s-xR ak Vo
= LvJ

Obr. 15 Zakladna myslienka FEM

Pred rieSenim akejkol'vek ulohy stoji vZzdy matematicky model vyplyvajici z

fyzikélneho modelu. Vysledkom FEM je rieSenie matematického modelu.
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RieSenie FEM nikdy neposkytuje viac informacii ako obsahuje matematicky model

(nutnost’ vol'by spravnych matematickych modelov a ich spravnej interpretacie).

uxy) A hranica skimanej oblasti

- skimana oblast
u, diskretizacia skimanej oblasti

\
N
\

{— = g e P kone&ny prvok

Obr. 16 Diskretizacia oblasti na kone¢né prvky a uzlové body

FEM (z pohl'adu matematiky) = priblizné rieSenie parcidlnych diferencidlnych rovnic
FEM (z pohladu technickej praxe) = pribliznd metdda rieSenia spravania sa kontinua s

uvazovanim pociato¢nych a okrajovych podmienok

FEM je dnes dolezitou sucastou v pocitatom podporovanom navrhu produktu (CAx),

kde ma dnes uz masivne vyuzitie.

MSS = simuldcia mechanickych sistay
Geomatria Pruiné teleso

Dymamicka
P (/FE_M\) M35 simulacia
Wysledky YDfnam icke sily

: . Riefenie fyrkalneho
Wikres, dobumentdcia srnblmu [penosing
Tackreologichd postupy

analyrs, kbmitanie,
polia..p

Pociprooesing
Ctimalizdcis

Obr. 17 Pozicia FEM v CAx systémoch
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3.3 Postup rieSenia ulohy pomocou FEM

Uvedeny postup je tvoreny krokmi A + H, ktoré sa vykonavaju v:

1. Preprocesore (priprava modelu, diskretizacia - kroky A + E) —

2. Solveri (vypocet — kroky F, G) —

3. Postprocesore (zobrazenie vysledkov — krok H)

V ramci uvedeného postupu je najdélezitejsia vol’ba vhodného matematického modelu a

oblasti techniky, do ktorej tloha spada:

VorI'ba vhodného matematického modelu:

Realizuje sa na zaklade fyzikalneho (technického) problému, ktory ma popisovat’. Pri volbe
vhodného matematického modelu je vyhodné uvazovat’ s vyberom niekol’kych modelov
roznej zlozitosti a postupovat’ od vypoctu najjednoduchsieho po najzlozitejsi. Tymto sposobom

sa ziska mnozina modelov, ktoré mozno navzajom porovnavat'.

Vyber oblasti techniky:

e mechanika, termomechanika, prudenie tekutin, elektrina, akustika, magnetizmus ..., prip.
zdruZzend loha so vzajomnou interakciou jednotlivych poli,

e identifikdcia linedrnosti resp. nelinearnosti, staciondrnosti resp. ¢asovej zavislosti riesenej
ulohy,

e stanovenie podmienok jednoznacnosti rieSenia ulohy, t.j. geometria, materidlové

vlastnosti, po¢iatocné a okrajové podmienky.

Akcia Reakcia

Silové Sila F Premiestnenie u
+ Teplotné Tepelny tok @ Teplota T
Elektrickeé Elektricky prud / Elektricky potencial U

Prudenie tekutin Tlak p Rychlost prudenia w

Obr. 18 Primarne nezname podl'a typu pol'a
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Délezita je taktiez definicia modelu, ktory je efektivny a spolahlivy. Pre posudenie efektivity
a spolahlivosti modelu sa pouziva velmi presny (zlozity) model, ktory sa porovnava sa s

posudzovanym modelom.

Efektivnost® matematického modelu: vypocita pozadovani odozvu s pozadovanou

v

SpoPahlivost’ matematického modelu: vypocita pozadovanu odozvu s pozadovanou

presnost’ou vzhl'adom k vel'mi presnému matematickému modelu (alebo experimentu).

Krok A - Geometricky model skiimanej oblasti v CAD

Zasady pri tvorbe geometrického modelu:
Pri tvorbe geometrického modelu je dolezité dodrziavat’ nasledovné zasady:
* zjednodusSenie geometrického tvaru,
* odstranenie alebo tvarové zjednoduSenie nepodstatnych Casti geometrie pre rieSentl
ulohu,
* vyuZzitie symetrie, antisymetrie geometrie alebo zatazenia, rotacnej symetrie ...,
* zjednoduSenie mechanickych a fyzikalnych vlastnosti materidlu (homogenizicia,

redukcia anizotropie).

Ak je geometricky model symetricky z hl'adiska geometrie, materidlovych vlastnosti a
zat'azenia, potom je z hl'adiska vypoctu vyhodné modelovat’ iba jeho reprezentativnu cast’.
Fyzicky systém musi byt symetricky z hl'adiska:

* geometrie
* Vlastnosti materialu
* zataZenia

* Obmedzenia stupnov vol’nosti (DOF)

Aplikacia podmienok symetrie z hl’adiska geometrie

K symetrickej geometrii patri:
* osova symetria (Obr. 19),
* rota¢na symetria (Obr. 20),

* plosna (zrkadlova) symetria (Obr. 21),
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* opakujuca sa (transla¢na) symetria (Obr. 22).

\ A}

Obr. 19 Ukazka zjednodus$enia geometrického modelu pomocou osovej symetrie

Obr.

Obr. 22 Ukazka zjednoduSenia geometrického modelu pomocou opakujuce;j

35



sa (transla¢nej) symetrie
Aplikacia podmienok symetrie z hPadiska vlastnosti materialu, zataZenia a obmedzenia
DOF

Na Obr. 23 je homogénna a izotropna Stvorcova doska s otvorom v strede pri
horizontalnom tahovom zatazeni. Zatazenie je symetrické vzhl'adom na horizontalnu aj

vertikalnu os. Preto je pouzita len Stvrtina Struktary pri rieSeni.

os symetrie
I
< T >
] i >
. —
- —
< L—p [
os symetrie - —-f:=* B . C> (S
<« —> —>
< | >

Obr. 23 Ukéazka zjednoduSenia geometrického modelu pomocou pouzitia Stvrtiny Struktary

Ak sa aplikované zatazenie meni v zvislom smere, ako je znazornené na Obr. 24,
zat'azenie sa stava symetrické len vzhl'adom na vertikdlnu os a vtedy je pre ziskanie rieSenia

potrebna polovica Struktury.

os symetrie

} i , Ly

Obr. 24 Ukazka zjednoduSenia geometrického modelu pomocou polovice Struktary

Na Obr. 25 je doska, zlozena z dvoch réznych materidlov. Zat'azenie umoziuje vyuZzit’
Stvrtinovl symetriu avSak vlastnosti materialu su symetrické len vzhl'adom k vodorovnej osi.

Preto je mozné vyuzit’ len poloviéna symetriu.

36



material | ]

os symetrie

P

111111111

Obr. 25 Ukazka zjednodusenia geometrického modelu

z dvoch réznych materidlov pomocou polovi¢nej symetrie

Ak je fyzikélny model podrobeny horizontalnemu tahovému zat'azeniu, ktoré sa meni
vo vertikalnom smere, ako je znazornené na Obr. 26, vtedy neexistuje ziadna podmienka

symetrie.

v
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R material 1
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Obr. 26 Ukazka fyzikalneho modelu s premenlivym horizontalnym t'ahovym zat'azenim

vo vertikalnom smere

Krok B — Diskretizacia skiimanej oblasti modelu (nahradenie nekone¢ného objemu modelu

koneé¢nym poc¢tom prvkov, resp. uzlovych bodov) a generovanie siete

Na diskretizaciu modelu sa pouzivaju rdzne typy prvkov (Obr. 27) :
e 1D prvky (prat, nosnik) — ¢iarové (Obr. 29)
e 2D prvky (doska, skrupina) — rovinné (Obr. 30)
e 3D prvky (Stvorsten, Sest’sten ) — objemové (Obr. 31)

e kombinécia roznych typov prvkov.
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» 1D prvky 3D prvky
Pri
il Stvorsteny
2-uzlovy 3-uzlovy 4-uzlovy
Zakrivené prvky
v e « T
3-uzlovy 4-uzlovy
. 2D prvky 4-uzlovy 10-uzlovy
Trojuholnikové prvky Pyramidové prvky
AN §
\ N , 7 | 7
- tizlovy - Li2iowy ’ e Rovinné
Stvoruholnikové prvky 'f”l‘/ / 5-uzlovy 12-uzlovy
/ Briky
4-uzlovy  9-uzlovy 8-uzlovy :
by s | L
6-uzlovy  8-uzlovy >T 8-uzlovy 20-uzlovy

Obr. 27 1D, 2D, 3D prvky pouzivané na diskretizaciu skiimanej oblasti modelu [8]

Ciarovy prvok (pritovy, spojovaci — link) sa pouZiva na riesenie jednorozmernych (1D)
uloh pol'a, ked’ sa primarna neznama veli¢ina meni len v jednom smere. Geometricky tvar
diskretizovaného telesa je charakterizovany najmi svojim dizkovym rozmerom, pri¢om
vel'kost prierezovej plochy je mala. Tieto prvky mozu byt priame (dvojuzlové) alebo zakrivené
(tri- az patuzlové), s konstantnym alebo premenlivym prierezom. V mechanike mozno tymto
prvkom modelovat’ pratové a nosnikové konStrukcie, land, kéble a iné konStrukéné prvky
naméahané pozdiznym jednoosovym namahanim. V teplotnych a elektrickych poliach mozno
tymito prvkami modelovat vodice tepla, resp. elektrického pradu s prevladajucou
jednosmernou vodivostou.

Plosné prvky sa pouzivaju na diskretizaciu oblasti s dvojrozmernou zmenou primarnej
neznadmej (2D elementy). Mo6Zu byt rovinné alebo rota¢ne symetrické, pricom spojnice
uzlovych bodov moézu byt priame (3 a 4-uzlovy prvok) alebo zakrivené (6-uzlovy trojuholnik,
8 a 9-uzlovy Stvoruholnik).

Objemové prvky (3D-elementy) sa pouzivaju na diskretizaciu vSeobecnych
priestorovych oblasti s jednoduchou 1 viacndsobnou suvislostou. Skiimana primarna veli¢ina
sa moZe menit’ v bodoch skiimanej oblasti vo v§eobecnom smere. Objemové prvky maju tvar

ihlana alebo kvadra s rovnymi alebo zakrivenymi hranami. NajpouzivanejSie s 4-uzlové a 10-
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uzlové ihlany, a 8 az 21 uzlové hranoly. Prvky so zakrivenymi hranami maji okrem rohovych
uzlov aj uzlové body v taziskach boc¢nych stien ako aj v tazisku celého objemu elementu.

Vo vSeobecnosti sa prvky s priamymi hranicami oznacuju ako linearne (Obr. 28)
a prvky so zakrivenymi hranicami ako prvky vyssieho stupiia. Suvisi to so stupiiom polynoémov

pouzitych ako tvarové funkcie pri odvadzani prvkovych rovnic.

Obr. 28 Ukazka linearnych typov prvkov [9]

TRRTISATIR

2 (2 3
3 k x " Il )
DTSR} s — 1 ’\IJ'
LS =\
PRSI (3)

Model sustavy pruzin L" Model priitovej konstrukcie

Model mechanizmu tchopnej
hlavice1D

Obr. 29 Ukazka diskretizacie modelu 1D prvkami

Model technologického vozika 1D
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Obr. 30 Ukazka diskretizacie modelu 2D prvkami

Model technologického kontajnera 3D

Model t

Model telesa ¢erpadla 3D
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2var elektrodon EB 121
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ocel' STN 41 1373

Model skasobnej tycky 3D

Obr. 31 Ukéazka diskretizacie modelu 3D prvkami
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Obr. 32 Diskretizacia modelu vyuzitim réznych typov prvkov,

1D - ¢iarové, 2D — rovinné, 3D — objemové [9]

Generovanie siete sa realizuje:
e zvnutra telesa smerom k jeho obvodovym stendm,

e 7 hrani¢nych ploch dovnutra objemu telesa.

Siet’ konecnych prvkov mozno vytvorit’ ¢iarovo (Ciary tvoria osi profilov) a priradit’ im
prierez. Tento variant je jednoznaéne najrychlejsi, ale neposkytuje priebeh napéti po priereze
(Obr. 32). Dal$ou moznostou je vytvorit’ $krupinovy model z ploch a priradit’ tymto plocham
hrabku (Obr. 32). Toto je druhy najrychlejsi variant, ale nie vzdy umoznuje verne zadefinovat’
prierez. Poslednou moZznost'ou je plne objemovy model, ktory poskytne najrealnejsi vysledok
(Obr. 32). Takto vytvoreny model je ale vel'mi naro¢ny na vykon pocitaca a jednoznacéne trva
najdlhsie.

Pre 3D modely:

e kazdy uzol objemového prvku ma 3 stupne vol'nosti (plati pre Strukturalne ulohy),
e pomer tvoriacich stran by mal byt’ 1:1:1,

e 5 stenové prvky sa najcastejSie pouzivaji ako prechodové.

Komer¢né programy obsahujii velké mnoZstvo d’alSich Specialnych prvkov, ktorych
pouzitie je materidlovo, geometricky a fyzikalne orientované.

S generovanim siete kone¢nych prvkov tizko stvisi aj jej hustota (Obr. 33). VSeobecne
plati, ze vel'ké mnozstvo prvkov poskytuje lepSiu aproximéciu rieSenia. V niektorych pripadoch
vSak moze nadmerny pocet prvkov zvysit’ chybu zaokrihlenia. Preto je dolezité, aby bola siet’
primerane jemna alebo hruba v prislusnych oblastiach. Aké jemna alebo hruba by mala byt siet’
v takychto oblastiach je d’alSou dblezitou otazkou. Bohuzial, definitivne odpovede na otazky o
zdokonaleni siete nie su k dispozicii, pretoZe st zavislé na konkrétnom fyzickom systéme.

Existujt vSak niektoré techniky, ktoré mézu pomdct pri odpovedani na tieto otazky:
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Obr. 33 Ukazka roznej hustoty siete [10]

Na Obr. 34 je trojrozmerna siet’ kone¢nych prvkov Struktary, ktora obsahuje 18 739
tetrahedralnych prvkov s 5 014 uzlami. Avsak dvojrozmerné oko priecneho prierezu ma len
372 Stvorstrannych prvkov a 447 uzlov. PouZitie symetrie v tomto pripade zniZuje procesorovy

¢as potrebny na rieSenie pri rovnakej urovni presnosti vysledkov.

aia
B
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18 739 tetrahedralnych
prvkov, 5 014 uzlov

372 stvorstrannych prvkov,
447 uzlov

Obr. 34 Ukazka pouZitia symetrie pre znizenie procesorového ¢asu

a rovnakej presnosti vysledkov

Vseobecne plati, ze velké mnozstvo prvkov poskytuje lepsiu aproximaciu riesSenia. V
niektorych pripadoch v§ak mdze nadmerny pocet prvkov zvysit’ chybu zaokrthlenia. Preto je
dolezité, aby bola siet’ primerane jemna alebo hruba v prisluinych oblastiach. Dalsou ddlezitou
otazkou je aka jemna alebo hruba by mala byt siet v takychto oblastiach. Neexistujt
jednozna¢né odpovede na otazky o zdokonaleni siete, pretoze to zavisi od konkrétneho
fyzikalneho systému. Niektoré $pecialne techniky mézu pomdct’ odpovedat’ na tieto otazky:

a) Adaptivne siet’ovanie — je pouzivana technika generovania siete, ked’ vytvorena siet’
musi spifiat’ potrebné kritéria odhadu chyb energie. Pouzivatel si nastavi ,,prijatelna* chybu.
Tento typ sietovania je dostupny len pre linedrne statické Strukturdlne analyzy a teplotné
analyzy v ustdlenom stave.

b) Skuska spresnenia siete v ramci Ansys-u — technika generovania siete, ked’ sa najprv
vykona analyza s pociato¢nou hustotou siete a potom sa znova analyzuje pouzitim

dvojnasobného poctu prvkov. Ak st vysledky obidvoch porovnavanych rieSeni blizke, potom
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je pociatocna hustota siete povazovand za primeranu. Ak existuju podstatné rozdiely medzi
tymito dvoma hustotami siete, analyza pokracuje s vylepSenou hustotou siete a naslednym
porovnanim, az kym sa nedosiahne konvergencia.

¢) Submodelovanie — ak zhust'ovanie siete prinasa takmer identické vysledky pre vac¢Sinu
oblasti a podstatné rozdiely v urcitej ¢asti modelu, na miestne zhustenia siete sa v ANSYS-e

pouziva vstavana funkcia ,,submodelling®.

Krok C — Pre kazdy diskrétny bod sa ziskaju 3 rovnice — polia posunov do vsetkych smerov

(X, Y, z) a snahou je spocitat’ pole deformécii (6 rovnic) a pole napéti (6 rovnic)

Priklad narastu poctu stupnov vol'nosti uzlov v zavislosti od typu ulohy:
rovinnd uloha: 20 x 20 =400 uzlov x 2 vol'nosti na uzol = 800 rovnic

priestorova uloha: 20 x 20 x 20 = 8000 x 3 = 24000 rovnic

Krok D — Nahradenie funkcie posuvov polyndmom a vyjadrenie funkcie posuvov

(interpola¢nou tvarovou funkciou).

Interpolacna tvarova funkcia urcuje vzt'ah medzi primarnymi nezndmymi vo vnutri prvku a v
jeho uzlovych bodoch.
NajcastejSie  pouzivanymi interpolacnymi funkciami st linedrne polynomy,
Lagrangeove polynomy, atd’. (Obr. 35).
Vyhody polynémov ako interpola¢nych funkcii:
* Tahko sa derivuju a integruju,
* presnost’ aproximacie je mozné zvysit radom polynomu,

* maju spojité derivacie.

u= oy + oy X

uU=o,+ o, x+ o, x?
0 1 2

— u=agtaxta,x®+a,x’

oblast prvku

Obr. 35 Polynomy ako interpolacné funkcie [11]
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Krok E — Zavedenie okrajovych podmienok

Krok F — Vypocet sustavy linearnych algebraickych rovnic

Krok G — Vypocet deformacii a napéti pre jednotlivé uzlové body

FEM vyuziva dva vSeobecné priame pristupy pri rieSeni problémov so Strukturalnou
mechanikou:
1. Metéda sily — hl'adané st nezndme vnutorné sily. Na ziskanie riadiacich rovnic sa
pouZziji najprv rovnice rovnovahy. Potom je potrebné pridat’ d’alSie rovnice, ktoré sa ziskaju
zavedenim rovnic kompatibility. Vysledok je subor algebraickych rovnic na urcenie

nadbytocnych alebo neznamych vnatornych sil.

2. Metéda posunuti alebo tuhosti — tito metddu pouziva vicsina softvérovych
programov. Hladané st nezname posunutia uzlov. Napriklad su zavedené pociatocné
podmienky, ktoré vyzaduju, aby prvky spojené so spoloénym uzlom, spolo¢ne so
spolocnym okrajom alebo na spolo¢nom povrchu pred zatazenim zostali spojené s tymto
uzlom, hranou alebo povrchom po uskuto¢neni deformécie. Potom su riadiace rovnice
vyjadrené v zmysle uzlovych posunov pomocou rovnic rovnovahy a pouzitelného zakona
vztahujuceho sa na sily na posunutia. Pocas rieSenia ulohy softvér zostavuje riadiace
algebraické rovnice v maticovej forme pre novy prvok a vypocitava nezndme hodnoty
primarnej premennej. Vypocitané hodnoty sa potom pouZiju spétnou substitliciou na
vypocet d’alSich odvodenych premennych (reakéné sily, prvky napétia, teplo).

Pretoze je bezné, ze model elementu je reprezentovany desiatkami tisic rovnicami,
pouzivaju sa Specidlne techniky rieSenia minimalizécie poziadaviek na ukladanie udajov a

vypoctového Casu.

Krok H — Viacsinou grafické zobrazenie na modeli s vypisom dolezitych hodnot

Zabezpecuje vyhodnotenie vysledkov rieSenia vo forme tabuliek, grafov a grafickych
map (izociary, izoplochy apod.). Postprocesorovy softvér obsahuje sofistikované rutiny, ktoré
sa pouzivaju na triedenie, tla¢ a vykreslovanie vybranych vysledkov rieSenia. Kym udaje o

rieSeni moézu byt spracované mnohymi spdsobmi v postprocesore, najdolezitejSou ulohou
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riesitel’a je tieto vysledky klasifikovat’ a vyuzit ich na optimalizéciu rieSeného problému.

Spravne technické posudenie si vyzaduje znacnti odbornti erudovanost’ riesitela.

Postprocesorové operacie:

Vizualizacia deformovane;j Struktury
Velkost’ posunutia v troch smeroch
Velkost’ uzlového napitia

Velkost napitia prvku

Kontrola rovnovéahy

Faktor bezpecnosti

Energia kmenia

Prirodzena frekvencia

Amplitada

Casova historia

Tepelné napétie a namahanie

Vykreslenie deformovaného konstrukéného tvaru
Animacia dynamického spravania modelu

Vytvéranie farebne kodovanych teplotnych grafov.

3.4 Aplikacia FEM

FEM nachadza uplatnenie v mnohych odboroch pri vyvoji produktov, spravidla v

oblasti strojného inzinierstva (napr. letecky a automobilovy priemysel, biomechanika) Obr. 36.

Niektoré moderné programy FEM obsahuju Specifické néstroje (tepelné, elektromagnetické,

fluidné a Strukturalne simulacie):

Pruznost’ a pevnost’ (Obr. 37),
Dynamika (Obr. 38),

Lomova mechanika,
Flexibilna kinematika,

Prenos tepla (Obr. 39),
Simulacia zvéracich procesov,
Problém poli (Obr. 40),
Akustika (Obr. 41),

MEMS (MicroElectroMechanical Systems) (Obr. 42),
Pradenie (Obr. 43),
Biomechanika (Obr. 44),
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Multifyzikalne problémy (Obr. 45).

Elactro-
magnelic

Structural

Obr. 37 Ukazky $trukturalnych simulacii v FEM
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Obr. 39 Ukazky tepelnych simulacii v FEM
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Electrical

Obr. 40 Ukazky elektromagnetickych simulacii v FEM
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Obr. 41 Ukazka akustickej simulacie v FEM
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Obr. 43 Ukazky fluidnych simulacii v FEM
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Biomechanics

Obr. 44 Ukazky biomechanickych simulacii v FEM

Multiphysics

Obr. 45 Ukazky multifyzikalnych simulacii v FEM

3.4.1 Vyhody FEM
FEM umoziiuje detailné zobrazenie Struktar pri ohybani alebo krateni, kompletny
navrh, testovanie a optimalizaciu esSte pred vyrobenim prototypu. Tento mocny ndstroj pre

navrhovanie vyrazne zlepSil aj uroven technickych vykresov a spdsob konStruovania v
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mnohych priemyselnych aplikaciach. Zavedenim FEM sa vyrazne znizil ¢as, od pdvodného
navrhu k hotovému vyrobku. Stru¢ne povedané, k vyhoddm FEM patri predovsetkym virtudlne
prototypovanie, menej fyzickych prototypov, rychlejsi a menej nakladny konstrukény cyklus,

zvysenie produktivity a zniZzenie ndkladov.

Zdroje chyb FEM

e vyvolané zjednodusenim ulohy

e vyvolané diskretizaciou spojitej oblasti
e chyby pouzitej numerickej metody

e chyby sposobené obmedzenou aritmetikou pocitaca

Vyhody vypoétovych metéd CAD systémov

e Skratenie vyvojového ¢asu

e Znizenie vyrobnych nakladov na zavedenie do vyroby
e zvySovanie kvality

e Inovacia, dodrZiavanie noriem, ...

3.5 Vypoctové systémy

K najviac zndmym a pouzivanym (Specializovanym) systémom mozno zaradit’:
Abaqgus, MSC Adams, ANSYS Mechanical Enterprise, ANSYS Fluent, Ansys LS-DYNA,
FORGE, MSC Marc, MSC Nastran, PAM-Crash.

3.5.1 Abaqus

Je pokrocily softvér na analyzu konec¢nych prvkov (FEM), ktory patri medzi
najuzndvanejsie a najpouZzivanejSie nastroje v oblasti inzinierskej simuldcie a modelovania.
Vyvinuty spolo¢nostou Dassault Systémes [12]. Abaqus je znamy svojou flexibilitou a
schopnostou riesit’ Siroké spektrum inzinierskych problémov, od statickych a dynamickych

analyz az po Specifické aplikacie v oblasti multifyzikalnych simulacii.

Krucové vlastnosti Abaqus:
e Rozsiahla analyza konecnych prvkov (FEM): Softvér podporuje rozne typy analyz,
vratane statickych, dynamickych, tepelnych a tinavovych analyz. Umoznuje modelovanie

komplexnych Struktar a materialov, vratane nelinearnych a casovo zévislych problémov.
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Flexibilné modelovanie materidlov: Softvér poskytuje rozsiahle moznosti pre definovanie
a modelovanie materidlovych vlastnosti, vratane plastickej deformacie, viskdzneho
spravania a inych $pecifickych vlastnosti materidlov. M6ze simulovat’ spravanie roznych
typov materialov, vratane kompozitov, elastomérov a kovov.

Multifyzikalne simulacie: Softvér umoziuje integraciu réznych fyzikalnych fenoménov,
ako su interakcie medzi Strukturami a tekutinami (FSI — Fluid-Structure Interaction), ako aj
chemické a tepelné procesy, ¢o z neho robi vhodny nastroj pre komplexné inzinierske
aplikacie.

Jednoduché a pokrodilé rozhranie: Softvér poskytuje intuitivne pouzivatel'ské rozhranie s
grafickymi nastrojmi pre modelovanie, analyzu a vizualizaciu vysledkov. Umoziuje
inzinierom rychlo a efektivne vytvarat’ a analyzovat’ modely.

Integracia s inymi nastrojmi: Softvér je sucastou platformy Dassault Systémes, ¢o
umoznuje integraciu s inymi softvérovymi nastrojmi, ako je CATIA a SIMULIA, a zdiel'anie

udajov medzi réznymi fazami navrhu a analyzy.

Typické aplikacie Abaqus:

Automobilovy priemysel: Simulacia crash testov, analyza deformacii karosérii a
komponentov, optimalizacia dizajnu pre zlepSenie bezpecnosti a vykonnosti.

Letecky priemysel: Modelovanie a analyza Strukturdlnych komponentov lietadiel, ako st
kridla a trup, pri r6znych zataZzovacich podmienkach.

Stavebnictvo: Vyhodnocovanie stability a pevnosti budov, mostov a inych inZinierskych
stavieb pod roznymi vonkajSimi vplyvmi.

Energetika: Simulacie spravania sa komponentov v energetickych systémoch, ako st
turbiny a generatory, pri analyze tepelnych a mechanickych cyklov.

Zdravotna technika: Modelovanie biomechanickych systémov, ako st implantaty a

ortopedické pomdcky, vratane analyzy interakcii medzi implantatmi a okolitymi tkanivami.

Softvér Abaqus je cennym nastrojom pre inzinierov a dizajnérov, ktori potrebuju presné

a efektivne simulacie na optimalizaciu a zlepSovanie navrhov. Jeho schopnost’ riesit’ zloZzené

inZinierske ulohy a integracia s inymi softvérovymi nastrojmi robi z neho neoceniteného

partnera v procese vyvoja a inovacie v roznych odvetviach priemyslu. Ukazka simulacie

v Abaqus/CAE je na Obr. 46.
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Obr. 46 Ukazka simulacie v Abaqus/CAE [13]

3.5.2 MSC Adams

Je to softvérovy nastroj na simuldciu multibody dynamics (MBD), ktory umoziuje
inZinierom analyzovat’ a predpovedat’ spravanie mechanickych systémov, ktoré pozostavaji z
viacerych pohyblivych komponentov [14]. Je Siroko vyuzivany v réznych priemyselnych
odvetviach, vratane automobilového, leteckého, robotického a strojarskeho priemyslu, na

modelovanie a simuldciu komplexnych systémov a mechanickych interakcii.

KPucové vlastnosti MSC Adams:

e Multibody Dynamics (MBD): Softvér je Specializovany na analyzu multibody dynamiky,
¢o znamenda, ze dokaze simulovat pohyby a interakcie viacerych rigidnych a
deformovatel'nych komponentov v ramci jedného mechanického systému.

o Flexibilita a presnost’: Softvér umozituje kombinovat’ analyzy rigidnych aj flexibilnych
komponentov, ¢o zaistuje presné a realistické simuldcie aj v pripade komplexnych
mechanickych Struktar a zariadeni.

o Intuitivne modelovanie: Softvér pontka pouzivatel'sky privetivé grafické rozhranie, ktoré
umoziuje inZinierom rychlo vytvarat’ a upravovat modely pomocou vizualnych néstrojov.
Tento pristup umoziuje jednoduchsie zachytavanie a spravovanie geometrie a definovanie
pohybovych spojeni.

e Roézne typy simulacii: Softvér podporuje rozne typy simulacii, vratane statickych analyz,
dynamickych analyz, analyz stability a optimalizacie navrhu. Inzinieri m6zu simulovat’

spravanie systémov pri réznych prevadzkovych podmienkach a zatazeniach.

53



e Integracia s inymi softvérmi: Softvér je kompatibilny s d’al$imi produktmi MSC Software
a inymi CAD/CAE nastrojmi, o umoziuje jednoduché prepojenie s existujucimi

pracovnymi postupmi a softvérmi na analyzu kone¢nych prvkov (napr. MSC Nastran).

Typické aplikacie MSC Adams:

e Automobilovy priemysel: Simul4cia spravania vozidiel, testovanie systémov odpruzenia a
riadenia, optimalizacia dynamickych vlastnosti automobilov.

e Letecky priemysel: Analyza pohybu a interakcii v leteckych systémoch, vratane
mechanizmov kridiel a podvozkov.

¢ Robotika: Modelovanie a simulacia pohybovych drah robotov a manipulatorov, analyza
interakcii medzi robotmi a ich prostredim.

e Strojarstvo: Vytvaranie modelov a simulacia strojovych zariadeni, analyza mechanickych

spojeni a interakcii medzi suciastkami.

MSC Adams je kI'iCovym ndstrojom pre inZinierov a navrharov, ktori potrebuji
simulovat’ a optimalizovat komplexné mechanické systémy. Jeho schopnosti v oblasti
multibody dynamiky a flexibilita pri modelovani robia z neho neocenitelného pomocnika pri
vyvoji a inovaciach v réznych priemyselnych odvetviach. Ukazka simulacie v Adams je na
Obr. 47.

W i View Adams 2018 el R v -
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Obr. 47 Ukazka simuléacie v Adams [15]
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3.5.3 ANSYS Mechanical

Je to robustny softvérovy nastroj uréeny na Strukturdlnu analyzu a simuldciu, ktory sa

Siroko vyuziva v oblasti inzinierstva a vyskumu. Je sti¢ast'ou platformy ANSYS a poskytuje

komplexné rieSenia pre analyzu pevnosti, stability a dynamického spravania Struktir a

mechanickych systémov. ANSYS Mechanical [16] sa pouziva na modelovanie a simulaciu

roznych inzinierskych problémov, vratane napétia, deformadcii, inavy a interakcii medzi

Struktirami a inymi fyzikalnymi javmi.

KPucové vlastnosti ANSYS Mechanical:

Strukturalna analyza: Softvér umoZiuje podrobne analyzovat truktiry pod réznymi
typmi zat'azenia, ako st statické, dynamické, tepelny a inavovy. Mdze simulovat’ reakcie
materidlov na rozne zatazenia a podmienky, vratane linearnych a neline4rnych analyz.
Metoda konecnych prvkov (FEM): Softvér vyuziva metdédu konecnych prvkov na
diskretizaciu geometrie a rieSenie komplexnych problémov. ANSYS Mechanical poskytuje
nastroje na generovanie a optimalizaciu mriezky (mesh), ktord je kl'aCova pre presnost’
simulécie.

Multifyzikalne simulacie: Softvér umozituje kombinaciu Strukturalnych analyz s pradenim,
tepelnymi a elektromagnetickymi efektmi, ¢o umoziiuje komplexnt analyzu a optimalizaciu
navrhov.

Optimalizacia a navrh: Nastroj obsahuje funkcie pre optimalizdciu navrhu, vratane
parametrovych analyz a citlivostnych §tadii, ¢o umoZznuje inzinierom ziskat’ efektivne a
ekonomicky vyhodné navrhy.

Pracovné prostredie a integracia: Softvér poskytuje intuitivne a uZivatel'sky privetivé
rozhranie. Je tiez integrovany s dal$imi produktmi ANSYS, ¢o umoziuje jednoduché
prepojenie so softvérmi na simulaciu pradenia (napr. ANSYS Fluent) a inymi néstrojmi v

ramci ANSYS Workbench.

Typické aplikacie ANSYS Mechanical:

Automobilovy priemysel: Simuldcia napitia a deformacii v konStrukénych prvkoch
automobilov, ako su ramy, podvozky a komponenty motora.

Letecky priemysel: Analyza Strukturdlnych a aerodynamickych uc¢inkov na letecké
konstrukcie a komponenty.

Stavebnictvo: Vyhodnocovanie pevnosti a stability budov, mostov a inych inZinierskych

stavieb.
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e Energetika: Analyza sStrukturdlnych komponentov v energetickych zariadeniach, ako su
turbiny a kotly.
e Spotrebna elektronika: Simuldcia mechanickych a tepelnych efektov na komponenty v

elektronickych zariadeniach.

ANSYS Mechanical je vynimo¢ny nastroj pre inZinierov a navrharov, ktori potrebujii
presné a spolahlivé simulacie pre optimalizaciu a zabezpecenie kvality svojich vyrobkov. S
jeho pokrocilymi analyzami a moznostiach integracie sa stadva neocenite'nym pomocnikom pri
vyvoji a inovaciach v roznych odvetviach priemyslu. Ukazka simulacie v ANSYS Mechanical
je na Obr. 48.

Obr. 48 Ukazka simulacie v ANSYS Mechanical [17]

3.5.4 ANSYS Fluent

Je pokrocily softvérovy nastroj pre simulaciu pradenia tekutin (CFD — Computational
Fluid Dynamics), ktory umoznuje analyzovat’ Siroku $kalu fyzikéalnych javov, vratane prenosu
tepla, chemickych reakcii, aerodynamiky, pridenia kvapalin, plynov a d’alSich. Pouziva sa
predovSetkym na simuldciu spravania tekutin, ale dokaze integrovat’ aj interakcie medzi
tekutinami a pevnymi materialmi (napr. pri analyze teplotnych tc¢inkov alebo tlakov na pevné

konstrukcie).
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KPucové vlastnosti ANSYS Fluent:

Modelovanie pridenia tekutin a tepla: Fluent umoziuje simulovat’ turbulentné, laminarne
a prechodné prudenie. Zaroven podporuje modelovanie prenosu tepla, vratane vedenia,
prudenia a salania.

Multifyzikalne simulacie: Dokaze simulovat viacfazové prudenie (kvapalina-plyn,
kvapalina-pevna latka, kvapalina-kvapka), prenos hmoty, chemické reakcie, spravanie
aerosolov, kavitaciu a mnoho d’alSich fyzikalnych javov.

Turbulentné modely: Fluent ponuka Siroky vyber modelov turbulencie, ktoré umoziuju
realistické simulacie prudenia vzduchu okolo lietadiel, automobilov, veternych turbin alebo
v potrubnych systémoch.

Optimalny vypocet pomocou paralelného spracovania: Softvér podporuje paralelizaciu
vypoctov, ¢o zlepsuje vykonnost’ a umoziuje simulécie zlozitejSich uloh v kratSom case.
Prepojenie so Strukturalnymi analyzami: Fluent je schopny pracovat’ v spojeni s d’al$imi
produktmi ANSYS (ako je ANSYS Mechanical), ¢o umoznuje integrované multifyzikéalne
simulacie, napriklad simulécie interakcie tekutin a pevnych latok (FSI — Fluid-Structure

Interaction).

Typické aplikacie ANSYS Fluent:

Automobilovy priemysel: Analyza aerodynamiky, chladenia motorov, prenosu tepla v
brzdach a vyfukovych systémoch.

Letecky a kozmicky priemysel: Modelovanie pradenia vzduchu okolo lietadiel, turbin a
raketovych motorov.

Energetika: Simulécie pradenia a tepelnych procesov v tepelnych vymennikoch, turbinach
a chladiacich systémoch.

Spotrebny priemysel: Simuldcie spravania aeroso6lov, chladenia elektroniky a prenosu

tepla.

ANSYS Fluent je povazovany za jeden z najvykonnejSich CFD nastrojov na trhu, ¢o ho

robi idealnym pre zlozit¢ inzinierske simulédcie a navrhy produktov s optimalizaciou pradenia

tekutin. Ukazka simulacie v ANSYS Mechanical Enterprise je na Obr. 49.
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Obr. 49 Ukazka simulacie v ANSYS Fluent [18]

3.5.5 Ansys LS-DYNA

Je pokrocily softvér na analyzu konecnych prvkov (FEM), ktory sa Specializuje na
simuldciu nelinearnych dynamickych procesov. Vyvinuty spolo¢nostou LSTC (Livermore
Software Technology Corporation), LS-DYNA [19] sa Siroko vyuziva v automobilovom,
leteckom, stavebnom a inych priemyselnych odvetviach, kde je potrebné analyzovat’ zloZené

mechanické interakcie a spravanie materidlov pri extrémnych zat'azeniach.

Krucové vlastnosti Ansys LS-DYNA:

e Nelinearna dynamika: Softvér je navrhnuty na simuldciu nelinearnych dynamickych
procesov, o zahfna rychle deformacie a interakcie, ako st narazy, explozie a kolizie. Je
obzvlast’ cenny pri analyze havarijnych situacii.

o Flexibilita modelovania: Softvér podporuje Siroka $kalu modelov a materialov, vratane
elastickych, plastickych a viskoelastickych materidlov. Softvér umoZziiuje modelovanie
komplexnych geometrickych tvarov a interakcii medzi pevnymi a tekutymi materialmi.

o Multifyzikilne simulacie: Okrem nelinedrnej dynamiky softvér podporuje aj simulacie
spojené s pradenim tekutin, tepelnymi procesmi a elektromagnetizmom, ¢o umoziiuje
komplexné multifyzikalne analyzy.

e Rychly a efektivny vypocet: Softvér je optimalizovany na vykon a efektivitu, ¢o umoziuje
rychle spracovanie velkych modelov a komplexnych analyz. Softvér podporuje

paralelizaciu, o zvySuje rychlost’ simulacii.
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e Robustné uZivatel'ské rozhranie a mozZnosti vizualizacie: Softvér poskytuje intuitivne
grafické uZivatel'ské rozhranie (GUI) a mnoZstvo nastrojov na vizualizaciu vysledkov, ¢o

umoznuje analyzu a interpretaciu komplexnych dat.

Typické aplikacie LS-DYNA:

e Automobilovy priemysel: Simuldcia narazov a havarijnych testov, analyza bezpecnosti
vozidiel a optimalizacia konstrukénych komponentov pre zlepSenie vykonu pri koliziach.

o Letecky priemysel: Analyza spravania lietadiel a ich komponentov pri extrémnych
podmienkach, ako su narazy a turbulencie.

¢ Stavebnictvo: Modelovanie spravania budov a konstrukecii pri seizmickych udalostiach, ako
aj analyza stability a inosnosti.

e Zdravotna technika: Simuldcia biomechanickych interakcii, ako si implantaty a
chirurgické zariadenia, pri analyze ich spravania v realnych podmienkach.

Ansys LS-DYNA sa stal jednym z najvyznamnejSich nastrojov pre inzinierov a
vyskumnikov, ktori potrebuji presné a spolahlivé simuldcie na analyzu zloZitych
mechanickych systémov. Jeho schopnost’ riesit’ nelinedrne dynamické ulohy a integracia s
inymi softvérovymi nastrojmi robia z neho neocenitelného partnera v procese navrhu a vyvoja

v roznych priemyselnych oblastiach. Ukazka simulacie v Ansys LS-DYNA je na Obr. 50.

LS-DYNA Burst Simulation
Time=  1.0024

Obr. 50 Ukézka simuldcie v Ansys LS-DYNA [20]
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3.5.6 FORGE

Je Specializovany softvér na simulaciu procesov tvarnenia a kovania, ktory umoziuje

detailnu analyzu materidlovych tokov pri spracovani kovov za tepla alebo za studena. Vyvinuty

spolo¢nost'ou Transvalor [21]. FORGE sa Siroko vyuziva v kovospracujucom a automobilovom

priemysle, kde je potrebné presne simulovat’ spravanie materialov pri deformacii, zahrievani,

chladeni a tvarneni.

KPucové vlastnosti FORGE:

Simulacia kovania a tvarnenia: Softvér je navrhnuty Specidlne pre simuldciu kovacich
procesov, ako je zapustkové kovanie, valcovanie, razenie a t'ahanie. Dokaze analyzovat’
materialové toky pri vysokych teplotach a tlakoch.

Modelovanie nelineirneho spravania materidlov: Softvér umoznuje simuldciu
nelinedrnych materidlovych vlastnosti, ako st plastickd deformacia, prenos tepla, trenie a
Strukturalne zmeny v kovoch pocas tvarnenia.

Multifyzikalne simulacie: Softvér dokaze integrovat’ viacero fyzikalnych javov, ako je
prenos tepla, mechanickd deformécia a trenie medzi nastrojmi a materialom. Tento
komplexny pristup zarucuje realistické simuldcie kovovych procesov.

Presnost’ a optimalizicia vyrobnych procesov: Softvér poskytuje nastroje na
optimalizaciu vyrobnych procesov tym, Ze umozituje simulovat’ rozne scenare spracovania
kovov a identifikovat’ potencidlne problémy, ako st praskliny, defekty alebo nehomogénne
rozlozenie materialu.

Rychle vypocty a efektivne rieSenia: Softvér podporuje paralelné spracovanie, ¢o zvysuje
rychlost’ simulécii aj pre komplexné kovacie procesy. Je optimalizovany na pracu s velkymi
modelmi a procesmi s vysokym stupnom nelinearity.

Intuitivne rozhranie: Softvér ponuka uZivatel'sky privetivé grafické rozhranie, ktoré
umoziuje jednoduchu tvorbu a Gpravu modelov, ako aj prehl'adnu vizualizaciu vysledkov

simuléacii.

Typické aplikacie FORGE:

Kovanie: Simulacia procesu kovania, vratane zapustkového kovania, valcovania a razenia,
s cielom optimalizovat’ materidlové toky a minimalizovat’ defekty.
Automobilovy priemysel: Analyza procesov vyroby automobilovych komponentov, ako st

kl'ukové hriadele, napravy a d’alSie kovové Casti, pri vysokej zatazi a teplote.
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o Letecky priemysel: Simulécia kovacich procesov pre letecké komponenty, ktoré vyzaduja
vysoku presnost’ a odolnost’ materialov.
e Tepelné spracovanie: Analyza prenosu tepla a Strukturdlnych zmien v kovoch pocas

spracovania za tepla alebo za studena.

FORGE je nevyhnutnym ndastrojom pre inzinierov a vyrobcov v kovospracujicom
priemysle, ktori potrebuji optimalizovat’ procesy kovania a tvarnenia kovov. Jeho schopnost’

simulovat’ komplexné materialové interakcie a vysoka presnost’ vypoctov robia z neho kl'aicovy

nastroj pre zvysenie efektivity a kvality vyrobnych procesov. Ukazka simulacie vo FORGE je
na Obr. 51.
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Obr. 51 Ukazka simulacie vo FORGE [22]

3.5.7 MSC Marc

Je to Spickovy softvér na simulaciu konecnych prvkov (FEM), ktory sa zameriava na
nelinearne analyzy v oblasti Strukturalnej mechaniky a materidlov. Vyvinuty spolo¢nostou
MSC Software [23]. MSC Marc je Specialne navrhnuty na rieSenie komplexnych inzinierskych
problémov, ktoré zahfilaji nelinearne materialy, kontaktné interakcie a velké deformaicie.
Vyuziva sa v roznych priemyselnych odvetviach vratane automobilového, leteckého,

energetického a vyroby strojov.
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KPucové vlastnosti MSC Marec:

Nelinearne analyzy: Softvér je jednym z najlepSich softvérov pre simulécie nelinearnych
procesov, ako su velké deformacie, materialové nelinearity (plastickost’, hyperelasticita,
creep) a komplikované kontaktné podmienky medzi telesami. Jeho nelinearne riesice st
optimalizované pre presné a stabilné simulécie.

Multifyzikalne simulacie: Okrem Strukturalnych analyz softvér podporuje aj multifyzikalne
simulacie, ktoré zahffiaju termalne a elektromagnetické problémy. Tieto simulacie su
dolezité¢ pre analyzu komponentov a systémov, ktoré si vystavené viacerym typom
zat'’azenia sucasne.

Kontaktné interakcie: Softvér poskytuje robustné nastroje na modelovanie kontaktov
medzi réznymi telesami, vratane kontaktov s trenim, adhezivnych kontaktov a inych
komplikovanych kontaktnych mechanizmov. To je klI'icové pri simuléciach, kde dochadza
k interakcidm medzi r6znymi ¢ast’ami systému.

Flexibilné modelovanie materialov: Softvér umoziiuje presné modelovanie réznych
materidlov, ako st kovy, polyméry, kompozity, elastoméry a biomateridly. Softvér
podporuje aj pokrocilé materialové modely, ako je hyperelasticita, viskoelasticita, a tecenie.
Prisposobitel’né a moduldrne rozhranie: UZivatelia maju moznost’ prisposobit’ simulacie
svojim potrebam pomocou skriptovania a automatizacie. Softvér je velmi flexibilny v
integracii s inymi softvérmi a umoziiuje export a import dat z d’alSich CAE nastrojov.
Unavova a tepelna analyza: Softvér pontka nastroje na tmavové analyzy, ktoré su dolezité
pre predpovedanie Zivotnosti komponentov. Tepelnd analyza zahffia simuldcie prenosu

tepla, teplotného namahania a zmeny materialovych vlastnosti v désledku teplotnych zmien.

Typické aplikacie MSC Marec:

Automobilovy priemysel: Simulacie narazov, deformac¢nych z6n, interakcii komponentov
a materialového spravania pri dynamickych zat’azeniach.

Letecky priemysel: Analyza Strukturdlnych komponentov lietadiel vystavenych velkym
deformaciam, vysokym teplotam a tlakom.

Energetika: Modelovanie komponentov v energetickych zariadeniach, ako st turbiny,
tlakové nddoby a potrubia, ktoré su vystavené réoznym mechanickym a tepelnym
zatazeniam.

Biomedicinske aplikacie: Simuldcie interakcii implantatov s biologickymi tkanivami, ako

aj modelovanie spravania materidlov pri extrémnych podmienkach.
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MSC Marc je vysoko vSestranny a vykonny nastroj, idedlny pre rieSenie zlozitych
nelinearnych problémov. Jeho schopnost’ zvlddnut' velké deformacie, zlozité kontaktné
problémy a multifyzikalne interakcie robi z neho dolezity softvér pre vyvoj a optimalizaciu

produktov v réznych inzinierskych odvetviach. Ukazka simulacie v MSC Marc je na Obr. 52.
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Obr. 52 Ukazka simulacie v MSC Marc [24]

3.5.8 MSC Nastran

Je program pre analyzu konecnych prvkov (FEA), ktory bol poévodne vyvinuty pre
NASA koncom 60-tych rokov pre letecky priemysel. MSC Nastran [25] je vykonny softvérovy
nastroj na analyzu konec¢nych prvkov (FEM), ktory je uréeny na rieSenie Sirokého spektra
inzinierskych problémov, najma v oblasti Strukturdlnej analyzy. Vyvinuty povodne pre NASA,
dnes sa pouziva v r6znych priemyselnych odvetviach, ako su letecky a automobilovy priemysel,
stavebnictvo, energetika a dalsSie. MSC Nastran sa Specializuje na linearne aj nelinearne
Strukturdlne analyzy a je povazovany za jeden z najspolahlivejSich nastrojov pre simulaciu

zlozitych inzinierskych systémov.
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KPucové vlastnosti MSC Nastran:

e Strukturalna analyza: Softvér je navrhnuty na rieSenie linearnych a nelinearnych
statickych a dynamickych problémov. Podporuje analyzy statick¢ého zatazenia, modalne;j

analyzy, harmonickych odoziev, inavovych analyz a analyzy stability.

e Metéda konecnych prvkov (FEM): Softvér vyuziva FEM na rieSenie problémov
mechaniky pevnych telies, prenosu tepla a d’alSich fyzikalnych javov. Je optimalizovany na
efektivne rieSenie velkych a komplexnych modelov, ktoré zahfnaji miliony stupiiov

volnosti.

e Nelinearne analyzy: Nastran poskytuje nastroje pre rieSenie nelinearnych problémov, ako
su vel'ké deformdcie, nelinedrne materidly a zlozité kontaktné podmienky. Toto umoziuje
simulovat’ realne spravanie Struktdr pri extrémnych zat'azeniach a podmienkach.

e Dynamické analyzy: Softvér je vykonny v oblasti dynamickych simulécii, ¢o zahfiia
simulacie narazov, vibracii, seizmickych zatazeni a d’alSich dynamickych zatazeni.
Modalna analyza, harmonickéd analyza a spektralne analyzy su bezné aplikacie.

e Multifyzikalne simuldcie: Hoci je primdrne zamerany na Strukturalnu analyzu, Nastran
umoziuje aj multifyzikdlne simulacie, ktoré zahfnaju prenos tepla, akustické simulacie a
elektromagnetické efekty, ¢im zaist'uje, ze fyzikalne interakcie su presne modelované.

e Optimalizacia navrhov: MSC Nastran poskytuje pokrocilé nastroje na optimalizaciu
navrhu, ktoré pomahaju inzinierom zlepsit’ vykonnost’ a efektivitu ich nadvrhov. UmozZiuje
optimalizovat’ Strukturdlne vlastnosti, hmotnost’, pevnost’ a d’alSie parametre.

e Integracia a interoperabilita: Nastran je plne kompatibilny s inymi softvérmi na simulaciu
a navrh, ¢o umoziuje jednoduché prepojenie s CAD a CAE néstrojmi. Jeho stibory mozu
byt importované a exportované¢ do roznych formdatov, o ulahcuje pracu v

interdisciplinarnych timoch.

Typické aplikacie MSC Nastran:

e Letecky priemysel: Strukturdlna analyza lietadiel a vesmirnych lodi, vratane simulacie

namahania, vibrécii a odolnosti proti ndrazom.

e Automobilovy priemysel: Analyza karosérii a ramov vozidiel, optimalizécia Struktirnych

komponentov na znizenie hmotnosti a zvySenie bezpecnosti.

e Stavebnictvo: Simulicie seizmickych zataZeni na budovach, mostoch a inych velkych

stavbach.
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e Energetika: Analyza komponentov elektrarni, tlakovych nadob a potrubi, ktoré su

vystavené vysokym teplotam a tlakom.

e Zdravotna technika: Modelovanie biomechanickych systémov a simulacia interakcii medzi

implantatmi a l'udskym telom.

MSC Nastran je vysoko uznavany v inzinierskom svete pre svoju spol’ahlivost’, presnost’
a schopnost’ riesit’ najnarocnejsie Strukturalne problémy. Jeho schopnost’ simulovat’ rozne typy
zat'azeni a interakcii medzi fyzikalnymi systémami ho robi neocenite'nym nastrojom pre vyvoj
produktov v mnohych priemyselnych odvetviach. Ukazka simulacie v NASTRAN je na Obr.
53.

Obr. 53 Ukazka simulacie v MSC Nastran [26]

3.5.9 PAM-Crash

Je softvér na simulaciu kone¢nych prvkov (FEM) §pecializovany na dynamické analyzy
narazov, kolizii a crash testov. Vyvinuty spolo¢nost'ou ESI Group [27]. PAM-Crash sa §iroko
vyuziva najmi v automobilovom priemysle na simulacie crash testov vozidiel, ale tieZ nachadza
uplatnenie v leteckom, Zelezni€nom a vojenskom priemysle. Je ur€eny na simulaciu zloZitych
fyzikéalnych interakcii a nelinearnych dynamickych udalosti, vratane deformacii a zlyhania

materidlov pri extrémnych zataZeniach.

KIG¢éové vlastnosti PAM-Crash:

e Simulacie narazov a crash testov: PAM-Crash je Specializovany na simulaciu kolizii
vozidiel a testov bezpe€nosti pri naraze. Umoznuje presné modelovanie spravania Struktir
vozidiel a komponentov pri narazoch a analyzuje, ako sa deformuji a absorbuji energiu

pocas kolizie.
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Nelinedarne materidlové modely: Softvér podporuje nelinearne materialové modely, ktoré
su kl'aCové pre presné simulacie plastickej deformacie, zlyhania materialu, zlomenin a inych

kritickych reakcii pri extrémnych podmienkach.

Dynamické simulacie: PAM-Crash umoziuje simuléciu vysoko dynamickych udalosti,
ktoré zahfnaju vel'ké deformacie, zlozit¢ kontaktné podmienky a nelinearne spravanie
materidlov. Tieto simuldcie poméhaju predpovedat’ spravanie komponentov v redlnych
havarijnych situdciach.

Bezpecnostné systémy vozidiel: Softvér sa pouziva aj na simuldciu spravania
bezpecnostnych systémov, ako su airbagy, bezpecnostné pasy a iné€ pasivne ochranné prvky,
ktoré chrania cestujucich pocas narazu.

Optimalizacia navrhov: PAM-Crash poskytuje nastroje na optimalizaciu Struktirnych
komponentov vozidiel a d’alSich vyrobkov z hl'adiska bezpecnosti a odolnosti pri narazoch.
Umoziuje inZinierom zlepsit’ bezpecnost’ a vykon vozidiel este pred fyzickym testovanim.
Integracia s CAD a CAE systémami: Softvér podporuje prepojenie s d’alSimi inZinierskymi
nastrojmi, o umoziuje 'ahkt integraciu do pracovnych postupov navrhu a simulécie.
Rychlost’ a efektivnost’ vypoctov: PAM-Crash je optimalizovany na efektivne spracovanie
vel'kych modelov s komplexnymi nelinedrnymi interakciami, ¢o umoziuje rychle simulacie

aj pri zlozitych scenaroch.

Typické aplikacie PAM-Crash:

Automobilovy priemysel: Simulacia crash testov pre overovanie bezpecnosti vozidiel,
analyza deformécii Struktur pri Celnych, bo¢nych a zadnych narazoch, ako aj testovanie

bezpecnostnych systémov, ako st airbagy.

Letecky priemysel: Simulécia narazov a analyza zlyhania komponentov lietadiel pocas
havarii.

Zelezniény priemysel: Simulacie narazov vlakov, prevratenia voziiov a bezpeénostnych

opatreni pri zrazkach.

Obranny priemysel: Simulécie explozii, balistickych narazov a inych vojenskych aplikacii,

kde st komponenty vystavené extrémnym podmienkam.

PAM-Crash je mimoriadne hodnotnym nastrojom pre inzinierov, ktori potrebuji

predpovedat’ spravanie mechanickych systémov pri vysoko dynamickych a nelinedrnych
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udalostiach. Jeho Specializdcia na crash testy a narazové simulacie robi z neho neocenitelny
softvér v oblasti bezpecnosti a vyvoja vozidiel a d’alSich produktov, ktoré musia odolavat

extrémnym podmienkam. Ukazka simulacie v PAM-Crash je na Obr. 54.

Obr. 54 Uk4zka simulécie v PAM-Crash [28]
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4 Analyza konecnych prvkov (FEA)
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Obr. 55 Proces FEA

Praktickd aplikdcia FEM je znama ako FEA. FEA aplikovana v inzinierstve je
vypoctovym ndstrojom na vykonavanie inzinierskych analyz. Zahtfiia pouZitie technik sietovej
generacie na rozdelenie zlozit¢ho problému na malé prvky ako aj pouzitie softvérového
programu kodovaného algoritmom FEM. Pri pouZiti FEA je zloZitym problémom zvycajne
fyzikalny systém s fyzikalnou zakladnou, ako je Euler-Bernoulliho rovnica, tepelna rovnica
alebo Navier-Stokesove rovnice vyjadrené bud’ parcialnymi diferencialnymi rovnicami alebo v
integralnymi rovnicami, zatial’ ¢o mensSie oddelené Casti zlozitého problému predstavuji rozne
oblasti fyzikalneho syst¢ému. FEA je dobrou volbou pre analyzu problémov na zlozitych

zariadeniach (ako st automobily a ropovody). Simulacie FEA poskytuju cenny zdroj, pretoze
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odstranuju viaceré pripady vytvarania a testovania redlnych prototypov pri réznych situaciach
s vysokou presnostou. Napriklad pri simulacii ¢elného narazu je mozné zvysit' presnost
predikcie v dolezitych prvkoch ako je predna Cast’ vozidla a znizit' ju v zadnej Casti (¢im sa
znizia naklady na simulaciu). Dal§im prikladom by mohla byt numericka predpoved’ podasia,
kde je dolezitejSie mat’ presné predpovede nad vyvojom vysoko nelinearnych javov (ako su

tropické cyklony v atmosfére alebo viry v ocedne) namiesto relativne pokojnych oblasti.
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5 Statické analyzy

Pri statickych analyzach nie st uvazované dynamické efekty, napriklad sily zotrva¢nosti

a timenie.

e Dolezité je overenie statického predpokladu, pretoze dynamické zatazenie moze vytvorit
az dvojnasobok napitia, ktoré vznikne pri statickom zat’azeni s rovnakou velkostou, kde x
je pomer viskoézneho tlmenia. Pre I'ahko tlmené Struktiry s 5% tlmenim budu dynamické
napétia az 10 krat vacsie ako statické napitia. Najhor$ia situdcia nastava pri rezonancii .

e Pomocou statickej analyzy mozno spocitat’ Strukturdlnu odozvu telies rotujucich
konstantnymi rychlostami alebo pohybujicich sa s konStantnym zrychlenim, pretoze
vzniknuté zat'’azenia sa nemenia s ¢asom [29].

Statické analyzy mozu byt

- linearne,

- nelinearne.

5.1 Linearna staticka analyza

Pri aplikovani zat'azenia na teleso sa teleso zdeformuje a vplyv zat'azenia sa prenasa cez
celé teleso. VonkajSie zataZenie spdsobi to, Ze vnutorné sily a reakcie uvedu teleso do stavu
rovnovahy. Linedrna statickd analyza spocita posuny, namdhania, napétia a reakéné sily pod
vplyvom aplikovaného zat'azenia.

Linearna analyza je zaloZena na predpokladoch statiky a linearity, a preto je platna len
vtedy, ak su tieto predpoklady splnené. Ak nebude aspon jeden predpoklad splneny, linedrna
analyza vyprodukuje nespravne vysledky a bude potrebné pouzit k modelovaniu nelinearnu

analyzu.

5.1.1 Staticky predpoklad

Vsetky zataZenia sa aplikuji pomaly a postupne, az kym nedosiahnu svoju plnu
velkost. Po ich dosiahnuti zostavaju konStantné (¢asovo nemenné). Tento predpoklad
umoziuje zanedbat’ sily zotrvacnosti a tlmenie, pretoze ide o zanedbatelne malé zrychlenia a
rychlosti. Casovo premenné zataZenie sposobuje znaéné sily zotrvaénosti a tlmenie, ktoré
opodstatituji pouzitie dynamickej analyzy. Dynamické zat'azenie sa meni s casom a v mnohych

pripadoch sposobuje vyznamné sily zotrvacnosti a timenie, ktoré nie je mozné zanedbat’ [8].
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Obr. 56 Nelinearna a linearna analyza — Hookov zakon [9]

5.1.2 Predpoklad linearity
Vztah medzi zatazeniami a sposobenymi odozvami je linedarny. Ak sa napriklad
zdvojnasobi zatazenie, zdvojnasobi sa aj odozva modelu (posuny, namahanie a napitie).
Predpoklad linedrnosti je mozné zadat’ v pripade, Ze:
e vsetky materialy v modeli spiiiaji Hookov zakon, takZe napitie je priamo imerné pomernej
deformacii,
e sposobené posunutia si dostato¢ne malé na to, aby bolo mozné zanedbat’ zmenu tuhosti
spdsobenu zatazenim,
e okrajové podmienky sa pocas pdsobenia zataZenia nemenia. Zat'azenie musi mat

konstantnu velkost’, smer a rozloZenie aj pri deformacii telesa.

Zakladné predpoklady pouZitia linearnej statickej analyzy mozno zhrnat do 4 bodov:
o malé deformacie,
o malé (nekonecne malé) pretvorenia (pomerné deformécie),
o elastické spravanie sa materialu,

o statické zat'aZenie (zatazujuce sily sa nemenia v Case).

5.2 Nelinearna staticka analyza

Nelinearna statickd analyza musi byt pouzitd vzdy, ked’ je v modeli zaznamenany
nelinearny vztah medzi napdtim a namahanim pri ur€itom zataZeni. Pri urcitej hodnote
zatazenia sa vSetky redlne objekty spravaji nelinedrne. Nelinearita mdze byt sposobena
spravanim materialu, vel’kymi posuvmi a podmienkami kontaktu [29].

V nelinedrnej statickej analyze nie si uvazované dynamické efekty, napriklad sily

zotrvacnosti a tlmenie.
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e Niektoré materialy spiiaju Hookov zikon (napitie je priamo umerné deformacii) iba pri
vel’'mi malej deformacii, pri narastajicej deformacii sa vztah napétie — deformacia meni
nelinearne. Iné materialy sa spravaju nelinearne aj pri malej deformacii. Model materialu
predstavuje matematicku simuldciu spravania materialu. Nelinedrna analyza ponika mnoho
typov modelov materialu.

e Spdsobené posunutia st dostato¢ne malé na to, aby bolo mozné ignorovat’ zmenu tuhosti
sposobenu zatazenim. Nelinearna analyza pontka mozZnost' velkej deformacie, pri
definovani vlastnosti materialu objemovej suciastky alebo Skrupiny. Maticu tuhosti mozno
vypocitat’ znovu v kazdom kroku riesenia. Uzivatel riadi pocet prepoctov matice tuhosti.

e Okrajové podmienky sa pocas pdsobenia zatazenia nemenia. ZataZenie musi mat’
konstantni velkost’, smer a rozlozenie. Kontaktné¢ problémy su napriklad prirodzene
nelinedrne, pretoze sa limitné podmienky menia, ked’ dojde ku kontaktu pri zataZeni.
Lineéarna analyza ponutka priblizné rieSenie pre kontaktné problémy, v ktorych sa zvazuje
vplyv velkej deformécie.

Pre nelinearne staticku analyzu je ¢as pseudopremennou. Popisuje, pri ktorych

Grovniach zataZeni je rieSenie hladané. Cas ma skutoéné hodnoty len pre viskoelastické

materialy alebo modely materidlov tecenia.

Pre nelinearnu dynamicki analyzu je ¢as redlnou hodnotou.

5.2.1 Druhy nelinearity

Vicsina fyzickych javov v redlnom svete vykazuje nelinearne spravanie. V mnohych
situdcidch sa dosahuju uspokojivé vysledky za predpokladu linearneho spravania fyzického
systému. Existuji vSak okolnosti alebo javy, ktoré vyZaduji nelinearne rieSenie. To mdZe
vzniknut” z dovodu geometrickych a materidlovych nelinearit, ako aj zmenou okrajovych

podmienok a integrity Struktary.

5.2.1.1 Geometricka nelinearita

Je spdsobena geometrickymi vztahmi v matematickom vyjadreni charakteristiky [1].

Velké vychylenie a natocenie: ak sa Struktira podrobi vel’kym posunom v porovnani s jeho
najmen$im rozmerom a natoceniu v rozsahu jeho povodnych rozmerov a polohy ako aj smeru
zat'azenia (rybarska ty¢ s nizkou bo¢nou tuhostou pri bo¢nom zatazeni — velké deformacie a

natocenie).
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Napit’ové spevnenie: ak napitie v jednom smere ovplyviiuje tuhost’ v inom smere (kable,

membrany alebo rotujuce Struktiry).

A

Nelinearna -

Celkova sila
LY
L3

- Linearna

>

Celkové posunutia

Obr. 57 Interpretacia geometrickej nelinearity [10]

5.2.1.2 Materialova nelinearita

Je dand nelinedrnym chovanim materialu, ktory sa pri zatazeni deformuje. Vztah medzi
deformdaciou a zatazenim je nelinearny. Hookov zakon opisuje vztah medzi deformaciou
pevného telesa vyvolanou posobenim napétia a vel’kost'ou tohto napétia. V oblasti po medzu
umernosti, t. j. pre malé napitia, je tato zavislost’ linearna a deformécia je priamo Uimerna

napitiu materialu.

a=F/A

Y

0.2% iy

Obr. 58 Hookov zakon — graficka interpretacia [1]

Hookov zékon vyjadreny pre materidl naméhany jednoosovym t'ahom alebo tlakom

definuje vzt'ah (1):
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&l Q

kde:
¢ — pomerna deformacia materialu = pomerné prediZenie [-],
o — mechanické napétie v tahu [MPa],

E — modul pruznosti v tahu (Youngov modul) [MPa].

Oblast’ platnosti Hookovho zakona na Obr. 58 je medzi bodmi 1 a 2. Tahova skuska
klasického kovového materidlu, napr. ocele, ukazuje jasne na linearnu, elasticki oblast’ pod

medzou sklzu, kde plati Hookov zdkon o = E - ¢ - a nasleduje nelinearna plasticka oblast’.

Okrem toho mozno rozliSovat’ este elastické a plastické spravanie materialu.
S elastickym spravanim materialu je spojena nelinearna elasticita — nelinearna krivka napétia
a deformacie. Pri zat'azovani je zavislost’ medzi zat'azenim a deformaciou nelinearna, avsak pri
odl'ah¢eni sa Struktara vrati do svojho povodného stavu bez trvalych deformacii — material sa

chova elasticky.

Plastické spravanie materialu znamena, ze po jeho odl'ah¢eni ¢ast’ deformacie v ilom zostava.

napatie
L 3
Medza
£ pruZnosti
o \ g
\
Medza
sklzu

/ / odlahcenie

zataZenie

— .
Iy deformacia

Plasticka

deformacia

v

Obr. 59 Nelinearna elasticita a oblast’ plastickej deformacie materialu [10]

Plasticita je definovana ako trvala, ¢asovo nezavisla deformacia. Po odl'ah¢eni zatazenia

zostava trvala (plastickd) deformacia. V takychto pripadoch plastickej deformacie materialu sa
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vyuziva tzv. idealizovany model plasticity — po dosiahnuti istej hodnoty napidtia (medze
sklzu) dojde k plastifikacii, o sa prejavi tym, ze deformdcia narastd bez toho, aby doslo k
narastu napatia.

V skutoc¢nosti vSak aj po prekroceni medze sklzu dochédza k narastu napitia, avsak
pomalSie a nelinedrne. Hovorime o deformacnom spevneni. NajcastejSie je izotropné
spevnenie (Isotropic Hardening) a kinematické spevnenie (Kinematic Hardening). Izotropné
spevnenie je vhodné pre jednorazovo zat'azené objekty, kinematické spevnenie sa vyuZziva pri

zat’aZeni s odl'ah¢enim.

idealizovany model model so spevnenim

c=FE= G

1]
M
)

€ £

B
>

Obr. 60 Plasticky materialovy model — idealizovany a so spevnenim [29]

Plastické materidlové modely sa lisia definiciou zat'azovacej krivky:
a) Bilinearna definicia plastického materialového modelu je jednoduchsia. Krivka je
nahradena jednou zalomenou priamkou (Obr. 61). Okrem modulu pruznosti E,
definujuceho sklon priamky v elastickej (pruznej) oblasti, sa definuje eSte medza sklzu

(Yield Strength) a sklon priamky nad medzou sklzu, tzv. ,,Tangent Modulus*.

Medza sklzu
/rsklon (Tangent Modulus)

c=E-¢

arctg E €

»
»

Obr. 61 Bilinearna definicia plastického materialového modelu [9]

b) Multilinearna definicia plastického materialového modelu je dokonalejSia. Krivka je
definovana ako niekol'’kokrat zalomena priamka (Obr. 62). Jednotlivé body zalomenej

priamky sa zadavaji formou tabul’ky.
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Obr. 62 Multilinearna definicia plastického materidlového modelu [9]

Creep (teCenie materialu) je trvala, Casovo zavisld plastickd deformacia materidlu pri
konStantnom napéti. Je charakterizovany pomalou plastickou deformaciou, ktord prebicha aj
pod medzou sklzu daného materidlu. Jav teCenia je dolezity obzvlast’ pri projektovani sticiastok
dlhodobo vystavenych vysokym teplotam pri aplikovanom silovom zat'azeni. Priebeh tecenia

pri konstantnom napéti a teplote je znazorneny na krivke teé¢enia (Obr. 63).

7, T=konst.
lom
w A
t
| u
|
! Y
| A
It !t: Ity " L

Obr. 63 Krivka tecenia [29]

| — primarne Stadium tecenia nadvizuje na zaciato¢nu pruznu a trvalti deformaciu. Dochadza k
postupnému poklesu rychlosti deformacie a prejavuje sa vplyv deformaéného spevnenia.

Il — v sekundarnom §taddiu dosahuje teCenie minimalnu rychlost’ — toto Stddium je zvycajne
najdlhsSie a trva aj niekol'ko rokov. Rychlost’ creepovej deformacie v tomto $tadiu konStantna.
Toto Stddium je charakteristické plastickou deformaciou, pri ktorej sa speviluje a sucasne
zotavuje kovova latka. Sekundarne Stadium je povazované za najddlezitejSie, ked’ze prave v
tomto Stadiu je suciastka vystavena prakticky pocas celej svojej zivotnosti. Prave preto sa
suciastky dimenzuju (explicitne alebo implicitne) na zaklade rychlosti deformacie v tomto

stadiu.
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Il — tercidrne Stadium tecenia je charakterizované exponencidlnym rastom rychlosti a konci
lomom. Zaciatkom je vznik mikroskopickych trhlin, kvoli redukcii nosného prierezu sa zvySok
suciastky prakticky dolomi silovym lomom.

Trvanie jednotlivych §tadii je pre dany material nepriamo umerné teplote a napitiu.

Krivky tecenia pre rozne hodnoty napétia a teploty st na Obr. 64.

CAS t
Obr. 64 Krivky teCenia pre rozne hodnoty napétia a teploty [10]

Material je izotropny, ak su vSetky jeho mechanické a teplotné vlastnosti vo vSetkych
smeroch rovnaké. Izotropné materidly maju homogénne alebo nehomogénne mikroskopické
Struktary. Izotropné materidly teda maji vo vSetkych smeroch zhodny modul pruznosti,
Poissonovu konstantu, sucinitel’ tepelnej roztaznosti materialu, tepelnt vodivost” atd’. Termin
izotermicky sa obcCas pouZiva pre oznaCenie materidlov bez preferovanych smerov pre
koeficienty tepelnej rozt'aznosti. Ocel’ napriklad vykazuje izotropné vlastnosti, hoci je jej
mikroskopicka Struktara nehomogénna. Materidl je ortotropny, ak su jeho mechanické a
teplotné vlastnosti jedine¢né a nezavislé v troch vzdjomne kolmych smeroch. Prikladom
ortotropného materidlu je drevo, vela druhov krystalov a valcované plechy. Mechanické
vlastnosti dreva sa daju napriklad vyjadrit’ v pozdiznom, radialnom a tangencialnom smere.
Pozdizna os (1) je rovnobezna so smerom vlakien; radialne os (2) je kolma na letokruhy a os

(3) je voci letokruhom doty¢nicou.

Obr. 65 Priklad ortotropného materialu (drevo) [29]
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Viskoelasticita je ¢asovo zavisla deformacia pri konstantnom zat'azeni. Po odl'ah¢eni zatazenia
sa material vrati do pdvodného stavu.

Hyperelasticita je vzt'ah medzi napitim a deformaciou definovany ako nelinearne elasticky,
izotropny, nestlaitel'ny a vSeobecne nezavisly od rychlosti deformacie (materialy podobné

gume).
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6 Dynamické analyzy
Na rozdiel od statickej analyzy pri dynamickej analyze sa zatazujuce sily v Case menia
(nestacionarna uloha). Posunutia, rychlosti, zrychlenia, deformacie a napétia st Casovo zavislé.
Dynamické analyzy mézu byt
- linearne,
- nelinearne.
Pomocou linearnych alebo nelinearnych dynamickych analyz mozno spocitat’ odozvu telies na

dynamické zat'aZzenie [29].

6.1 Dynamické zataZenie
Mozno ho vSeobecne rozdelit’ na:
e deterministické,
¢ nedeterministické.

Deterministické zat'azenie je spravne urcené ako funkcia ¢asu a mozno ho presne
predvidat. Moze byt harmonické, periodické alebo neperiodické. Ak je =zatazenie
deterministické, su vysledky tiez deterministické.

Nedeterministickej zat'azenie nie je mozné spravne urcit’ ako explicitnll funkciu Casu, a
je najlepsie popisané Statistickymi parametrami. Ak je zataZenie nedeterministické, su vysledky
tieZ nedeterministické.

Medzi dynamické zat'azenia patria predovsetkym oscilaéné zat'azenia, razy, kolizie a
nahodné zat'azenia.

Typické druhy dynamického zat'azenia st na Obr. 66:

Fiv F(t)
F(t) F(t)
f E
|+|, H |! P &
NN ' \ lr‘ VY Cas
Cas Cas J | ll Y "“
Harmonickeé zat'azenie Periodické zat'azenie Razove zatazenie Hlavné zatazennie

Obr. 66 Druhy dynamického zatazenia [9]

Cas vystupuje ako d’alia premenna a tiloha sa riesi v nejakom ¢asovom intervale.

Maticova rovnica (2) vyjadruje podmienku rovnovahy telesa v danom ¢asovom okamihu.

[K]{a(t)} = {f(1)} ()
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kde:
[K] — n x n symetricka matica tuhosti,
{a(t)} — n-rozmerny vektor posunutia uzlovych bodov konstrukcie,

{f(t)} — n-rozmerny vektor sily.

Po rozsireni rovnice (2) o uc¢inok zotrva¢nych a vnttornych tlmiacich sil je ziskany tvar rovnice

(3) pre dynamické ulohy [29]:

[M].{a(D} + [Cl.{a(®)} + [K]{a(D)} = {f(1)} ©)

kde:

[M] — n x n symetricka matica hmotnosti,

[C] — n X n symetricka matica tlmenia,

{a(t)} — n-rozmerny vektor rychlosti uzlovych bodov konstrukcie,

{a(t)} — n-rozmerny vektor zrychlenia uzlovych bodov konstrukcie.

Obr. 67 Rozdelenie dynamickych analyz

Metddy rieSenia dynamickych analyz, vyplyvaja z Obr. 67.
e metdda priamej integracie pohybovych rovnic:
v explicitné — metdda stredovej diferencie

v implicitné — Houboltova metoda
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- Wilsonova metdda
- Newmarkova metoda — najcastejSie pouzivand (ANSYS)

e metdda superpozicie vlastnych tvarov

6.2 Zakladné typy dynamickych analyz
K zakladnym typom dynamickych analyz mozno zaradit’:
1. Modalnu analyzu (Modal analysis),
2. Harmonicku analyzu (Harmonic response),
3. Prechodovi analyzu (Transient analysis),
4

Spektralnu analyzu (Spectral/Seizmic analysis).
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7 Modalna analyza (Modal analysis)

Modélna analyza je pomerne mlada oblast’” dynamiky, ktora sa v priemysle zacala
vyuzivat v 80. rokoch 20. storoc€ia. Jej neskord implementacia do praxe je spojena s vyvojom
programového a hardvérového vybavenia FEM [30].

Problémy Strukturalnych vibracii predstavujii vyznamné rizika a obmedzenia pri navrhu
Sirokého rozsahu strojarenskych produktov. Moézu byt pri¢inou poruSenia Strukturdlnej
celistvosti, alebo mézu znizovat’ vykon strojného zariadenia. Zaroveil nadmerné vibracie vzdy
sposobuju minimalne nadmerna hlu¢nost’ a narusuju tak pokojny chod strojného zariadenia.
Vicsina problémov spojenych s nadmernym hlukom ¢i kmitanim je v technickej praxi
spdsobend tzv. modalnymi vlastnostami samotnej mechanickej sustavy. Tieto modalne
vlastnosti sa ur¢uju a nasledne vyhodnocuju pouzitim modalnej analyzy. Vd’aka takto ziskanym
parametrom je mozné predpokladat’ vlastnosti systému.

Modalna analyza ma v siCasnosti nezastupitelné miesto pri diagnostike vibracii
strojnych zariadeni, d’alej pri analyze neziaducich javov, ako su napr. hluk, deformécie alebo
chvenie mechanickych sustav. Modélna analyza sa pouZziva v pripadoch, ak je zmena v Case
explicitne zndma a ak je pozadovand odozva funkciou ¢asu.

K typickym zatazeniam patria:

e Réazove (alebo pulzn€) zat'azenie,
e Vseobecné Casovo premenné zat’azenie (periodické alebo neperiodicke),
e Rovnomerny zédkladny pohyb (posun, rychlost’ a zrychlenie pouZité na vSetky podpery),

e Pohyby podpier (posunutie, rychlost’ a zrychlenie pouZité nejednotne na vybrané podpery).

Pociatocné podmienky (konecné posunutie, rychlost” alebo zrychlenie pouZité na diel
alebo cely model v Case t = 0)

Riesenie rovnic pohybu pri systémoch s viacerymi stupiiami vol'nosti vyuziva postupy
modalnej analyzy.

Presnost’ rieSenia je mozné zvysit’ pouzitim mensieho casového kroku.

Po spusteni analyzy je mozné zobrazit’ posuny, napitia, pomerné deformacie, reakéné
sily atd’. v réznych ¢asovych krokoch alebo mozno vytvorit’ graf s vysledkami na uréenych

miestach v zavislosti na ¢ase.

Ciel’om modalnej analyzy je urcenie:
e vlastnych frekvencii kmitania,

e vlastnych tvarov kmitania,
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e modalne timenie sustavy [30].

Modalna analyza urcuje len vlastné frekvencie samotného systému - skimanej
geometrie. Nesuvisi so zatazenim, iba s geometriou. Rezonan¢né frekvencie sa menia len v

doésledku tvaru modelu a od okrajovych podmienok.

7.1 Matematicka formulacia problému

Ststava pohybovych rovnic v linedrnom systéme s n stupfiami volnosti budenom

¢asovo premennou silou je v tvare (4), ked’ timenie a zat'azenie (budenie) nie st uvazované (5):
M.} + [CIYY0} + K] {a)} = {M (4)
[M].{a(t} + [K].{a(t)} =0 (%)

kde:

[M] — n x n symetricka matica hmotnosti ststavy,

[C] — n x n symetricka matica tlmenia ststavy,

[K] — n x n symetricka matica tuhosti sustavy,

{a(t)} — n-rozmerny vektor zrychlenia uzlovych bodov konstrukcie,
{a(t)} — n-rozmerny vektor rychlosti uzlovych bodov konstrukcie,
{a(t)} — n-rozmerny vektor posunutia uzlovych bodov konstrukcie,

{f(t)} — n-rozmerny vektor sily.

Rovnica (5) tvori sustavu n subeznych diferencialnych rovnic s konstantnymi
koeficientmi [29]. Rovnica pohybu je spojena len podmienkami zotrva¢nosti a tuhosti. Spojenie
zavisi na suradnicovom systéme, pomocou ktorého boli rovnice pohybu matematicky popisané.

Zakladnou myslienkou modalnej analyzy je transformacia spojitej sustavy rovnic (5) do
sady nezavislych rovnic pomocou modalnej matice [®] ako transformac¢nej matice.

[@] obsahuje normalne rezimy {f} ; pre i =1, ...., usporiadané takto:

[T]1=[{wi1{wiz. . {©Pix]

Riesenie sa predpoklada v tvare (6):
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{a(t)} = [D].sin(m.t) (6)

kde:
o — vlastna kruhova frekvencia
[@] — vektor vlastnych tvarov (mdédov) kmitania, ktory obsahuje velkost amplitid zloziek
kmitania uzlovych bodov telesa, ktoré nezavisia na Case, ale len od pociato¢ného impulzu, ktory
takéto kmitanie vyvolal.

K popisu modalnych parametrov a spravania mechanickych Struktr sa vyuziva
moznost rozkladu zlozitého kmitavého deja na ¢iastkové (modalne, vidové, vlastné) deje (Obr.

68), z ktorych kazdy je charakterizovany vlastnou frekvenciou a vlastnym tvarom kmitov.

&%ﬁ

Obr. 68 Princip modalneho rozkladu [30]

7.2 VyuZitie modalnej analyzy

Metdédou modalnej analyzy je mozné rieSitt mnoho technickych problémov
vyskytujucich sa pri navrhu, vyrobe ¢i prevadzke mechanickych ststav alebo ich Casti. Vyuziva
sa tiez pri analyze neziaducich javov pri chode mechanickych sustav, ako je nadmerny hluk,

deformacie, chvenie, poskodenie a pod. [30].

a) V teoretickej rovine ako vypoctova,

Pri teoretickej modalnej analyze sa zostavia pohybové rovnice a vysledné hodnoty modalnych
parametrov sa ziskaji aZ pouZzitim tzv. modalnej transformacie. Tato transformécia spociva v
nahradeni sustavy navzijom viazanych homogénnych diferencidlnych rovnic sustavou

nezavislych, izolovane riesiteI'nych, homogénnych diferencidlnych rovnic.

b) v praktickej rovine realizaciou experimentalneho merania realnej mechanickej Struktuary.
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Pri experimentalnej modalnej analyze sa urcuju vlastné frekvencie, vlastné tvary kmitov a

modalne tlmenie skimanej stistavy pomocou experimentalne uréenej mnoziny dat frekvencéne;j

prenosovej funkcie.

Modalne parametre ziskané experimentalnou analyzou st v technickej praxi ¢asto

porovnavané s modalnymi parametrami ziskanymi vypoctovymi metoédami!

7.3 Dovody pouzitia modalnej analyzy

Vyhnutie sa neZelanym vibraciam v rezonanc¢nej oblasti

Vdaka vyslednym vlastnym tvarom kmitov budeného skimaného systému je mozné
ur¢it’ miesta jeho maximalnych vychyliek. Vysledné modalne parametre su vyuzivané
aj pri identifikacii poruch, ako aj miest ich vyskytu. Ur¢ité poruchy vykazuju Specifické
zobrazenia v spektre snimaného signalu, ako napr. nevyvazenost, nestiosovost’ a pod.
Na zaklade toho je mozné vykonat’ Strukturdlne modifikacie (iprava geometrie, pridanie
pridavnych prvkov, zmena materidlovych charakteristik a pod.) s cielom eliminovat
nebezpecné kmitanie.

Naladenie sustavy na vlastni kruhovu frekvenciu

S pomocou vyslednych vlastnych frekvencii je mozné urcit nebezpecné prevadzkové
stavy, do ktorych sa zariadenie nesmie dostat. V pripade zhody vlastnych frekvencii s
frekvenciami budiacich sil by nastala rezonancia systému, ¢o niekol'’kondsobne znizuje
jeho zivotnost’, zvySuje hlu¢nost’ a v neposlednom rade moze byt pric¢inou posSkodenia.
Ako zikladny prvok d’alSich typov analyz

Porovnanie experimentalne ziskanych dat na prototype s odpovedajlicimi datami
ziskanymi pomocou FEM a optimalizovanie analytického modelu tak, aby odpovedal
skuto¢nému, ktory by sluzil k d’alS§im vypoctom a simulacidm. Takto optimalizovany
model je zbaveny chyb, ktoré st vnesené do vypoctu pri nedostatoénom zahrnuti

vsetkych okrajovych podmienok.

7.4 Postup modalnej analyzy pomocou FEM

1. Vytvorenie geometrie analyzovanej konstrukcie (Obr. 69).

2. Definicia materialovych vlastnosti modelu:

e merna hustota materialu,

e Poissonove Cislo,
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¢ Youngov modul pruznosti materialu.

. Definicia okrajovych podmienok potrebnych pre vytvorenie vypoctového modelu
(zohl'adnenie mechanickych vizieb vo vypocte).

. Generovanie siete kone¢nych prvkov (Obr. 70), tvorenej vhodne zvolenym kone¢nym
prvkom a jeho velkost'ou (pri tvorbe siete je dolezité mat’ na pamiti, ze ¢im je siet’ jemnejsia,
tym je vypocet presnejsi avSak ¢asovo narocnejsi!).

. Nastavenie rieSi¢a, ktory obsahuje vhodny vypoctovy algoritmus, zvoli sa frekvenény rozsah
a pocet hl'adanych vlastnych tvarov kmitov mechanickej Struktury.

. Export hl'adanych modalnych parametrov analyzovanej mechanickej struktary (Obr. 71).

Obr. 69 Geometria analyzovanej konstrukcie [30]

Obr. 70 Ukazka sietovania geometrie analyzovanej konstrukcie [30]
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Obr. 71 Ukazka vybranych vlastnych tvarov kmitov ziskanych modalnou analyzou metédou
kone¢nych prvkov v programe ANSY'S [30]

87



8 Harmonicka analyza (Harmonic response)

Harmonickd analyza je odvetvie matematiky zaoberajice sa reprezentdciami funkcii
alebo signalov ako superpoziciou zakladnych vlneni a $tidiom zovSeobecnenych pojmov
Fourierovho radu a Fourierovej transformacie (tj. rozsireny tvar Fourierovej analyzy). V
poslednych dvoch storo¢iach sa harmonicka analyza stala rozsiahlym odborom s aplikéciami v
roéznych oblastiach.

Harmonicka analyza je zamerand na rozlozenie neharmonickych zloziek signalu na
harmonické zlozky. Akykol'vek casovo premenlivy striedavy priebeh budiace;j sily, ktory je
periodicky neharmonicky, sa moze nahradit’ nekone¢nym radom sinusovych a kosinusovych
funkcii, ak spina tieto kritéria:

a) je periodicky,

b) obsahuje kone¢ny pocet extrémov,

C) obsahuje maximalny pocet nespojitosti maximalne prvého druhu.
Mnoho aplikacii harmonickej analyzy vo vede a technike vychddza z myslienky alebo
hypotézy, Ze urcity jav alebo signdl tvori sti¢et Ciastkovych oscilacnych zloZiek. Obvyklymi a
jednoduchymi prikladmi st slapové javy v oceanoch a kmitajice struny. Potom je casto
pouzivanym pristupom skusit’ systém opisat’ diferencialnej rovnicou alebo ststavou rovnic, z
ktorych je mozné predpovedat’ zakladné vlastnosti, ako su amplitidy, frekvencie a fazy
jednotlivych oscilaénych zloziek. Konkrétne rovnice mozu byt rozne, ale tedria vybera rovnice
reprezentujuce vSeobecne pouzitelné principy.

Pomocou modalnej analyzy je mozné ziskat’ ¢asové priebehy a uréovat’ zat'azenie ako
funkciu €asu, prechodové zmeny v zavislosti na Case vSak nemusia byt vzdy pozadované.
Pomocou harmonickej analyzy je mozné Vv takychto pripadoch Setrit’ vypoctovy cas a
vypoctové zdroje rieSenim len Spickovej odozvy v ustalenom stave v pozadovanom rozsahu
prevadzkovych frekvencii.

Kazda struktura ma tendencie pri uréitych frekvenciach vibrovat’. Tieto frekvencie sa
nazyvaju prirodzené alebo rezonancné frekvencie. Kazda prirodzend frekvencia je spojena s
urcitym tvarom, ktory model pri vibrovani na tejto frekvencii prijima.

Ked’ je konstrukcia budend dynamickym zat'azenim s frekvenciou, ktora sa zhoduje s
jednou z prirodzenych frekvencii, vznikaji v nej vel’ké posunutia a napétia. Tento jav sa nazyva
rezonancia. U netlmenych systémov rezonancia sposobuje teoreticky nekone¢ny pohyb.
Tlmenie vSak reakciu Struktir obmedzuje rezonanénym zat’azenim.

Frekvencné $tadie pomdzu vyhnat sa rezonancii a navrhnut’ systémy s vibra¢nou

1zolaciou. Tvoria tiez zdklad pre vyhodnotenie reakcie linearnych dynamickych systémov, kde
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sa odozva systému v dynamickom prostredi povazuje za rovnu suctu podielov rezimov, ktoré
sa v analyze bert do uvahy.
Rezonancia je v navrhu niektorych zariadeni Ziaduca!

Skuto¢ny model ma nekone¢né mnozstvo prirodzenych frekvencii. FE model v§ak ma
kone¢né mnozstvo prirodzenych frekvencii, ktoré je rovné poctu stupiiov vol'nosti, ktoré sa v
modeli bert do uvahy. Pre vacSinu potrieb staci prvych niekol’ko rezimov.

Prirodzené¢ frekvencie a zodpovedajuce tvary rezimov zavisia na geometrii,
vlastnostiach materialu a podmienkach podopretia. Vypocty prirodzenych frekvencii a tvarov

rezimov sa nazyvaju modalne a frekvencné analyzy.

Ciel’om harmonickej analyzy je urcenie:
e amplitudy kmitania,
e fazového posunutia,
e amplitudovo-frekvenénej charakteristiky,

e ostatnych veli¢in (pretvorenie, reakcie, napitia, ...).

8.1 Matematicka formulacia problému

Ststava pohybovych rovnic v linedrnom systéme s n stupfiami volnosti budenom

¢asovo premennou silou je v tvare (7):

[M].{a(t)} + [Cl.{a(D); + [K].{a(O} = (D)} ()

kde:

[M] — n x n symetricka matica hmotnosti,

[C] — n X n symetricka matica tlmenia,

[K] — n x n symetricka matica tuhosti,

{a(t)} — n-rozmerny vektor zrychlenia uzlovych bodov konstrukcie,
{a(t)} — n-rozmerny vektor rychlosti uzlovych bodov konstrukcie,
{a(t)} — n-rozmerny vektor posunutia uzlovych bodov konstrukcie,

{f(t)} — n-rozmerny vektor sily, ktory ma harmonicky priebeh.

f(t) = F. el )

odozva (posunutie uzlov) konstrukcie ma harmonicky tvar
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u(t) = u.el®t )

Teda nova matematicka formulacia problému bude:
[-0?>.M+in.C+K.a]l.u=F (10)

Pomocou harmonickej analyzy mozno vyhodnocovat’ $pickovi odozvu systému v

kl'udovom ustalenom stave v ddsledku harmonického zat’'aZenia alebo budenia zakladov.

8.2 U¢inok zat'aZenia pri harmonickej analyze

Geometria modelu sa obycajne vytvara podl'a pdvodného (nedeformovaného) tvaru
modelu. Niektoré zat'azenia, napriklad vlastna hmotnost’ konstrukcie, st vzdy pritomné a mézu
mat’ vyznamné U¢inky na tvar konstrukcie a jej modalne vlastnosti. V mnohych pripadoch je
mozné tento u¢inok ignorovat, pretoze vyvolané prichyby st malé.

Zat'azenie ovplyviiuje modalne vlastnosti telesa. Obvykle zataZenie tlakom zniZuje
rezonan¢nu frekvenciu a zat'azenie v tahu ju zvySuje. Tuto skuto¢nost’ 'ahko znazoriuje zmena
napitia na huslovej strune. Cim vécsie je napitie, tym véacsia bude frekvencia a ton.

Pre frekvenént analyzu nemusi byt definované ziadne zat'azenie!

V kazdom kroku rieSenia maju vSetky pouzité zataZenia a budenie zdkladov rovnakul
frekvenciu. Velkosti st definované pridruzenymi frekvenénymi krivkami.

Harmonické zatazenie F je vyjadrené vztahom (11):
F = A.sin (0.t + ¢) (11)

kde:

A — amplitada,
o — frekvencia,
t—Cas

¢ — fazovy uhol.

Na Obr. 72 st vzorové harmonické zat'azenia s roznymi frekvenciami v zavislosti na case.
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Obr. 72 Vzorové harmonické zat'azenia s roznymi frekvenciami v zavislosti na ¢ase

Napriklad motor, upevneny na skasobne;j stolici (Obr. 73), prenasa harmonické zatazenie
do systému podpier prostrednictvom skrutiek. Na 3D modeli podporného systému je mozné
zobrazit’ Spickové napitia, posuny, zrychlenia, rychlosti a fazové uhly reakcii v celom rozsahu

prevadzkovych frekvencii.

Obr. 73 Motor upevneny na skusobne;j stolici

8.3 Vyuzitie harmonickej analyzy
e pri zariadeniach obsahujlcich rotujlce Casti,
e pri telesach zat'azenych cyklickymi silami s konstantnou amplitidou a frekvenciou,

e pre Ulohy obtekania pradom kvapaliny.
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9 Prechodova analyza (Transient structural analysis)

Pri vypocte statickej ulohy je postacujuce zaddvat’ konecné hodnoty sil. Pri dynamicke;j
analyze su vsak tieto hodnoty Casovo zavislé a ich priebeh je potrebné zadat’ pre cely ¢asovy
interval. Vo FEM programoch sa to realizuje tak, ze v zévislosti od znamej ¢asovej zmeny sil
sa Casovy interval rozdeli na potrebny pocet zatazovacich tsekov, v ktorych sa menia sily
skokom alebo linearne. Vtedy staci pre kazdy zatazovaci usek zadat’ ¢as len na jeho konci a
hodnoty sil v tomto Case. Pritom sa zvyCajne pre kazdy zat'azovaci usek zadava aj velkost
casového kroku, od ktorého zavisi presnost’ rieSenia tlohy v prislusSnom ¢asovom useku. Tento

casovy krok moze byt’ v kazdom zatazovacom tseku rozny.

Ciel'om prechodovej analyzy je urcenie:
e o0dozvy — deformacii (posunuti) konstrukcie na ¢asovo zavislé zat'azenie,

e ostatnych veli¢in (pretvorenia, reakcie, napitia, ...) v ¢asovej oblasti.

9.1 Matematicka formulacia problému
Pri prechodovej analyze nie s kladené ziadne obmedzenia na zat'aZzenie a posunutie.
Sustava pohybovych rovnic v linedrnom systéme s n stupfiami vol'nosti budenom vSeobecnou

¢asovo premennou silou (prava strana rovnice (12)) nadobtida tvar:

[M].{a(t)} + [C].{a(D); + [K].{a(0)} = {f(D)} (12)

kde:

[M] — n x n symetricka matica hmotnosti,

[C] — n X n symetricka matica tlmenia,

[K] — n x n symetricka matica tuhosti,

{a(t)} — n-rozmerny vektor zrychlenia uzlovych bodov konstrukcie
{a(t)} — n-rozmerny vektor rychlosti uzlovych bodov konstrukcie,
{a(t)} — n-rozmerny vektor posunutia uzlovych bodov konstrukcie,

{f(t)} — n-rozmerny vektor sily.

Metody priamej integracie rovnic dynamickej rovnovahy

92



Obr. 74 Postup riesenia prechodovej analyzy v FEM

9.2 Vyuzitie prechodovej analyzy
e pri zariadeniach namdhanych rdzmi (automobilovy priemysel, tlmice, technologické
procesy tvarnenia, ...),

e v zariadeniach s ¢asovo premenlivym zat'azenim.
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10 Spektralna analyza (Response spectrum analysis)
Ciel'om spektralnej analyzy je urcenie:
e odozvy konstrukcie na casovo zavislé zat'azenie s vel'kym poctom frekvencii (napr.
zemetrasenie) — deterministické zat'azenie,

e uréit odozvu konstrukcie na ndhodné zat'azenie — stochastické zat’aZenie.

10.1 Matematicka formulacia problému
Sustava pohybovych rovnic v linedrnom systéme s n stupfiami volnosti budenom

kinematicky — pohybom podlozia je v tvare (13):

[M].{as(t)} + [C].{as(t)} + [K]{as(D)} = {DQ)} (13)

kde:

[M] — N x N symetricka matica hmotnosti,

[C] — N x N symetricka matica tlmenia,

[K] — n x n symetricka matica tuhosti,

{as(t)} — n-rozmerny vektor zrychlenia uzlovych bodov konstrukcie
{as(t)} — n-rozmerny vektor rychlosti uzlovych bodov konstrukcie,

{as(t)} — n-rozmerny vektor posunutia uzlovych bodov konstrukcie.

Systém je budeny kinematicky — pohybom podloZia, napr. pre pohyb v smere osi X.

10.2 VyuZzitie spektralnej analyzy

e pri zariadeniach, ktoré mozu byt vystavené zemetraseniu (stoja v ohrozenych oblastiach —

mosty, budovy, ...),

e Vv zariadeniach, v ktorych sa vyskytuji ndhodné zataZenia.
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11 Zaver

Vysokoskolska ucebnica sa venuje hlavnym témam a konceptom, ktoré st nevyhnutné
pre pochopenie pocitatovej podpory inzinierskych Cinnosti. Matematické modelovanie a
pocitacova simulacia su nastroje, ktoré zasadne menia pristup k rieSeniu technickych
problémov. V priebehu tejto prace sme presli roznymi metdédami, najmé metdédou koneénych
prvkov (FEM), a ukézali ich vyuzitie pri navrhovani, testovani a optimalizacii vyrobnych
procesov a konstrukcii. Matematické modelovanie a simuldcie umoznuju inzinierom testovat’
nové navrhy a overovat’ ich bez potreby nakladnych fyzickych experimentov. Opisané nastroje
prispievaju k zvySovaniu efektivity, spolahlivosti a bezpecnosti vyrobnych procesov, a to
vd’aka moznosti rychlej analyzy Sirokej skaly scenarov.

V ramci jednotlivych kapitol sme diskutovali o teoretickych zakladoch, praktickych
aplikéciach a aktualnych vyzvach, ktoré dana problematika prindsa. Snahou bolo poskytnut’
komplexny prehl'ad a podporit’ kritické myslenie, ktoré Studentom umozni lepsie chapat’ dant
oblast’ a aktivne sa zapajat’ do jej d’alSieho rozvoja.

Dolezité je si uvedomit’, Ze vedomosti ziskané zo Studovanej vysokoskolskej uc¢ebnice
tvoria len zéklad pre d’alsie $tadium. Studenti st povzbudzovani, aby pokracovali v prehlbovani
svojich vedomosti a zapojili sa do diskusie a vyskumu, ktory moze prispiet’ k zlepSeniu praxe
a teorie v tejto oblasti.

Dufam, ze vysokoskolska ucebnica poskytla solidny zaklad pre pochopenie kI'i¢ovych
aspektov pocitacovej podpory inzinierskych ¢innosti a in$pirovala vas k d’alsiemu $tidiu a
skiimaniu.

Buducnost’ Studovanej oblasti spo¢iva v schopnosti odbornikov adaptovat’ sa na nové
vyzvy a prinaSat’ inovativne rieSenia. Verime, Ze Studenti a odbornici v praxi ziskali
prostrednictvom vysokoSkolskej ucebnice uceleny prehl'ad o zakladnych principoch a
technikéch, ktoré im pomoéZu pri rieSeni zlozitych inZinierskych problémov. Tiez dufame, Ze
tato praca posluzi ako vychodiskovy bod pre d’alsi vyskum a vyvoj v oblasti pocitacovej
podpory inzinierskych ¢innosti. Uspech v dynamickej oblasti bude zavisiet od schopnosti

neustale sledovat’ technologické trendy a adaptovat’ nové pristupy do praxe.
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