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Wprowadzenie

W pracy rozpatrujemy klasyczny problem analizy czasowo-kosztowej
przedsiewzig¢ polegajacy na minimalizacji kosztow przy zadanym (dyrektyw-
nym) terminie jego zakonczenia. O ile w analizie czasowej przedsiewzig¢ czas
trwania poszczegdlnych czynnosci jest dany, to w analizie czasowo-kosztowej
czas ten jest zmienng decyzyjna, mieszczacg si¢ w okreslonym przedziale cza-
sowym i generujaca rozne koszty wykonania.

Zagadnienia optymalizacyjne zwigzane z analiza czasowo-kosztowg mozna
rozwiazywac¢ dwojako:

1) sformutowac¢ ich modele w postaci zadan programowania liniowego (PL)
lub programowania dyskretnego, liniowego (PDL), ktére rozwigzujemy korzys-
tajac z ogolnych metod,

2) sformutowac specjalne, efektywne algorytmy wykorzystujace sieciowy
opis przedsigwziecia.

W drugim przypadku algorytmy specjalne dzielimy na dwie klasy':

1) doktadne, dosy¢ skomplikowane i czasochtonne, gwarantujace uzyskanie
rozwiazania optymalnego,

2) przyblizone, o prostej postaci, dajace szybko rozwigzanie suboptymalne.

W artykule przedstawimy dwa modele optymalizacyjne rozwazanego pro-
blemu dla liniowej i punktowej reprezentacji krzywej kosztow. Model w postaci
zadania PL wraz z algorytmem simpleks tworza pierwsza, ogoélng metodg roz-

! H. Gaspars: Propozycja nowego algorytmu w analizie czasowo-kosztowej przedsiewzigé. ,,Ba-
dania Operacyjne i Decyzje” 2006, nr 3-4.
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wigzywania problemu. W zaleznosci, czy punktem wyjscia jest najkrotszy badz
najdtuzszy czas wykonywania czynnosci otrzymujemy dwa podejécia polegajace
na wydluzaniu badz skracaniu poszczegdlnych czynnosci. Reprezentantem
pierwszego podejscia jest nowy algorytm wydtuzania W1, sformutowany w ar-
tykule Sikory?®, przedstawicielem natomiast drugiego podejscia jest zmodyfiko-
wany algorytm skracania czynnosci krytycznej Kaufmanna i Desbazeille’a’.

W pracy przedstawiono obydwa algorytmy oraz poréwnano sprawnos¢
wszystkich trzech metod.

1. Analiza czasowo-kosztowa

W analizie czasowo-kosztowej czas trwania czynnosci nie jest parametrem,
ale zmienng decyzyjng przyjmujaca wartos$ci z zadanego przedzialu czasu. Za-
lezno$¢ kosztu wykonania czynno$ci od czasu jej realizacji mozna przedstawié
w postaci tzw. krzywej kosztu — na rys. 1.
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Rys. 1. Krzywa kosztu

2 W. Sikora: Metoda wydluzania czynnosci w analizie czasowo-kosztowej przedsiewzigé.
W: Z prac katedry badan operacyjnych. Red. W. Sikora. UEP, Poznan 2012.
3 A. Kaufmann, G. Desbazeille, E. Ventura: La méthode du chemin critique. Dunod, Paris 1964
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Zalezno$¢ ta jest funkcja wypukta. Interesuje nas czas od tyi, do toy. Prze-
dziatlowi temu odpowiada przedziatl kosztu [Kpux, Kmin]- Im krotszy czas reali-
zacji, tym wigkszy koszt. Im dhuzszy czas, tym nizszy koszt, ktory osigga mi-
nimum dla czasu t,y, a potem wzrasta.

Krzywa kosztu w postaci ciaglej funkcji wypuktej to oczywiscie pewna
idealizacja zjawiska. W praktyce nie jesteSmy w stanie oszacowac jej postaci
analitycznej. Zaktadamy, ze dokonujemy na przedziale [tyin, top]:

— jej aproksymacji liniowej,

— aproksymacji odcinkowo-liniowej,

— ustalenia jej warto$ci dla wybranych czasow realizacji.

W dalszych analizach przyjmujemy dwa warianty reprezentacji krzywej
kosztu:

— liniowa — znamy Kpax, Kmin, tmin, tope 1 Okreslamy srednie tempo spadku kosztu
Ak,

— punktowa — znamy wartosci krzywej kosztu dla wszystkich czasow wy-
konania wyrazonych w liczbach caltkowitych, ustalamy wowczas kolejne
spadki kosztu Ak;, Ak,, Aks, ...

Zakladamy, ze wszystkie mozliwe czasy realizacji czynnosci sa liczbami
catkowitymi z przedziatu [tyin, topt].

Realizujac przedsiewzigcie czgsto mamy zadany dyrektywny czas jego
ukonczenia T badz dyrektywny koszt jego wykonania K¢, ktore nie moga by¢
przekroczone. Powstaja wowczas dwa podstawowe problemy optymalizacyjne:

1) problem I — ustal taki plan realizacji przedsiewzigcia, aby koszt realizacji
byt minimalny, a czas realizacji nie przekraczat czasu dyrektywnego T¢,

2) problem II — ustal taki plan realizacji przedsigwzi¢cia, aby czas realizacji
byt minimalny, a koszt realizacji nie przekraczat kosztu dyrektywnego K°.

Problem I symbolicznie mozna zapisa¢ nastepujaco: znajdz taki plan reali-
zacji X, aby

k(X) => min (1)

t(X) <T1¢ 2)

gdzie:

k(X) — koszt realizacji przedsigwzigcia dla planu X,
t(X) — czas realizacji przedsigwzigcia dla planu X.
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Problem II zapisujemy wowczas nastgpujaco: znajdz taki plan realizacji X,
aby

t(X) => min 3)

k(X) < K? 4)

Kazdy z tych probleméw mozna sformulowa¢ w postaci zadania progra-
mowania liniowego (PL), jezeli zakladamy liniowg reprezentacj¢ krzywej kosz-
tow badz w postaci zadania programowania dyskretnego, liniowego (PDL),
jezeli zaktadamy punktowa reprezentacje krzywej kosztow. Dalej zajmiemy si¢
tylko problemem 1.

2. Modele optymalizacyjne

Strukturg przedsiewzigcia mozemy przedstawi¢ w postaci grafu G = <P, U>,
gdzie P — zbiér weztdw reprezentujacych zdarzenia, a U — zbidr tukdéw reprezen-
tujacych czynnosci. Graf ten powinien by¢ grafem prostym, zorientowanym
i acyklicznym.

Oznaczmy:
t; — najkrotszy czas realizacji czynnosci <i, j >,
t'; —najdtuzszy czas realizacji czynnosci <i, j >,
At; — maksymalnie dopuszczalne wydtuzenie czasu realizacji czynnosci <i, j >,
w;;  — wydtuzenie czasu realizacji czynno$ci <i, j>,
t;  —najwczesniejszy moment zajscia zdarzenia i-tego,
ki — maksymalny koszt wykonania czynnosci <i, j >,
k i — minimalny koszt wykonania czynnosci <i, j>,

Ak;; —$redni spadek kosztu, o ile wydluzymy czynno$¢ <i,j > o jednostke
czasu,

K —1aczny koszt realizacji przedsigwzigcia,

Kiax — maksymalny taczny koszt realizacji przedsiewzigcia,

n - liczba weztow w sieci czynnosci (numer wezta koncowego),

m - liczba czynnosci tworzacych przedsiewziecie.

Miedzy tymi wielkosciami zachodza nastepujace zaleznosci

Atij = tjj — t;; (5)
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K — kel

Ak;; = Tan, (6)

K = Kinax — z Ak;jwj (7)
<i,j>€u

Problem I przy reprezentacji liniowej krzywej kosztu mozna zapisa¢ na-
stepujaco: znajdz takie wartosci zmiennych decyzyjnych t; oraz w;;, aby

Ak;jw;j => max (8)
<i,j>€eu
t;=0 9)
ti—t; =t +wy, dla <ij>€U (10)
t, <T® (11)

ijs dla <ij>eU (12)

Zadanie (8)-(12) jest zadaniem PL. Oznaczmy je jako model MLI. Liczba
zmiennych L(z) =n+m, a liczba warunkow L(w)=2 + 2m. Maksymalizacja
tacznego spadku kosztu funkcji celu (8) jest rtOwnowazna minimalizacji kosztu
realizacji przedsigwzigcia.

Przy reprezentacji punktowej krzywej kosztu sformutowanie modelu jest
trudniejsze. Oznaczmy:

k'; — spadek kosztu, o ile czynno$¢ <i, j> jest wydtuzana o r-ta z kolei jed-
nostke czasu,

wr = { 1, jezeli czynno$¢ < i,j > jest wydluzana o r-tg jednostke czasu,
Y 0, w przypadku przeciwnym.

Z wypuktosci krzywej kosztu wynika, ze
ki > ki > > kit > ki >

Zaktadamy takze, ze wszystkie parametry At; 1 t’; s3 liczbami catkowitymi.
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Problem PI przy reprezentacji punktowej krzywej kosztu mozna zapisaé
nastgpujaco: znajdz takie warto$ci zmiennych t; oraz w';, aby

Atij
Z Z kiw]; => max (13)
<i,j>eUr=1
t; =0 (14)
Aty
tj—tizt{j+2w{j,dla <i,j>€eU (15)
r=1
t, <T® (16)
wi; €{0,1}, dla <i,j>€Ur=1,.., At; (17)

W zadaniu (13)-(17) zmienna w'; moze przyja¢ warto$¢ 1 tylko wowczas,
gdy w¥; =1 dla g <r. Wprowadzenie tego typu ograniczenia do modelu nie jest
jednak konieczne, gdyz spetnienie tej relacji wymusza wypukto$¢ funkcji kosz-
tu.

Zadanie (13)-(17) jest zadaniem programowania dyskretnego, liniowego
(PDL). Oznaczmy je jako model MDI. Jezeli przyjmiemy, ze $rednio maksy-
malny czas wydtuzenia czynnosci wynosi s, to liczba zmiennych L(z) =n + ms,
a liczba warunkow L(w)=2+ m. Pomijamy w tym rachunku warunek (17)
dotyczacy binarnosci zmiennych w's;.

Jezeli w zadaniu (13)-(17) warunek (17) zastagpimy warunkiem stabszym

O<wj;<1ldla <ij>€U r=1,.., At (18)
to dostajemy zadanie PL. Oznaczmy je jako MDLI. Liczba zmiennych
L(z) =n+ms, a liczba warunkow L(w)=2+ m+ ms. Zadanie MDLI tatwiej
rozwiazywac niz zadanie MDI. Jego rozwigzywanie bytoby bardziej efektywne,
gdyby$my zastosowali specjalne algorytmy uwzgledniajace specyficzng struk-
ture zadania®. W pracy Sikory’ podano twierdzenie o rownowaznosci obydwu
zadan.

* W. Sikora: Metoda stopniowej analizy zmiennych dla zadania programowania roztacznego.
,Przeglad Statystyczny” 1991, nr 2.
5 1dem: Metoda wydtuzania..., op. cit.
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Rozwigzywanie zadan sformutowanych w tym rozdziale algorytmem simp-
leks daje nam ogdlna metode analizy czasowo-kosztowej. Omawiajgc metody
specjalne najpierw przedstawimy metode wydluzania czynno$ci, zapewniajaca
uzyskanie rozwigzan przyblizonych (suboptymalnych), ktéra zaproponowano
w pracy Sikory®.

3. Idea metody wydtuzania czynnosci

Ogodlna idea tej metody sprowadza si¢ do stopniowego wydluzania czyn-
nosci tak, aby prowadzito to do jak najwigkszego spadku kosztu realizacji catego
przedsiewzigcia k(X).

Zaktadamy, ze strukture kazdego przedsiewzigcia opisuje graf G = <P, U>.
Dane sa: czasy minimalne trwania czynno$ci — t’ij, maksymalne koszty reali-
zacji czynno$ci — kj, kolejne spadki kosztu realizacji czynnoéci Ak (dla
r=1, ..., Aty) oraz czas dyrektywny wykonania przedsigwzigcia — T

Zdefiniujemy kilka podstawowych poje¢ dla metody wydtuzania czynnosci.

Definicja 1. Siecig czasowa nazywamy sie¢ czynnosci, w ktorej poszcze-
g6lnym czynno$ciom (tukom) przyporzadkowane sg ich biezace czasy trwania.

Definicja 2. Siecig kosztowa nazywamy sie¢ czynnosci, w ktorej poszcze-
gbélnym czynnosciom (tukom) przyporzadkowane sa aktualne spadki kosztu
w wyniku ich wydtuzenia o jednostke czasu.

Definicja 3. Frontem sieci kosztowej nazywamy kazdy zbidr czynnosci
(tukéw) zawierajacy dokladnie po jednym tuku z kazdej Sciezki petnej z tej sieci.

Frontem w sieci kosztowej jest wiec kazdy maksymalny zbior czynnosci
rownoczesnych, czyli takich, ze zadne dwie czynno$ci frontu nie leza na tej
samej $ciezce’.

Definicja 4. Kosztem frontu nazywamy aktualny spadek kosztu realizacji
przedsiewzigcia w wyniku wydtuzenia czynnosci frontu o jednostke czasu.

Jezeli czynnos$ci przyporzadkowany jest koszt zerowy, to nie jest ona
wydluzana o jednostke czasu.

Definicja 5. Frontem o maksymalnym spadku nazywamy front o naj-
wiekszym koszcie sposrod wszystkich frontéw, ktdore mozna utworzy¢ w danej
sieci.

® Wigcej o metodach specjalnych zobacz: H. Gaspars-Wieloch: Analiza sieciowa przedsiebiorstw.
W: Badania operacyjne. Red.W. Sikora. PWE, Warszawa 2008; a o niektérych niedostatkach
tych algorytmow — zobacz Eadem: Propozycja..., op. cit.

" H. Gaspars-Wieloch taki zbior nazywa przekrojem doktadnym. Nieco inng definicje frontu
podano w pracy: E. Ignasiak: Programowanie sieciowe. PWE, Warszawa 1972, s. 50.
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4. Algorytm W1 dla zadania MDI

W zadaniu MDI dany jest czas dyrektywny T realizacji przedsigwziecia,
ktéry nie moze by¢ przekroczony. W algorytmie W1, w kazdej iteracji generu-
jemy biezaca sie¢ czasowa (ST') oraz biezacg sie¢ kosztowa (SKP).

W sieci czasowej, na podstawie aktualnych czas6w wykonania t;;, ustalamy:
najwczesniejsze momenty t;, najpozniejsze momenty t’j oraz catkowite zapasy
czasu z°.

Najwczesniejsze momenty liczymy zgodnie z wzorem

0, dla j=1
j Il]é%;({tl +t;5}, dla j=2,..,n

a najpdzniejsze momenty

, T, dla i=n 0
t: = . ’ P _
i gré}vr:{tj — tij}, dla i=1,..,n—1
gdzie:
t; —najwcze$niejszy moment zajscia zdarzenia j-tego,
t; —najpdzniejszy moment zajécia zdarzenia i-tego,

t; — aktualny czas trwania czynnosci <i, j>,
P; — zbidr poprzednikow (weztéw) zdarzenia j-tego,
N; — zbior nastepnikow (weztdw) zdarzenia i-tego.

Majac ustalone momenty najwczesniejsze i najpozniejsze mozemy obliczy¢
dla poszczegdlnych czynnos$ci catkowite zapasy czasu

z5 =t —ti—t;, dla <i, j>€U (21)

Czynnosci, dla ktorych zapasy catkowite sg zerowe nazywamy czyn-
no$ciami krytycznymi, a $ciezke sktadajaca sie¢ z nich — §ciezkg krytyczng. Po-
zostale czynnosci o dodatnich zapasach catkowitych nazywamy niekrytycznymi.

Jezeli t, < TY, to aktualna sie¢ czasowa nie ma zadnej czynnosci krytycznej,
czyli takiej, dla ktérej zapas catkowity jest zerowy.
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W sieci kosztowej koszt biezacy dla czynnosci <i, j> wynosi

[ 0,jezeli czynnos¢ < i,j > jest krytyczna,
0, jezeli czynnos¢ < i, j > jest niekrytyczna, niewydhluzalna,

kij =19 k& jezeli czynno$¢ < i,j > jest niekrytyczna, wydtuzalna, (22)

ij’
o aktualnym czasie trwania t;; +r —1

W sieci czasowej ST*' wydtuzamy o jednostke czasy realizacji tych czyn-

nosci, ktore naleza do frontu o maksymalnym spadku i maja dodatnie koszty.

Konczymy procedure wydtuzenia czynnosci, jezeli biezaca sie¢ kosztéw ma

tylko zerowe koszty wydtuzenia czynnosci.

T*=

KI1.

K2.

K3.
K4.

Ks.

Jezeli dla pierwszej sieci czasowej ST' czas realizacji przedsiewzigcia
t’, > T to przedsiewzigcie jest niewykonalne w czasie dyrektywnym T¢.
Algorytm W1 sprowadza si¢ do nastgpujacych krokow:

Utworz poczatkowa sieé czasowa ST', w ktorej tj=t’;, oblicz momenty
najwczesniejsze t;, najpdzniejsze t’;, catkowite zapasy czasu z%. Utworz
poczatkowa sie¢ kosztowa SK', zgodnie z wzorem (22), podaj aktualny
czas 1 koszt realizacji przedsiewziecia.

Sprawdz, czy aktualna sie¢ kosztowa SKP” jest zerowa. Jezeli tak — idz do
kroku K5. Jezeli nie — idz do kroku K3.

W sieci kosztowej SK” ustal front o maksymalnym spadku.

W nastepnej sieci czasowej STP™' wydluz o jednostke czas wykonania
czynnosci, ktore mialy w ostatniej sieci SK” dodatnie spadki kosztu.
Utworz nowa macierz kosztow SKP™'. Ustal biezacy czas i koszt realizacji
przedsiewzigcia i przejdz do kroku K2.

Aktualny plan realizacji jest planem koncowym (koniec procedury wy-
dtuzania czynnosci).

Przyklad 1. Rozwazmy przedsigwzigcie sktadajace sie z pieciu czynnosci

A, B, C, D, E. Strukture przedsiewzigcia przedstawia rys. 2. W tabeli 1 podano
charakterystyke czasowo-kosztowa wszystkich czynno$ci sktadajacych si¢ na
przedsigwziecie. Dyrektywny czas realizacji T = 12.

Nalezy ustali¢ taki plan realizacji przedsiewzigcia, aby wykonac je w czasie

nie dluzszym od czasu dyrektywnego, a koszt realizacji byt minimalny.
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Rys. 2. Struktura przedsigwzigcia

Tabela 1
Charakterystyka czasowo-kosztowa przedsiewzi¢cia
Czynnosci <1, 2> <1, 3> <2, 4> <2,3> <3, 4>
t 1 4 5 2 6
K’ 18 22 20 19 11
Ak 4 3 3 5 2
AKY; 3 2 2 4 _

Do rozwiazania tego zadania stosujemy algorytm W1. Poczatkowa sie¢
czasowa zawiera rys. 3. Dla planu realizacji P1 minimalny czas realizacji
T1=10, a maksymalny koszt realizacji K1=90. W sieci kosztowej SKI
podane sa spadki kosztoéw, jezeli wydluzamy czas realizacji poszczegdlnych
czynnos’ci o 1 jednostke. W sieci tej mamy 3 fronty: F, = {<1,2>, <1, 3>},

={<2,4>,<2,3> <I,3>}, F;={<2,4>,<3,4>} ze spadkami kosztu od-
p0w1edn10. 7,11, 5.

(1,4)

() _so W (s

L2 Wiy ONSRG sa(iny-O
ol Pragioall W%
6(2) : / )

T @ T

0,2) 42 K7 , X
= : K(F3) =5
4, 6) : K(F,) = ()
Rys. 3. Sie¢ czasowa ST1 Rys. 4. Sie¢ kosztowa SK1

P1: T1=10,K1=90
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Poniewaz front F2 jest frontem o maksymalnym spadku, wigc czynnosci
<2,4>, <2,3> i <1, 3> wydluzamy o jednostke. Nowy plan realizacji zawiera

rys. 5.
(1,3)

B D
ST PO @/ \ /
@W’ % K(F)) = 6I @ K(Fs) 4

0,1

(5, 6)

Rys. 5. Sie¢ czasowa ST2 Rys. 6. Sie¢ kosztowa SK2

P2: T2=11, K2=90-11=79

Plan przedstawiony na rys. 5 ma czas realizacji T2 = 11, koszt realizacji 79.
W sieci SK2 szukamy ponownie frontu o maksymalnym spadku, jest nim front
F,. Wydtuzenie czynnosci go tworzacych obniza aktualny koszt realizacji o 8.

(1,2)

@ (12, 12) | @
U Wi O PG gl (- O
/ \4(1) @ f \ /

@ % \>
0.0 6(0) @ KEy=la] K(F)=0

(6,06)

Rys. 7. Sie¢ czasowa ST3 Rys. 8. Sie¢ kosztowa SK3

P3:T3=12, K3=79-8=71

Plan P3 przedstawiony na rys. 7 ma czas realizacji T3 = 12 réwny czasowi
dyrektywnemu T¢. Czynnoéci <1,3> i <3, 4> sg krytycznymi, a czynnosci
<2,3> 1 <2, 4> sa juz niewydtuzalne, a wiec zgodnie ze wzorem (22) jedyny
dodatni spadek kosztu ma czynno$¢ niekrytyczna <1,2> ze spadkiem 4.
Ta czynno$¢ zostanie wydtuzona o 1 jednostke.
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(2.2)

2(0) <:) 7 1212 0 <:L\\i\$
ol T ol W

(6,6)

Rys. 9. Sie¢ czasowa ST4 Rys. 10. Sie¢ kosztowa SK4

P4:T4=12, K2=71-4=67

Plan P4 jest planem koncowym, gdyz odpowiadajaca mu na rys. 10 sie¢
kosztowa jest zerowa. Nie ma juz zadnej czynnosci, ktora mozna wydtuzy¢ nie
przekraczajac czasu dyrektywnego T¢ = 12.

W pracy Sikora® do szukania frontu o maksymalnym spadku zapropono-
wany zostal specjalny algorytm. Jest on analogiem algorytmu Forda-Fulkersona
szukania maksymalnego przeptywu w sieci’. W naszym przypadku, aby wy-
znaczy¢ front o maksymalnym spadku, szukamy minimalnego przeptywu w sie-
ci z dolnymi ograniczeniami'’.

Algorytm W1 mozna stosowac takze do rozwigzywania problemu z liniowa
reprezentacja krzywej kosztow, w tym przypadku zamiast wydtuza¢ czas trwa-
nia czynnosci tworzacych front o jednostke, mozna je wydtuza¢ o wigcej jedno-
stek. Aby to ustali¢, dla kazdej czynno$ci tworzacej front o dodatnim koszcie
biezacym wyznaczamy maksymalne aktualne jej wydtuzenie,

wyj = min{tgj tij, 25} (23)
a nastepnie obliczamy wielko§¢ wydtuzenia czynnos$ci frontu, zgodnie z wzorem

w = min{w;;|(i,j) € UP} (24)
gdzie:

UP — zbidr czynnosci tworzgcych front, o dodatnich kosztach biezacych.

¥ W. Sikora: Metoda wydhiZania..., op. cit.

° L.R. Ford, D.R. Fulkerson: Przeplywy w sieciach. PWN, Warszawa 1969; M. Anholcer: Prze-
ptywy w sieciach. W: Badania operacyjne. Op. cit.

10 W. Sikora: Metoda wydtuzania..., op. cit., s. 125-128.
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5. Zmodyfikowany algorytm Kaufmanna i Desbazeille’a (ZKD)

Klasyczny algorytm Kaufmanna i Desbazeille’a (KD) polega na stop-
niowym skracaniu czynno$ci krytycznych. Dla danej sieci S = <P, U>, dla kaz-
dej czynnosci <i, j> znamy: tU —jej najdtuzszy czas realizacji oraz kirj — wzrost
kosztu realizacji, jezeli skracamy ja o r-tg z kolei jednostke czasu.

W kazdej iteracji, podobnie jak w algorytmie W1, generujemy biezaca sie¢
czasowa (STP) oraz biezaca sie¢ kosztowa (SKF).

W sieci czasowej, na podstawie aktualnych czasow realizacji, ustalamy
najwczesniejsze momenty zajscia zdarzen t;, najpozniejsze momenty zaj$cia
zdarzen tj' oraz calkowite zapasy czasu Zf] Przyjmujemy przy tym, ze: t; = 0,
t;, = t,.

Sie¢ kosztowa sktada si¢ tylko z czynnosci krytycznych, dla ktérych aktu-
alny, catkowity zapas czasu zfj = 0. W krytycznej sieci kosztowej, koszt bie-

zacy dla czynnosci <i, /> wynosi:

(25)

!

i {kirj, jezeli czynnosci < i, j > ma aktualny czas trwania tu -r+1
ij =
ij

0, jezeli czynno$¢ < i,j > nie moze by¢ dalej skracana, gdyz t;; =t

W sieci kosztowej szukamy frontu o minimalnym wzroscie kosztu. Wszyst-
kie czynnosci tworzace taki front skracamy o jednostke, a czas realizacji catego
przedsiewzigcia skraca si¢ takze o jednostke.

Przy komputerowej implementacji algorytmu wygodniej w sieci kosztowej
szuka¢ nie frontu o minimalnym koszcie, ale przekroju o minimalnym koszcie.

Definicja 6. Jezeli zbior wezldow sieci kosztowej podzielimy na dwa takie
podzbiory P1 oraz P2, ze wezet ,,1” € P1, a wezet ,,n” € P2, to przekrojem na-
zywamy kazdy maksymalny zbior tukow <i, j> takich, iz i e P1, a j e P2.

Przekr6j moze zawiera¢ wigcej niz jedng czynno$¢ z kazdej Sciezki peinej
w sieci, natomiast front — tylko jedna.

Do szukania minimalnego przekroju w sieci, mozna wykorzysta¢ znany al-
gorytm Forda, Fulkersona, Edmondsa i Karpa (FFEK). Zastosowanie algorytmu
FFEK powinno poprawi¢ dziatanie algorytmu KD zwigkszajgc szybkos¢ obli-
czen oraz polepszajac jego doktadnosé''.

Dalej algorytm KD z podang poprawka nazywaé bedziemy zmodyfiko-
wanym algorytmem Kaufmanna i Desbazeille’a (ZKD).

" M. Anholcer: Op. cit.
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KI.

K2.

K3.
K4.

KS.

Ke6.
K7.

Algorytm ZKD sprowadza si¢ do nastepujacych krokow:

Utworz poczatkows sie¢ czasowa ST, w ktorej t; = tl] Oblicz naj-
wczesniejsze momenty t;, najpdzniejsze momenty t]f oraz catkowite zapasy
czasu zj;. Przyjmij p == 1.

Sprawdz, czy aktualny czas realizacji projektu TP < TY. Jezeli tak, idz
do kroku K6. Jezeli nie, idz do kroku K3.

W sieci kosztowej SKP ustal przekr6j o minimalnym koszcie UP.

Sprawdz, czy koszt minimalnego przekroju K (Q p) < oo, Jezeli tak, przejdz
do kroku K5. Jezeli nie, przejdz do kroku K7.

p+1

W kolejnej sieci czasowej SKP™, skro¢ o jednostke czasy trwania czyn-

nos$ci, ktore tworzg minimalny przekrdj. Ustal dla tej sieci czas realizacji
projektu TP*1 oraz zapasy czasu z{j. Przyjmij p :== p + 1 i wro¢ do kroku
K2.

Znaleziony zostat koncowy plan realizacji projektu.

Analizowane zadanie jest sprzeczne (brak dopuszczalnego planu realizacji).
Algorytm ZKD mozna stosowac takze do rozwigzywania problemu z linio-

wa reprezentacjg krzywej kosztow. Efektywnie wowczas skraca¢ czynno$ci nie
o jedng jednostke, ale o wigcej niz jedng jednostke. Aby te wielko$¢ ustalic, dla
czynnosci nalezacych do minimalnego przekroju obliczamy aktualne mozliwe

skrocenie

Sij = tij — tij, <ij>€eUP (26)

Niech N bedzie aktualnym zbiorem czynnosci niekrytycznych. Ustalamy
trzy parametry

a = min{s;;| < i,j > € UP} (27)

z = min{z{;| < i,j >€ N} (28)

v=TP-T¢ (29)

1 wyznaczamy maksymalne skrocenie czynno$ci minimalnego przekroju

s = min{a, z, v} (30)
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6. Analiza sprawnosci metod ogélnych i wyspecjalizowanych

W analizie wzi¢to pod uwage trzy metody:

1) metode ogdlng — zadanie PL. + odpowiedni algorytm jego rozwiazy-
wania, czyli algorytm simpleks,

2) algorytm wydtuzania czynnosci W1,

3) algorytm skracania czynnosci ZKD.

Wszystkie trzy metody oprogramowano w jezyku Java tworzac réwniez
generator przypadkow testowych sparametryzowanych wzgledem: liczby
wierzchotkow, stopni wierzchotkow, liczby spadku kosztow. Zbadano czas
obliczen i doktadno$¢ wynikéw. Uzyskane wyniki przedstawiono w tabelach 2
i3.

Tabela 2
Czas obliczen (w sekundach) dla trzech metod
Liczba Stopien
wierzchotkow wierzghoika PL Wi ZKD
5 2 0,0020 0,0019 0,0023
5 3 0,0022 0,0019 0,0013
10 2 0,0037 0,0002 0,0010
10 3 0,0041 0,0004 0,0003
10 5 0,0092 0,0018 0,0004
20 2 0,0083 0,0015 0,0009
20 3 0,0128 0,0016 0,0018
20 5 0,0229 0,0030 0,0020
20 10 0,0611 0,0061 0,0026
50 3 0,0694 0,0059 0,0041
50 5 0,1652 0,0144 0,0115
50 10 0,5633 0,0418 0,0354
50 20 1,5989 0,1481 0,1052
100 3 0,2775 0,0519 0,0124
100 5 0,7020 0,0735 0,0314
100 10 2,3987 0,2331 0,1534
100 20 8,6875 0,8679 0,4128
100 50 41,1588 3,4239 2,3166
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Sredni czas obliczen zalezy od rozmiaréw sieci. Im wigcej weztow i tacza-
cych je tukdéw, tym czas obliczen jest wigkszy. Dla metody simpleks czas wzras-
ta od 0,002 s w najmniejszym przypadku, do 42,16 s — w najwigkszej sieci. Dla
algorytmu W1 czas wzrasta odpowiednio od 0,0019 s do 3,4239 s, a dla algo-
rytmu ZKD — od 0,0023 s do 2,3166 s.

Srednio czas obliczen dla metody simpleks jest okoto 10 razy dhuzszy niz
dla algorytmu W1 i okoto 15 razy dtuzszy dla algorytmu ZKD. Jednak dla zad-
nego przypadku czas obliczen nie przekracza 1 minuty.

Pod wzgledem doktadnosci algorytm ZKD jest takze lepszy od algorytmu
W1. Doktadnos¢ obu algorytméw nie zalezy w tym przypadku od rozmiardéw
analizowanej sieci.

Tabela 3
Doktadnos$¢ trzech metod (w %)
Liczba Stopien

wierzchotkow wierzf;)holka PL Wi ZKD
5 2 -—- 0,18 0,00
5 3 -—- 0,47 0,00
10 2 -—- 0,92 0,00
10 3 -—- 1,38 0,02
10 5 -—- 0,62 0,00
20 2 -—- 0,74 0,00
20 3 -—- 1,33 0,01
20 5 -—- 1,65 0,00
20 10 -—- 0,63 0,01
50 3 -—- 1,05 0,00
50 5 -—- 1,10 0,01
50 10 -—- 1,03 0,00
50 20 -—- 0,31 0,00
100 3 -—- 0,39 0,02
100 5 -—- 0,65 0,00
100 10 -—- 0,79 0,01
100 20 -—- 0,82 0,00
100 50 -—- 0,60 0,02

Wigksza skuteczno$¢ algorytmu ZKD niz algorytmu W1 wynika prawdo-
podobnie z dwoch faktow:

1) szukamy minimalnego przekroju, a nie frontu, czyli minimum na szer-
szym zbiorze czynnosci, co generalnie daje wigkszg doktadno$¢ wyniku,
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2) szukamy minimalnego przekroju sieci krytycznej, a nie w calej analizo-
wanej sieci, co pozwala na szybsze dziatanie algorytmu.

Gaspars-Wieloch'? analizowata takze sprawnos¢ metody ogolnej (zadanie
PL + algorytm simpleks), algorytmu ZKD i wlasnej propozycji — algorytmu
SCTPPN. Uzyskane rezultaty sg zblizone do wynikow z tabeli 2 i 3. Algorytm
SCTPPN dziatal wolniej niz ZKD, ale za to dawat wyniki bardziej doktadne niz
procedura ZKD.

Podsumowanie

Analiza sprawnosci trzech metod wykazuje, ze:

1. Zmodyfikowany algorytm skracania Kaufmanna i Desbazeille’a daje lep-
sza $rednig doktadno$¢ oraz krotszy czas obliczen niz algorytm wydtuzania W1.

2. Metoda ogdlna oparta na zadaniu PL oraz algorytmie simpleks ma czas
liczenia w poréwnaniu z algorytmami specjalnymi kilka lub kilkanascie razy
dtuzszy, ale i tak czas obliczen nie przekracza 1 minuty.

3. Ciekawe bytoby poréwnanie sprawnosci algorytmu doktadnego, ale spe-
cjalnego np. zmodyfikowanego algorytmu Philips’a i Dessouky’ego .
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THE EFFICIENCY OF THE GENERALISED AND SPECIALISED METHODS
IN THE TIME-COST ANALYSIS

Summary

The paper considers the classical problem of time-cost analysis of projects
involving the minimization of the cost in the given date of completion. Two models
for linear and point representation of costs were formulated. We compared the efficiency
(accuracy and computation time) of three methods of solving the problem: general
method, a new algorithm for extending the activities W1 and the modified Kaufmann
and Desbazeille'a algorithm.



