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Wprowadzenie

Definicja ekonomicznej racjonalnosci majaca swoje zrodta w teorii oczeki-
wanej uzytecznos$ci odzwierciedla sposob oceniania ryzykownych wariantow.
Poniewaz relacja preferencji w zbiorze decyzji o losowych efektach zalezy od
indywidualnego profilu jednostki, zatem warto§ciowanie decyzji jest subiek-
tywne. Mimo takiego ograniczenia, podejs$cie to jest powszechnie akceptowane
w ekonomii oraz finansach. Jednocze$nie w praktyce decyzyjnej bardzo czgsto
stosowane sg relacje preferencji wykorzystujace wartosci dwoch pierwszych
momentow rozktadu prawdopodobienstwa, ktéore nie zaleza od decydenta
i w tym sensie sg obiektywne. Zatem w ocenie losowych wariantéw decyzyj-
nych wystepuje wzajemne przenikanie dwoch odmiennych sposoboéw ich war-
tosciowania.

Przyjmuje si¢, ze zrodlem ryzyka jest losowo$¢ wariantow decyzyjnych, na-
tomiast konsekwencje decyzji to realizacje zmiennych losowych. Zatem kazdy
ryzykowny wariant decyzyjny jest zmienna losowa, ktorej realizacje sa zyskami
(przysztymi stanami posiadania, bogactwem) wyrazanymi w jednostkach mone-
tarnych, a rozktad prawdopodobienstwa jest obiektywnym opisem decyz;ji.
Celem analizy decyzji jest uporzadkowanie zbioru mozliwych decyzji, otrzymy-
wane poprzez porownywanie poszczegélnych decyzji wzgledem pewnej relacji
preferencji. Zatem w zbiorze losowych wariantow definiowana jest relacja dwu-
argumentowa, ktorej wiasnosci oraz funkcyjna reprezentacja jest podstawa
uporzadkowania jego elementow, jak i wyodrebnienia podzbioréw wariantow
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o takim samym ryzyku (indyferentnych). W literaturze najczesciej przytaczane
sa sposoby porzadkowania wariantOow na podstawie relacji zdefiniowanych
w pracy Rothschilda i Stiglitza'.

Réwnowaznos$¢ pomiedzy definicjami relacji mniejszego ryzyka rozumiana
jako zgodno$¢ otrzymywanych uporzadkowan (rankingdéw) wariantow decyzyj-
nych zostala przeanalizowana jest przez Levy’ego’.

W ekonomicznych i finansowych problemach podejmowania decyzji w wa-
runkach niepewnosci dominujg dwa podejscia — podejscie bazujace na modelu
oczekiwanej uzyteczno$ci (EU) oraz takie, w ktorym preferencje modelowane sg
funkcjami zaleznymi od $redniej i wariancji rozktadu (MV?). Podejscie EU ma
charakter subiektywny, zalezy bowiem od profilu decydenta opisywanego wias-
no$ciami jego funkcji uzytecznosci, ktora reprezentuje jego relacje preferencji.
Natomiast modele MV (modele dwoch-momentéw) konstruowane sa bez
uwzgledniania czynnikow behawioralnych, wymagaja mniej informacji o po-
dejmujacym decyzje zatem sg modelami obiektywnymi. Warunki zgodnosci
wyborow dokonywanych w ramach powyzszych metodologii s celem artykutu.

1. Relacje preferenc;ji

Problem zgodnos$ci podejscia bazujacego na zasadzie maksymalnej oczeki-
wanej uzyteczno$ci z podej$ciem wykorzystujacym ocene dwodch pierwszych
parametrow rozktadu nurtowatl autorow od momentu, kiedy Markowitz przed-
stawil swoj model wyboru optymalnego portfela. Najwcze$niej zauwazona
zgodnos¢ tych dwoch metodologii odnosi si¢ do sytuacji, kiedy funkcja uzytecz-
nosci jest funkcja kwadratowa lub losowe warianty decyzyjne maja rozktad
normalny®. Badania empiryczne pokazuja, ze tylko w nielicznych przypadkach
modele ekonomiczne opisujace rzeczywisty problem decyzyjny spelniaja takie
zatozenia. Badania prowadzone przez Mayera’ dotyczyly formalnych wa-

' M. Rothschild, J.S. Stiglitza: Increasing Risk I. A Definition. ,,Journal of Economic Theory”
1970, s. 225-343.

2 H. Levy: Stochastic Dominance. Investment Decision Making under Uncertainty. Springer,
2006.

3 Do okreslenia podejécia MV (Mean — Variance) rowniez stosowana jest symbolika (j, 6)-model.

4. Chipman: The Ordering of Portfolios in Terms of Mean and Variance. ,,Review of Economic
Study” 1973, Vol. 40(2), No. 122, s. 167-190; H. Levy, H. Markowitz: Approximating Expected
Utility by a Function of Mean and Variance. ,,The American Economic Review” 1979,
Vol. 69(3), s. 308-317.

> J. Mayer: Two-Moment Decision Models and Expected Utility Maximization. ,,The American
Economic Review” 1987, Vol. 77(3), s. 421-430.
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runkow, przy ktorych te dwa podejscia sg zgodne. Rowniez modele wykorzystu-
jace relacje dominacji stochastycznych prezentowane m.in. w pracach Trzpiot®,
Ogryczaka, Ruszczyfskiego’' analizowane sa w kontek$cie zgodnosci z po-
dejsciem EU.

Przyjmuje si¢, ze zasady wyboru sg zgodne, jesli decyzja A jest prefero-
wana nad B w podejsciu EU wtedy i tylko wtedy, gdy A jest preferowana nad B
w podejsciu MV. Moéwiac inaczej, uporzadkowanie zbioru wariantow decyzyj-
nych przy zastosowaniu zasady EU jest takie samo, jak przy zasadzie MV.
W teorii portfelowej zgodno$¢ rozumiana jest rowniez jako identyczno$¢ granic
efektywnych.

Problem braku zgodnosci preferencji omawianych podejs¢ zilustrujmy
prostym przyktadem rachunkowym. Rozpatrzmy dwa losowe warianty de-
cyzyjne dotyczace niepewnych zyskow zadane nastepujacymi dyskretnymi roz-
ktadami:

D1 = {(0; 0,8), (100; 0,2)}
D2 = {(10; 0,99), (1000; 0,01)}

Podstawowe parametry sa odpowiednio roéwne:

E(D1)=20,8 V*D1)= 1568,
E(D2)=19,1 V*D2)=9703.

Poniewaz E(D1) > E(D2) oraz V(D1) < VX(D2), to zgodnie z zasada MV
decyzja D1 jest preferowana od D2.

Zat6zmy dalej, ze profil decydenta z awersja do ryzyka opisuje logaryt-
miczna funkcja uzyteczno$ci u(x) =log(x). Oczekiwane uzytecznosci decyzji
Wynosza

E[u(D1)] =0,4 E[w(D2)]=1,02

Skoro oczekiwana uzyteczno$¢ decyzji D2 jest wigksza od oczekiwanej
uzytecznosci D1, wiec D2 jest preferowana od DI1. Przyktad ten dobitnie ilus-
truje problem niezgodnosci relacji preferencji.

Formalnym warunkiem zgodnos$ci preferencji w podej$ciu EU i MV jest
mozliwo$¢ wyrazenia oczekiwanej uzyteczno$ci rzeczywista funkcja dwodch
pierwszych momentow rozktadu. Dosy¢ czesto do szacowania funkcji uzytecz-
nosci za pomoca dwoch pierwszych momentéw wykorzystywane jest jej rozwi-
niecie w szereg Taylora®.

® G. Trzpiot: Dominacje w modelowaniu i analizie ryzyka. AE, Katowice 2006.

7 W. Ogryczak, A. Ruszczynski: Dual Stochastic Dominance and Quantile Risk Measures. ,,Inter-
national Transaction in Operational Research” 2002, Vol. 9, s. 661-680.

§ H. Levy, H. Markowitz: Op. cit.
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Dla dalszych rozwazan przyjmijmy, ze losowy wariant decyzyjny jest
zmienna losowa X okreslona w przedziale <a, b>" o wartosci oczekiwanej
E(X) = p i wariancji D*(X) = ¢” oraz rozktadzie zadanym funkcja dystrybuanty
F(x). Natomiast funkcja uzytecznosci u(x) jest ciagla, niemalejaca i wklesta
funkcjg rzeczywista. Osoba podejmujaca decyzje preferuje wybory o mniejszej
wartosci ¢ 1 wigkszej warto$ci L.

Definicja 1. Relacje preferencji w podejsciu EU i MV sa zgodne, jesli ist-
nieje rzeczywista funkcja V (o, u) taka, ze

b
Eu(X)] = [u(x)dF (x) =V (o, 1) 1)
ov ov
oraz $<0, $>0 ()

Formalne badanie zgodnos$ci sprowadza si¢ do wskazania takich wtasnos$ci
rozktadow lub funkcji uzytecznosci, dla ktérych zachodzg warunki (1)-(2).

2. Warunki zgodnosci preferencji EU i VM

Badanie warunkow zgodnos$ci relacji preferencji sprowadza si¢ do po-
szukiwania zatozen dotyczacych rozktadu prawdopodobienstwa, jak i tych zwia-
zanych z funkcjami uzytecznosci.

Warunki dotyczace klasy rozktadu prawdopodobienstwa losowych wa-
riantéw, lub tez ich wlasnosci, nie zalezg od indywidualnych preferencji de-
cydenta, zatem maja charakter warunkow obiektywnych, natomiast te zwigzane
z wlasno$ciami funkcji uzytecznosci to warunki subiektywne.

Zgodno$c¢ dla klasy rozktadéw normalnych

Jesli rozktady losowych wariantdow decyzyjnych naleza do klasy rozktadow
normalnych N(u,0), gdzie o < c oraz funkcja uzytecznosci spetnia warunek'

u(x) < Aexpl%]

? Rozwazania odnoszg si¢ rowniez do rozktadow okreslonych w przedziale obustronnie otwartym
(a, b) oraz (—oo, +o0).
19 Dowod whasnosci w pracy: J.S. Chipman: Op. cit.
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to istnieje taka funkcja V' (o, ), dla ktorej

(i) zachodzi zgodnos¢ w sensie (1)-(2)

ii) spelniony jest warunek la_V_ﬁz_V 3
(i) sp Y] o0 O 3)
(iii) spelnione sg warunki

lim ER(X)] = u(x) @

o—0"

lim  El(X)]=u(m) 5)

(4,0)—>(m,07)

Powyzsze wlasnosci mowig nie tylko o zgodnosci EU z MV, ale réwniez
pokazuja ciekawg zalezno$¢ wyrazang rownaniem rozniczkowym (3), na ktore
czesto powoluja si¢ autorzy badajacy zwigzki pomigdzy tymi dwoma podejs-
ciami. Rozwigzaniem rownania rozniczkowego (3) jest funkcja oceny dwoch
pierwszych parametrow rozktadu i jest to reprezentacja funkcyjna relacji pre-
ferencji w przestrzeni (o, 1).

Teoretyczng sita rozktad normalnego jest to, ze jako rozktad dwuparame-
tryczny w sposob doktadny definiowany jest za pomocg dwoch pierwszych mo-
mentéw rozktadu. Zatem warto$¢ oczekiwana dowolnej monotonicznej trans-
formacji zmiennej losowej o rozkladzie normalnym wyrazana jest w sposob
jawny za pomocg jej wartosci oczekiwanej 1 wariancji. W szczeg6lnosci funkcje
uzytecznos$ci sa takimi transformacjami, wigc zatozenie normalnosci rozktadu
gwarantuje zgodnos¢ tych dwdch podejsc.

W zastosowaniach ekonomicznych popularne sg funkcje typu CARA, dla
ktorych bezwzgledna awersja do ryzyka jest stata. Przyktadem takiej funkcji
uzytecznosci jest funkcja wyktadnicza u(x)=—e"". Jesli tylko rozwazane wa-

rianty decyzyjne nalezg do rodziny rozktadéw normalnych, a preferencje de-
cydenta wyraza funkcja wyktadnicza u(x), to zachodzi zgodnos$¢ podejscia EU
1 MV oraz

V(o, p) =—exp[~(u~0,50")] = E[u(X)]

W praktyce niezmiernie rzadko mamy do czynienia z normalnoscig roz-
ktadu ryzykownych decyzji. Dla przyktadu, rozktady stop zwrotu waloréw no-
towanych na gietdach nie spetniaja zalozenia normalnosci, zatem réwnoprawne
stosowanie podejscia MV i EU nie zawsze jest uzasadnione.
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Zgodno$c¢ dla klasy rozktaddw spetniajacych warunek LS

W dalszej czgsci rozwazane beda wiasnosci rodziny rozkladow prawdo-
podobienstwa, ktore rdznig si¢ parametrami lokalizacji i skali (LS) co réwniez
znaczy, ze dowolne dwie zmienne nalezace do takiej rodziny sa powigzane ze
sobg zwigzkiem liniowym. Definicja rodziny rozktadéw spetiajacych warunek
LS nie zalezy od rodzaju (klasy) rozktadu prawdopodobienstwa.

Definicja 2. Dwie zmienne X i Y = o + BX, gdzie B > 0, spelniaja warunek LS
wtedy i tylko wtedy, jesli zachodzi rowno$¢ rozktadow

Fx (x) = Fy(a + Bx)

gdzie Fx , Fy sa odpowiednio funkcjami dystrybuanty zmiennej losowej X 1Y.

Definicja 2 odnosi si¢ zarowno do rozktadow ciaglych jak i dyskretnych.
W szczegblnosci mozna wyodrebniac rodziny rozktadow LS generowane przez
wybrang zmienng X. Zmiennymi X generujacymi takg rodzing najczeSciej sa
zmienne, dla ktérych E(X) = 0 oraz D*(X) = 1. Wéwczas to dowolna zmienne Y
spelniajaca warunek LS ze zmienng X jest w liniowej zaleznosci Y = p + oX
gdzie E(Y)=p oraz DXY)= o°. Zatem jesli tylko standaryzacja zmiennych
zachowuje rozktad zmiennej standaryzowanej, to mamy do czynienia z rodzing
LS. Sposrod rozktadow dwuparametrycznych klasa rozkladéw normalnych
N(u, o) oraz klasa rozktadéw jednostajnych na odcinku <a, b>'" (symbolicznie
zapisujemy U <a, b>) spelniajg warunek LS.

Mayer'? pokazal, ze w zbiorze wariantow losowych spehiajacych warunek
LS zachodzi zgodnos¢ preferencji MV i EU dla dowolnej funkcji uzytecznosci.
Ponadto, preferencje dotyczace wyborow z rodziny LS sg w pelni charakteryzo-
wane przez warto$¢ oczekiwang i wariancj¢ losowego wariantu.

W podejsciu MV funkcja preferencji V' (o, 1) najczegsciej prezentowana jest
w plaszczyznie (o,u) w postaci planu warstwicowego nazywanego zbiorem

krzywych obojetnosci. Ponadto, jesli istniejag pochodne czastkowe funkcji
V(o, ) to dla klasy rozktadow LS zachodzi nastepujacy zwiazek

Vi(o,w)ydu+V, (o, u)de =0

! Dla takiego rozktadu E(X) = (a + b)/2 oraz D*(X) = (b — a)*/12.
12'J. Mayer: Op. cit.
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Stopien nachylenia stycznej do krzywej obojetnosci okreslany jest za po-
moca stosunku pochodnych czastkowych

-V
S =—2
(o, 1) 7 (6)
gdzie:

o b,
14 —E—Iu(y+0x)dF(x)

a

b
V. = a_ .[u'(y + ox)xdF (x)
oo |
Wtasno$ci stopnia nachylenia S(o, #) maja Scisty zwigzek z miarami

awersji do ryzyka w podejsciu EU o czym szerzej bedzie w dalszej czgsci arty-
kutu.

Zgodno$¢ dla kwadratowej funkcji uzyteczno$ci

Wczesniej wskazano, ze dla kwadratowej funkcji uzytecznosci i dowolnych
rozktadow losowych wariantow decyzyjnych zachodzi warunek zgodnosci EU
i MV. Oczekiwana uzytecznos$¢ funkcji kwadratowej w sposéb doktadny zalezy
od dwoéch pierwszych momentéw rozktadu. W pracy Johnstona i Lindleya'
(2011) przedstawiono formalny dowod zwiazku MV i kwadratowej funkcji uzy-
tecznosci. Przyjmujac posta¢ funkcji uzytecznoéci u(x)=x—ax’oraz x <a/2

mamy zwigzek

E[u(X)]=p—a(u’ +0?)
zatem
Vio.u)=u—a(u’ +0°)

Krzywe obojetnosci sg wspotsrodkowymi okrggami o $rodku w punkcie
(0, —a/2).

Kwadratowa funkcja uzyteczno$ci opisujaca preferencje jednostki nie ma
empirycznego uzasadnienia. Funkcja taka zdefiniowana jest tylko dla okreslo-
nego przedzialu argumentow, zatem zakres jej stosowalnosci jest ograniczony.
Ponadto, decydent warto$ciujacy efekty decyzji funkcja kwadratowa charaktery-
zuje sie rosngca bezwzgledna, jak i wzgledna awersja do ryzyka'®. W przypadku

13 D.J. Johnstone D.V. Lindley: Elementary Proof that Mean —Variance Implies Quadratic Utility.
,,Theory Decision” 2011, Vol. 70, s. 149-155.
4 Wzgledna i bezwzgledna awersja do ryzyka mierzona jest miarami Arrowa-Pratta.
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inwestora znaczy to, ze ze wzrostem stanu posiadania (bogactwa) zmniejsza on
ilo§¢ walorow ryzykownych w swoim portfelu oraz zmniejsza odsetek kapitatu
przeznaczany na inwestycje ryzykowne. Obserwowane w praktyce standardowe
zachowanie decydenta jest przeciwne do powyzszego, co znaczy, ze ze WZros-
tem bogactwa zwigksza lub utrzymuje na tym samym poziomie ilos¢ walorow
obarczonych ryzykiem w swoim portfelu. Rowniez odsetek kapitalu przeznacza-
nego na decyzje ryzykowne ro$nie wraz ze wzrostem bogactwa. Zatem stoso-
wanie kwadratowej funkcji uzyteczno$ci w zastosowaniach i badaniach empi-
rycznych jest staboscig takiego podejscia. Chociaz w praktyce decyzyjnej
kwadratowa funkcja uzytecznosci jest odrzucana ze wzgledu na brak empirycz-
nej weryfikacji, to jej wlasnosci zostaly wykorzystane dla innych rodzajow
funkcji uzytecznosci, ktore sg funkcjami kwadratowymi otrzymywanymi z roz-
winiecia Taylora.

3. Awersja do ryzyka w modelu EU i MV

Badanie zgodno$¢ preferencji EU z MV nie moze ogranicza¢ si¢ tylko do
poszukiwania formalnych badz empirycznie weryfikowalnych warunkéw. Majac
na uwadze sit¢ teorii EU i jej znaczenie w ekonomii, odpowiednie pojecie
1 twierdzenia tej teorii powinny mie¢ odpowiedniki w modelu MV, a méwiac za
Mayerem, powinny by¢ przettumaczone na odpowiednie rownowazne warunki
w modelu MV. Sita teorii oczekiwanej uzytecznosci lezy w jej jasnej i akcepto-
walnej definicji stosunku decydenta do ryzyka. Osoba wykazuje awersje do ry-
zyka, jesli zachodzi jeden z ponizszych warunkow:

— preferuje wybor pewnej wyplaty x, niz jakiejkolwiek loterii X o wartosci
oczekiwanej E(X) = xy,

— preferencje reprezentuje rosngca i wklgsta funkcja uzytecznosci (u’(x) >0
1 u”(x)<0),

— premia za ryzyko « jest dodatnia.

Powyzsze warunki sg rownowazne, zatem jesli np. krzywa funkcji uzytecz-
nosci jest wklesta, to decydent zawsze wybierze pewng inwestycj¢ przynoszaca
zysk x, niz inng inwestycj¢ ryzykowng o wartosci oczekiwanej x,. W sytuacji,
kiedy w procesie decyzyjnym bez dodatkowych komentarzy mowa o decydencie
z awersja do ryzyka, to zawsze jest to rozumiane w sensie powyzszych definicji.

Do poréwnywania sity awersji do ryzyka stosowane sa miary wprowadzone
przez Arrowa-Pratta. Lokalna miara bezwzglednej awersji do ryzyka (absolute
risk aversion) uzywana w teorii EU definiowana jest nastepujaco
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u"(x)

u'(x)

W zaleznosci od monotoniczno$ci tej miary mowi si¢ o rosngcej, malejacej
i statej awersji do ryzyka. Charakter monotonicznosci miary okresla znak jej
pierwszej pochodnej A4’(x), a funkcje uzytecznosci moga by¢ typu IARA (gdy
A’(x) > 0), DARA (4’(x) > 0) i CARA (4’(x) = 0).

Problem merytoryczny powstaje wowczas, kiedy decydentowi przypisy-
wane sa wlasnosci zaczerpnigte z teorii EU, preferencje modelowane sa po-
dejsciem MV oraz wystepuje brak zgodnosci MV z EU. Natomiast jesli wy-
stepuje zgodnos¢ metodologii EU i MV, a decydent korzysta z modelu (o, 1),

A(x) =—

wowczas pojecia zwigzane z awersjg do ryzyka powinny mie¢ swoje odpowied-
niki wyrazone wtasnosciami funkcji V(o, p).

W podejsciu MV stopien nachylenia stycznych do krzywych obojetnosci
S(o, 1) traktowany jest jako miara wrazliwosci na ryzyko. Zatem o rosnacej

(malejacej) wrazliwosci mowa, je$li S(o, ¢) przyjmuje wartosci dodatnie
(yjemne), natomiast S(o, #)=0 méwi o braku wrazliwosci na ryzyko. Relacja

wickszej awersji do ryzyka okreslana w teorii EU ma swoj odpowiednik w po-
dejsciu MV nazywany relacja wickszej awersji do wariancji'.

Definicja 3. Funkcja V|(o, 1) okresla wigksza awersje do wariancji niz
funkcja V, (o, 1) jesli dla wszystkich oy i o, takich, ze 0 < o) < o, i dowolnych

wartosci W, | zachodzi implikacja
Vi(o, o) <Vi(01, 1) = Vy (00, 1) V5 (04, 1)

Korzystajac z okreslenia miary nachylenia (6) mozna wykazac, ze V,(o, 1)

okresla wicksza awersje do wariancji niz V, (o, 1), jesli

SI(G,,U) 2 S2(O_7/u)

Jesli zachodzi zgodnos$¢ preferencji EU z MV, wowczas wigksza awersja do
wariancji jest odpowiednikiem wigkszej awersji do ryzyka w podejsciu EU.

W pracy Mayera wykazano szereg wiasno$ci miar awersji do wariancji dla
rodziny rozktadow LS i zwigzkéw z pochodnymi funkcji uzytecznosci.

Zatézmy dalej, ze zachodzi zgodno$¢ w sensie warunkéw (1)-(2) oraz ze
istnieja pochodne czastkowe funkcji V(o,u). Dla dowolnej funkcji uzytecz-
nosci u(x) gdzie E[u(X)]=V (o, 1) zachodza ponizsze wlasnosci:

5 F, Lajeri, L.T. Nielsen: Parametric Characterizations of Risk Aversion and Prudence. ,,Eco-
nomic Theory” 2000, Vol. 15, s. 469-476.
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Wilasnosé 1

u'(x)>0<V,(o,1)>0
Wiasnos¢ 2
u’'x) <0V, (o,u)<0
Wtlasnosé¢ 3

u”(x) <0 < funkcja V' (o, 1) jest $cisle wklesta.

Wiasnos$¢ 4

A(x)<0 & S,(0,u)<0

Wiasnos¢ 1 mowi o tym, ze rosngcy charakter funkcji ocen V' (o, 1) wzgle-

dem warto$ci oczekiwanej jest rdbwnowazny rosngcej funkcji uzytecznos$ci.
Z whasno$ci 2 wnioskujemy, ze jesli tylko funkcja oceny dwoch pierwszych
momentow rozktadu V(o,u) jest malejaca wzglegdem odchylenia standardo-
wego, to jest to rOwnoznaczne z tym, ze postugujaca si¢ nig osoba ma awersje
do ryzyka. W sytuacji zgodnos$ci metodologii EU i VM wklestos¢ funkcji uzy-
tecznosci przeklada si¢ na wklestos¢ funkcji V(o, ). Wiasnos¢ 4 mowi
o zwigzku pomiedzy malejaca awersja do ryzyka a malejagcym nachyleniem
stycznych do krzywych obojetnosci, jesli poruszamy si¢ w kierunku osi wartosci
oczekiwanych. Reasumujac, jesli warianty decyzyjne spetniaja warunek LS,
wowczas miary awersji do ryzyka definiowane w teorii EU maja swojg inter-
pretacje w metodologii MV i sg wyrazane stopniem nachylenia stycznych do
krzywych obojetnosci.

4. Zachowania rozwazne

Awersja do ryzyka tgczona jest z zachowaniami okreslanymi mianem dzia-
tan rozwaznych (roztropnych) polegajacych na zapobiegawczym oszczedzaniu
lub ograniczaniu konsumpcji. Celem tak rozumianego oszczedzania jest za-
pobieganie skutkom ryzyka co do niepewnego przysztego stanu posiadania.
Rozwaga moze by¢ definiowana jako cecha osobowos$ci zwigzana z okreslonym
zachowaniem w sytuacji ryzyka lub na gruncie teorii oczekiwanej uzytecznosci,
jako wypuklos¢ marginalnej uzytecznosci, co jest rownoznaczne z warunkiem
u’”(x) > 0. Okreslenie ,,rozwaga” (,,prudence”) w kontekscie osoby z awersja do



Zwiazki miar awersji do ryzyka z funkcjami zaleznymi od parametrow rozkfadu 263

ryzyka po raz pierwszy zostalo wprowadzone przez Kimballa'®, za§ prze-
definiowanie miar Arrowa-Pratta dato formalne podstawy teorii dotyczacej za-
pobiegawczych zachowan decydenta w odpowiedzi na ryzyko. Jesli zachodzi
zgodnos$¢ preferencji EU 1 MV, to zachowania roztropne réwniez powinny miec¢
swoj opis w modelu (o, 1) . Konstrukcja taka oparta jest na wlasnosci 5, ktora
mowi, ze jesli tylko rozktady speliaja warunek LS, to zachowania rozwazne
opisuje dodatnia mieszana pochodna funkcji reprezentujacej preferencje w po-
dejsciu MV.
Wtasnos¢ 5

u’(x)>0< v, (o,u)>0 (7)

Funkcja uzytecznosci dla ktorej u’”(x) >0 (typu DARA'") charakteryzuje
decydenta, ktorego bezwzgledna awersja do ryzyka maleje wraz ze wzrostem je-
go stanu posiadania. Zatem z wlasnosci 5 mamy, ze dodatnia pochodna miesza-
na funkeji oceny ¥, (o, ) jest odpowiednikiem malejacej awersji do ryzyka.

Analogicznie do bezwzglednej awersji do ryzyka A(x) okreSlona zostata
miara bezwzglednej intensywnosci rozwagi AP(x) (absolute prudance) w na-
stepujacy sposob
u"’(x)

u"(x)

gdzie x jest mozliwym stanem posiadania wyrazanym w jednostkach pie-

AP(x)=-

®)

nieznych. Dla stanu bogactwa x warto$¢ 4AP(x) mierzy intensywno$¢ zapobie-
gawczego oszczedzania na okoliczno$¢ ryzyka.

Propozycja miary bezwzglednej rozwagi w ramach metodologii MV po-
chodzi od Lajeri i Nielsena'® i zwiazana jest ze stopniem nachylenia stycznych
do krzywych V, (o, ) na plaszezyznie (o, p).

Definicja 4. Miarg intensywno$ci zachowan rozwaznych w modelu MV
jest wielko$¢ SP(o, 1), gdzie

- Vyo- (Ga /u)

SP(o, 1) =
= o

©)

16 M. Kimball: Precautionary Saving in the Small and in the Large. ,,Econometrica” 1990, Vol. 58
(1), s. 53-73.

17 Warunkiem malejacej awersji do ryzyka jest ujemnosé¢ 4’(x) ktora zapewnia u’”(x) > 0 (badz
wypuklo$¢ uzytecznosci marginalne;j).

'8 F. Lajeri, L.T. Nielsen: Op. cit.
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Z wiasnos$ci 3 i 5 wynika, ze SP(o,u)>0< AP(x)>0. Zatem miarg in-

tensywnosci zachowan rozwaznych jest nieujemna wtedy i tylko wtedy, kiedy
miara nachylenia stycznych do krzywych oboje¢tnosci funkeji V, (o, 1) w plasz-

czyznie (o, 1) jest nieujemna.
Decydent postugujacy si¢ funkcja uzytecznosci u; (x) jest bardziej roz-
wazny niz ten postugujacy si¢ u, (x) wtedy i tylko wtedy, gdy

AR(x)2 AR(x)

gdzie APl(x)z_M Apz(x)z_”;’(x)
uy (x) uy (x)

Jesli wybory dotycza wariantdow spetniajacych warunek LS, wowczas za-
chodzi zgodnos$¢ oceny jednostki charakteryzujacej si¢ wigksza rozwaga po-
dejscia EU i MV, poniewaz

AR(x)2 AR(x) < SK(o, )2 SR(0, 1)

Malejaca intensywno$¢ zachowan rozwaznych w metodologii EU definio-
wana jest ujemnym znakiem pochodnej miary AP(x) (AP'(x)<0). Zachowanie

takie w podejsciu MV charakteryzuje ujemna pochodna czastkowa miary
SP(o, 1) wzgledem wartosci oczekiwanej

-V, Vo tV.V,
SP#(O',,U)Z HU ,Uﬂz H M <0
V/l/l

19 . - . . .
Wagener ~ pokazal, ze miara SP(o, 1) ma takie same ekonomiczne i ma-
tematyczne wlasno$ci, jak miara intensywno$ci zachowan rozwaznych AP(x)

w modelu teorii oczekiwanej uzytecznosci, zatem moze by¢ traktowana jako od-
powiednik koncepcji rozwagi w modelu srednia-wariancja.

9 A. Wagener: Prudence and Risk Vulnerability in Two-moment Decision Models. ,,Economics
Letters” 2002, Vol. 74, s. 229-235.
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Podsumowanie

Poczawszy od prac Markowitza, Sharpe’a i Tobina preferencje bazujace na
ocenie wartosci oczekiwanej i wariancji odgrywaja wazng role zarowno w teorii
decyzji, jak 1 ekonomii finansowej. Wybory dokonywane zgodnie z zasadg $red-
nia-wariancja sg zgodne z zasadg maksymalizacji oczekiwanej uzytecznosci dla
dowolnej funkcji uzytecznosci, jesli tylko rozktady ryzykownych decyzji spet-
niajg warunek lokalizacji i skali. Badanie warunkow zgodno$ci relacji preferen-
cji sprowadza si¢ do poszukiwania obiektywnych zatozen dotyczacych tylko
rozktadu prawdopodobienstwa lub subiektywnych, zwigzanych z funkcjami uzy-
tecznosci i ich wlasno$ciami.

W zastosowaniach modelu Markowitza do konstrukcji portfeli optymalnych
czesto przyjmowane jest zatozenie, ze inwestor charakteryzuje si¢ awersja do
ryzyka, wyrazang wklestoscig funkcji uzytecznosci. Ponadto, bez odpowiedniej
weryfikacji przyjmowane jest zalozenie o normalnym rozktadzie stop zwrotu.
Postgpowanie takie jest duzym naduzyciem, jesli zgodnos¢ preferenciji podejscia
MV z EU nie zostanie poddana weryfikacji. Modele ekonomiczne opisujgce
problemy decyzyjne generalnie nie spetniajg warunku zgodnosci EU i MV. Jesli
zgodno$¢ metodologii wystepuje, wowczas interpretujac decyzje podejmowane
zgodnie z zasadami modelu MV moze korzysta¢ z charakterystyk opisu de-
cydenta na podstawie jego funkcji uzytecznosci. Jesli wystepuje brak zgodnosci,
to site awersji do ryzyka oraz intensywnos¢ zachowan rozwaznych nalezy opi-
sywa¢ miarami bedgcymi funkcjami $redniej i wariancji.
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RELATIONS OF MEASURES OF RISK AVERSION
WITH THE FUNCTIONS DEPENDED ON THE PARAMETERS
OF THE PROBABILITY DISTRIBUTION

Summary

The expected utility model (EU) and the mean-variance model (M-V) are the most
common approaches to analyzing choices under uncertainty. These two models produce
the preference relations which are only consistent under additional restrictions. Although
the mean-variance preferences has been important in financial economics, such
a concept of risk is not consistent with others. However, the decision makers select
alternatives by comparing their risk, and various risk measures are employed. The main
aim of the paper is to compare various concepts of measure of risk aversion and present
some conditions providing consistency in the two approaches.



