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Wprowadzenie

Rynek walutowy (foreign exchange) jest najwiekszym rynkiem opcji na
$wiecie. Podlega on dynamicznym zmianom, a modele wyceny finansowych
opcji walutowych sa oparte na wykorzystaniu zmienno$ci. Obecnie mozna na
nim zawiera¢ réznego typu transakcje opcyjne od prostych opcji waniliowych do
zaawansowanych opcji egzotycznych trzeciej generacji (produkty hybrydowe
i strukturyzowane). Mimo szybkiego wzrostu popularno$ci opcji egzotycznych,
najwickszy udzial nadal maja opcje waniliowe oraz egzotyczne pierwszego
rodzaju. W przypadku podstawowego modelu wyceny opcji — modelu Blacks
Scholesa Mertona (BS) zmienno$¢ stosowana do wyceny opcji jest stata w cza-
sie. Struktura terminowa zmiennosci tworzy tzw. plaszczyzn¢ zmiennosci lub
powierzchnie zmienno$ci, dla ktérych zmiennos¢ przybiera rézne poziomy w za-
leznosci od terminu i ceny wykonania danego typu opcji. Celem artykutu jest
przedstawienie konstrukcji ptaszczyzny u$miechu zmiennosci na rynku waluto-
wym oraz omoéwienie i charakterystyka podstawowych poje¢ zwigzanych z in-
terpolacja i ekstrapolacja notowan zmiennosci dla par okreslonych kurséw wa-
lutowych.

1. Opis teoretyczny transakcji walutowych

Teoretycznie zaktada sie, iz transakcjg walutowa jest transakcja otwierajaca
pozycje walutowa lub mogaca wplynaé w przysztoéci na pozycje walutowa in-
westora. Pozycja walutowa to zobowigzanie (pozycja krétka) lub naleznos¢ (po-
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zycja dluga) w walucie obcej. Bioragc pod uwage transakcje walutowe nalezy
wyrdznié: transakcje natychmiastowa (kasowa), ktora moze odnosi¢ sie do
trzech terminow rozliczenia zwanych datami waluty (value date): today, to-
morrow 1 spot. Sama data spot obejmuje dwa dni robocze i jest standardowa data
rozliczeniowa; transakcje terminowe (forward, futures), ktore odnosza si¢ do dat
pozniejszych niz spot; transakcje opcyjnie, ktore tez sg okreslane jako transakcje
terminowe, aczkolwiek w tym przypadku (inaczej niz w transakcji forward oraz
futures) jedna ze stron posiada prawo, a druga obowiazek zrealizowania dostawy
waluty. Wsrod podstawowych transakcji opcyjnych nalezy wskazaé: europejskie
opcje waniliowe, amerykanskie opcje waniliowe oraz opcje egzotyczne pierw-
szej, drugiej oraz trzeciej generacji'.

Kurs walutowy XXX/YYY pokazuje, ile warta jest waluta bazowa XXX
w jednostkach waluty kwotowanej YYY. Miarg kursu jest wigc stosunek
YYY/XXX, ktory oznacza ilos¢ waluty YYY ptaconej za jednostke waluty
XXX. Biezaca wartos¢ kursu walutowego S; = FOR/DOM oznacza ilo$¢ jedno-
stek waluty krajowej niezbednej do zakupu okreslonych jednostek waluty obcej
w chwili z. W takim przypadku, jesli S; = 3,0912 USD/PLN, to jeden USD
jest wart 3,0912 PLN, gdzie PLN jest waluta krajowa (kwotowana), a USD
waluta obcg (bazows).

Kontraktem terminowym nazywamy zawarte w chwili ¢ zobowigzanie do
wymiany N jednostek waluty obcej na Nf(¢, T) jednostek waluty krajowe;j
w chwili T po ustalonej na poczatku cenie wykonania f{¢, T), gdzie

S¢DFs(t,T)

f&1) = DF,(t,T)

gdzie: DFy(t,T) — czynnik dyskontowy dla waluty kwotowanej, DFy(t,T)
— czynnik dyskontowy dla waluty bazowej.

Poczatkowa warto$¢ takiego kontraktu zawartego w chwili ¢ wynosi 0
dla (¢ < 7T), a wraz z uptywem czasu zmienia si¢ wedlug nastepujacej formutly

Vi(t,T) = DF,(t, T)(f(t, T) — K) = S,DF;(t, T) — KDF4(t, T)

gdzie K to cena wykonania kontraktu ustalona w chwili ¢, a warto$¢ takiego kon-
traktu ustalona jest w jednostkach waluty kwotowanej.

! P. Mielus: Rynek opcji walutowych w Polsce. K.E. Liber, Warszawa 2002, s. 2.



Konstrukcja ptaszczyzny u$miechu zmiennos$ci na rynku walutowym 269

Kontraktem opcyjnym typu waniliowego call FOR (put DOM) nazywamy
nabycie w okresie ¢ prawa do wymiany N jednostek waluty obcej po kursie K
w z gory okreslonym terminie 7. Warto$¢ kontraktu opcyjnego wyliczana jest
wedtug formuly BS, dla ktorego dynamika kursu walutowego okreslona jest za
pomoca stochastycznego rownania rozniczkowego z warunkiem poczatkowym

{dst = (rd - rf)Stdt + O-Stth
S(0) =S5,
gdzie: rd — stopa procentowa (ciagla kapitalizacja) dla waluty kwotowane;,

rf — stopa procentowa (ciagla kapitalizacja) dla waluty bazowej, o jest zmien-
nos$cig, Wt — standardowy proces Browna, S jest procesem Ito postaci

1
S(t) = Syexp ((rd — 1 — 502) t+dw(t) =

1
= S(s) exp <(rd -1 — 502) (t—s)+ J(W(t) - 0W(s))> da0<s<t
gdzie S interpretowane jest jako cena waloru w chwili ¢ = 0.

Innymi stowy proces zmiany ceny waloru jest geometrycznym ruchem
Browna. Rozktad St w czasie T ma rozktad log-normalny. Ln St ma rozktad
normalny ze $rednig InSy = (rg — 1) — %Jz)t i wariancja o?t. Wycena
walutowego kontraktu opcyjnego oparta jest na zmodyfikowanej formule BS
nazywanej modelem Garmana-Kohlhagena® opublikowanym w 1982 roku

C = Sexp(—rt)N(d;) — Kexp(—Rt)N(d_)
P = Kexp(—Rt)N(—d_) — Sexp(—rt)N(—d,)
2
ln(%) + (R —r+%)T

VTo

d+:

gdzie N jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego

d1 X2
N(d,) = f Ee_de =1-N(-d,)

2 M.B. Garman, S.W. Kohlhagen: Foreign Currency Option Values. ,,Journal of International
Money and Finance” 1983, Vol. 2, s. 231-237.
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C — cena opcji call (w walucie kwotowanej), P — cena opcji put (w walucie
kwotowanej), S — kurs spot (w notacji waluta bazowa/waluta kwotowana),
K — kurs realizacji (w notacji waluta bazowa/waluta kwotowana), ¢ — zmien-
no$¢, R — oprocentowanie waluty kwotowanej (kapitalizacja ciagta), » — opro-
centowanie waluty bazowej (kapitalizacja ciagla), ¢ — czas swapowy, T — czas
stochastyczny. W walucie bazowej wartos¢ kontraktu moze by¢ wyrazona jako

~ Waluta w ktorej wyrazana jest premia kontraktu nazywana jest premium
t

carrency. Opcja o kursie realizacji rownym kursowi terminowemu o dacie roz-
liczenia tozsamej z data dostawy kontraktu opcyjnego nazywana jest opcja ATM
(at the money). Warto$¢ wewnetrzna opcji (instrinct value) to roznica pomiedzy
kursem terminowym a kursem realizacji w sytuacji, kiedy kurs realizacji jest ko-
rzystniejszy od kursu terminowego. Opcja posiadajaca warto$¢ wewngtrzna na-
zywana jest opcja ITM (in the money). Opcja o zerowej warto§ci wewngtrzne;j
nazywana jest opcja OTM (out of the money). Nalezy stwierdzi¢, iz definicja
walutowej opcji ATM nie jest jednoznaczna. Wsrdd konwencji w zaleznosci od
ceny wykonania K wyrdzniamy nastepujace delty: 4TM spot, dla K = So,
delta call = —delta put (delta parity), ATM forward, dla K =f, ATM-value-
-neutral, dla K, takiego ze wartos¢ V opcji call = J wartosci opcji put (value
parity), ATM — A —neutral, dla K, takiego, ze A opcji call = A opcji put (delta
parity).

Z parytetu opcji put-call wynika, ze ATM-value-neutral jest rtowna ATM
forward. Symetri¢ kuréw walutowych w kontek$cie zmiennosci mozna okres-
li¢ nastgpujaca formuta: %v(S, K, T, t 0,777, Q)) = Kv G,%, T, t,o,rqrr — Q)).
Z rownania wynika, iz warto$¢ opcji moze by¢ obliczona w walucie bazowej lub
kwotowanej. Mozna rozwazy¢ opcje na EUR/USD. Na gietdzie w Nowym Jorku
bedzie ona kosztowac v(S, K,T,t,0,7ysp,TEurs 1) USD i dlatego jej warto$¢
w EUR wyniesie v G,%, T,t,0,7cur TUsD> —1) /S. Ta opcja EURcall moze by¢
roOwniez rozwazana jako opcja USDput w wyptatg K (% - é)'*. Wartos¢ tej opcji
wynosi Kv (%,%, T,t,0,7gyr Tusp, —1) euro na gieldzie we Frankfurcie dlatego,
iz S; 1 majg taka sama zmienno$¢. Warto$¢ opcji na obu rynkach musi by¢ taka
sama i powinna by¢ kwotowana przy tej samej zmienno$ci. W przeciwnym wy-
padku istnieje mozliwo$¢ przeprowadzenia arbitrazu.
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2. Analiza zmiennosci kuru walutowego

Podmioty zaangazowane na rynku opcji walutowych podejmuja decyzje
inwestycyjne na podstawie oczekiwanego zakresu zmiennosci stop zwrotu kursu
walutowego. Zmiennos¢ (volatility) jest jedynym parametrem ksztattowanym na
rynku pochodnym, a nie na rynku instrumentu bazowego’. Prognozowanie
i okreslenie poziomu zmienno$ci implikowanej okre$lonej przez rynek i jego
uczestnikdw jest podstawowym zadaniem dla uczestnikow rynku opcji waluto-
wych. Wplywa ona bowiem na poziom i charakter zabezpieczen przyszlych
przeplywow walutowych lub ich portfela. W inzynierii finansowej mozemy
wskaza¢ nastgpujace rodzaje zmiennosci: zmiennos$¢ historyczng (historical
volatility), zmienno$¢ implikowana lub rynkowa (implied volatility), zmiennos¢
lokalna (local volatility), zmiennos¢ stochastyczna (stochastic volatility).

Zmienno$¢ historyczna to zaanualizowane odchylenie standardowe lo-
garytmicznej stopy zwrotu z ceny danego aktywa S. Z procesu stochastycznego
wynika, ze: S; = Syexp ((rd -1 = %02) t+ oW,.

7 powyzszego réwnania wynika, ze VAR(In (;—;)) = o%t. Obliczenie

zmiennoS$ci rynkowej stosowanej do wyceny opcji w modelu Garmana-Kohla-
gena wymaga matej modyfikacji formuty. Oblicza si¢ najczesciej zmiennos¢
w skali jednego dnia i nastgpnie skaluje si¢ ja do zmiennos$ci rocznej nastgpuja-
cym wzorem: & = V2520, 4. Liczba 252 wynika z tego, iz rok ma okoto 252 dni
handlowych, ktora to liczba zalezy od kraju waluty. W praktyce analizuje si¢
szeregi czasowe niezawierajace $wiat i weekendow. Wyznaczenie zmiennos$ci
historycznej jest jedynie podstawg do dalszego prognozowania zmiennosci. Po-
nadto, istnieje wiele modeli szacowania zmienno$ci implikowanej. Wérod naj-
popularniejszych nalezy wymieni¢ modele $redniej ruchomej EWMA lub mo-
dele typu GARCH.

Zmienno$¢ implikowana to liczba, ktora spetnia rownanie formuty BS dla
okreslonej ceny opcji. Liczba ta kalibruje formute BS dla opcji o czasie trwania
T i cenie wykonania K. Analizujac wykres 1 nalezy stwierdzi¢, iz w logaryt-
micznych stopach zwrotu wystepuje efekt skupienia danych, wysokie prawdo-
podobienstwo wystapienia bardzo duzych odchylen od sredniej, sko$nos$¢ roz-
ktadu oraz niestato§¢ wariancji w czasie.

3 Ibid., s. 79.
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Wykres 1
Logarytmiczne stopy zwrotu pary walutowej EUR/PLN
dla okresu 01.01.2008-31.01.2010
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Zrédto: Dane kursu walutowego Narodowego Banku Centralnego.

Zmienno$¢ lokalna to detreministyczna (niestochastyczna) funkcja o =
= ag(s,t), ktora wystepuje w rownaniu opisujacym proces S; cen instrumentu
bazowego. dS; = (S, t)S;dt + 0 (S, t)S;dW;. Zmienno$¢ stochastyczna
(stochastic volatility) to model, w ktéorym proces cen jest opisany rdwnaniem:
dS; = r(S;, t)Sidt + o(S;, t)S:dW,, gdzie tym razem o = a(s,t), jest wiel-
koscig stochastyczng, takg Ze proces wariancji: V = o2, spetnia rownanie:
av, = u(V, S, t)dt + v(V, S, t)dW,. Dla pewnych funkcji u i v. Zaktada sie
rowniez, ze procesy Wienera W, i W, sa skorelowane, w tym sensie, ze
E (th,E_VVt) = pdt. Pierwszymi modelami poruszajacymi problematyke
zmiennoéci stochastycznej byly: Model Hulla i White’a*, Model Hestona’.

3. Struktura czasowa zmiennosci

Analizujac zmienno$¢ historyczng mozna stwierdzi¢, iz jej poziom ulega
ciggtym wahaniom, co jest sprzeczne z zatozeniami modelu BS. Struktura
czasowa zmiennosci to krzywa odnoszaca si¢ do poszczegoélnych przedziatow
czasowych zmiennosci. Moze ona by¢ tozsama ze struktura terminowa stop

47.C. Hull, A. White: The Pricing of Option on Assets with Stochastic Volatilities. ,,Journal
of Finance” 1997, Vol. 42, s. 281-300.

> S.L. Heston: A Closed form Solution for Option with Stochastic Volatility with Application
for Bonds and Currency Options. ,,Review of Financial Studies” 1993, Vol. 6, s. 327-344.
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zwrotu. Mozemy wyrdzni¢ nastepujace ksztalty omawianej krzywej: rosnacy,

staly, malejacy oraz niemonotoniczny. Tylko ta druga struktura jest zgodna z za-
tozeniami BS, a pozostate zaktadaja zmienno$¢ zmiennosci w czasie. Tak jak
w przypadku stép procentowych na normalnym rynku im dtuzszy okres do za-

padalnosci opcji, tym zmienno$¢ powinna by¢ wyzsza. Posiadajac dane do-
tyczace struktury czasowej zmiennosci mozna do$¢ szybko oszacowaé termino-

wa zmienno$¢ za pomocg nastepujacego wzoru

(VOLO,Z)Z *To — (V0L0,1)2 * To

VOLl,Z = T
1,2

Wykres 2
Terminowa struktura zmiennosci dla EUR/USD dla opcji ATM
01.01.2011
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Zrédto: Dane Domu Maklerskiego TMS Brokers.

4. Struktura kursowa zmiennosci

Struktura kursowa zmiennos$ci dla rynkéw kapitalowych jest wyrazem stra-

chu zwigzanego ze spadkiem notowan indekséw lub kurséw akcji. Jest to raczej
jednostronny wzrost zmiennosci. W przypadku kursow walutowych problem
wzrostu zmienno$ci moze wystapi¢ symetrycznie po dwoch stronach kursu
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w stosunku do kursu ATM F. Dodatkowym problemem na rynku walutowym
jest notowanie zmienno$ci wzgledem kursu delty. Niestety struktura kursowa
zmiennos$ci (implied volatility strike curve) jest rowniez sprzeczna z modelem
BS. Wskazuje ona na rézne poziomy zmiennosci dla roznych kurséow wy-
konania. Na rynku wystepuje tendencja do przeszacowywania opcji OTM w sto-
sunku do ceny wynikajacej z modelu BS. Jest to zwigzane z do$¢ niska vega
opcji 1 wysoka dzwignig finansowa jaka wystepuje w przypadku transakcji
opcyjnych. Krzywa wskazujaca na zalezno$¢ migdzy kursem realizacji i po-
ziomem zmienno$ci implikowanej ma najczesciej ksztalt nazywany usmiechem
zmienno$ci (volatility smile).

Wykres 3

Us$miech zmiennosci dla opcji EUR/USD 01.01.2011 ATM = 1,3 EURUSD
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Zrodto: Ibid.

Nie jest to jedyny ksztalt jaki przyjmuje parametr zmiennos$ci w stosunku
do kursu wykonania. Jest on zwigzany z popytem na zabezpieczenie na dany in-
strument finansowy lub charakterystyke zmiany kursu walutowego. W przy-
padku wigkszego popytu na opcje zabezpieczajace, spadek kursu walutowego
(opcje put) w stosunku do opcji zabezpieczajacych wzrost kursu walutowego
zmienno$¢ rynkowa opcji OTM call moze pozostawac na tym samym poziomie
co opcje ATM. Natomiast w przypadku opcji OTM put, zmiennos$¢ implikowana
wzrasta. Taka krzywa posiada ksztalt pétusmiechu zmiennosci (volatility sneer,
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skew). W przypadku opcji walutowych rynkoéw rozwijajacych sie jak np. rynek
PLN wystepuje specyficzna zalezno$¢ migdzy kursem a poziomem zmiennosci,
dla ktorej krzywa zmiennosci przybiera ksztalt zwany grymasem zmiennos$ci
(volatility smirk). Oznacza to, iz opcje z kursem realizacji wskazujagcym na
znaczng deprecjacje sa wyceniane znacznie powyzej zmiennosci ATM, co zwig-
zane jest z popytem na opcje put OTM. Opcje call OTM wyceniane sg ze
zmienno$cig zblizong do zmiennosci dla opcji ATM. W przypadku walut ryn-
kéw wschodzacych, aprecjacja oznacza uspokojenie i stabilizacje rynku, z kolei
deprecjacja jest znacznie gwattowniejsza (efekt dzwigni) i powoduje wzrost
zmienno$ci. Z kolei na rynkach z kursami regulowanymi administracyjnie moz-
na wskaza¢ na ksztalt krzywej nazywany smutkiem zmienno$ci (volatility
frown). Dla takiej konstrukcji krzywej wszystkie opcje OTM (put i call) sg wy-
ceniane ze zmienno$cig nizszg niz ATM. Taka zmienno$¢ w praktyce jest trudna
do zaobserwowania, gdyz na takim rynku nie istnieje popyt na instrumenty za-
bezpieczajace, a dewaluacja kurséw jest skokowa i stosunkowo rzadko stosowa-
na. Nalezy tez w tym miejscu wskaza¢, iz dla danego kursu realizacji zmienno$¢
rynkowa jest okreslana bez wzgledu na to, czy mamy do czynienia z opcja put
czy opcja call. Wynika to z parytetu pomiedzy opcja kupna i sprzedazy i odnosi
si¢ to do opcji OTM call, jak i ITM put o tym samym kursie wykonania. Zmien-
no$¢ implikowana wykorzystywana do wyceny obu opcji powinna by¢ identycz-
na, dlatego na rynku walutowym posluguje si¢ réwniez notacja delty opcji.
Wsrdd sposobow prezentacji usmiechu zmiennosci nalezy wskazaé: w zalez-
nos$ci od ceny wykonania K, w zaleznosci od A, ktéry jest szczegdlnie wazny dla
opcji walutowych, w zalezno$ci od wielkosci x = In (Se(r%m), ktora to wiel-

kos¢ okresla stopien odchylenia kursu wykonania od warto$ci spot (log-
-moneyness). Nalezy wskazaé, iz dla: x <0 opcja call (put) jest ITM (OTM),
x = 0 opcja call (put) jest ATM-F, x > 0 opcja call (put) jest OTM (ITM).

Okreslenia wymaga pojecie A dla opcji stosowane w konstruowaniu usmie-
chu zmiennos$ci opcji walutowych. W przypadku opcji put delta przyjmuje war-
tosci ujemne, dlatego w kontekscie prezentacji u§miechu zmiennos$ci A opcji put
jest liczba przeciwstawna do delty forward, czyli wielkosci: A = @(—d, ), gdzie
@ jest dystrybuantg standardowego rozktadu normalnego. Delta forward to delta
przeniesiona na termin wygasniecia opcji czynnikiem e”/T gdzie rf jest stopa
waluty bazowej, a T terminem zapadalnosci opcji. O$ delty moze wigc przyj-
mowa¢ dwa oznaczenia: 10P, 25P, ATM, 25C, 90C lub 10P, 25P, 50P, 75P,
90P.
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5. Konstrukcja ptaszczyzny zmiennosci implikowanej
na rynku walutowym

Macierz utworzona przez terminy zapadalno$ci oraz kursy realizacji okres-
lana jest jako plaszczyzna zmiennosci (volatility surface). Jednymi z pierwszych
badaczy, ktorzy opisywali teoric plaszczyzny zmiennosci byli J. Gtheral®
oraz N. Taleb’. Dalsze prace nad opisem dynamiki ptaszczyzny zmiennosci kon-
tynuowali I. Clark® oraz Castagena’. Zmienno$é mozna okresli¢ funkcja:
V =ft K), gdzie: V' — zmienno$¢ rynkowa, T — okres, na ktory opiewa opcji,
K — kurs realizacji opcji.

Zmienno$¢ implikowana na rynku jest wyznaczana jedynie w punktach
weztowych. W przypadku terminéw zapadalnosci sa to najczesciej okresy
1,2,3,6 1 12 miesigcy. Odnosnie do kursoéw realizacji wybiera si¢ kursy reali-
zacji wykazujgce przy danym poziomie zmienno$ci wspomniane juz delty
90, 75,25 i 10 (dla opcji call). Terminy tamane i kursy posrednie nalezy wy-
znaczy¢ réznymi metodami interpolacyjnymi. Ponadto, ptaszczyzng zmienno$ci
wyznacza si¢ na podstawie trzech punktéw wykresu dla:

— zmienno$ci opcji 25AP — o,5put,

— zmienno$¢ opcji ATM — a7,

— zmienno$¢ opcji 25Acall — a,5call, przy czym dwie ostatnie wartosci sg
kwotowane posrednio poprzez:

— zmienno$C strategii 254 risk reversal: g,5RR = 0,5¢ — 045D,

— zmienno$¢ strategii 254butterfly: g,5sBF = %(02 5C + 025P) — Oarm-

Innym sposobem wyznaczenia plaszczyzny zmiennosci jest skorzystanie
z trzech strategii opcyjnych: zero delta Straddle (STD), 25 delta Risk Reversal
(RR), 25 delta Butterfly (BF). Zmienno$¢ strategii 25 delta Risk Reversal wy-
znacza stopien sko$nosci u$miechu zmienno$ci. Zmiennos$¢ strategii 25 delta
Butterfly okresla stopien wypuktosci usmiechu zmiennosci.

® J. Gatheral: The Volatility Surface, A Practitioner’s Guide. Wiley, New Jersey 2006.

7 N.N. Taleb: Dynamic Hedging, Managing Vanilla and Exotic Options. Wiley Finance, New York
1997, s. 147.

8 1. Clark: Foreign Exchange Option Pricing. Wiley Finance, Eastbourne 2011, s. 63.

% A. Castagena: FX Options and Smile Risk. Wiley Finance, Wiltshire 2010, s. 91.
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Tabela 1
Przyktadowa macierz plaszczyzny zmiennosci
Expiry Date ATM 25D R/R 25D Eq Fly
O/N 15-sty-13 14,00% -1,00% 0,26%
1W 21-sty-13 11,50% -1,38% 0,28%
2W 28-sty-13 11,10% -1,67% 0,29%
M 13-lut-13 11,10% -2,38% 0,37%
2M 15-mar-13 11,05% -2,60% 0,40%
M 15-kwi-13 10,90% -2,85% 0,46%
6M 15-lip-13 10,70% -3,31% 0,63%
M 14-paz-13 10,40% -3,61% 0,68%
1Y 14-sty-14 10,25% -3,90% 0,75%
2Y 14-sty-15 9,75% -4,00% 0,81%

Zrodto: A. Castagena: FX Options and Smile Risk. Wiley Finance, Wiltshire 2010.

Strategia Zero delta Straddle — strategia stelaza ATM — jest zlozeniem
dwoéch opcji 504call oraz 504Aput (obie kupione lub sprzedane). Zmiennosc¢ tej
strategii to podstawowy parametr, ktory wskazuje na opcje z najwyzszym para-
metrem vega dla okreslonego terminu zapadalno$ci. Zastosowanie takiej stra-
tegii oznacza inwestycje na podstawie drugiego momentu centralnego czyli wa-
riancji rozktadu stop zwrotu. 25 delta Risk Reversal — jest zlozeniem opcji
254call oraz 254put (jedna kupiona druga sprzedana). RR pokazuje, jaka jest
réznica zmienno$ci rynkowej dla opcji z kursami roztozonymi symetrycznie
wzgledem kursu forward, z ktérych jeden znajduje sie po stronie aprecjacyjnej
a drugi po stronie deprecjacyjnej. Jest to inwestycja na podstawie trzeciego mo-
mentu centralnego, czyli skosnosci rozktadu stop zwrotu. 25 delta Butterfly
— strategia zelaznego motyla — sklada si¢ ze ztozenia strategii typu 254 strangle
oraz zerod straddle (jedna strategia kupiona, druga sprzedana). Pierwsza strate-
gia sktada si¢ z opcji 254call oraz 254put — obie kupione lub sprzedane. W tym
wypadku inwestor kupuje kurs realizacji rowny terminowemu i sprzedaje kursy
realizacji roztozone symetrycznie wzgledem kursu oczekiwanego. Jest to inwes-
tycja na podstawie czwartego momentu centralnego — kurtozy rozktadu stop
zwrotu'’. Strategie typu 254strangle mozna réwniez alternatywnie oszacowaé
jako: 6STG25 = dATM + oBF25.

1% P, Mielus: Op. cit., s. 89.
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Cena strategii Straddle i Strangle jest $rednig z cen pojedynczych opcji
sktadajacych sie na omawiane strategie. Natomiast cena RR i BF jest rdznica
zmienno$ci rynkowej dla opcji czastkowych (jedng opcj¢ kupujemy, druga
sprzedajemy). W takim zestawieniu zachodza nastepujace relacje:

STDso = 015(C50 + Pso), RRg5g = Cy5 — Py, BF,5 = STDsy — STGs,
STGZS = 0,5(C25 + P25).

Po przeksztalceniu otrzymanych formut na poziomy zmienno$ci im-
plikowanej dla opcji z niskimi deltami mozna je wyceni¢ nastepujaco:
Cy5 = STDsg + BF,5 + 0,5RR,5, Pys = STDsg + BF,5 — 0,5RR 5.

Zmiennos¢

25APUT ATM 25ACALL

Rys. 1. Prezentacja konstrukcji uSmiechu zmiennosci dla kursu walutowego
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Analizujac rys. 1 nalezy wskaza¢, iz odcinek ED odpowiada za koszt trans-
akcji BF a odcinek AB za koszt transakcji RR. Koszt zmienno$ci instrumentu [
mozna oszacowa¢ na podstawie oszacowania ceny opcji z uwzglednieniem
u$miechy zmienno$ci na podstawie formuly: I.,¢¢ = Iyxr — Igs, CO nastepnie
mozna zastosowac do ustalenia kosztu zmiennosci dla transakcji BF oraz RR.

RReena = |Call(Ke, 0 (KD) — Put Ky, a(K;))| -

_[Call(KC, O-ATM) - Put(Kp, O-ATM)]
1
BFeng = E [Call(Kcr U(Kc)) — Put (Kp, O'(I(p )] —

1
- E [Call(Kc, O-ATM) - Put(Kp, JATM)]

Dyskretnag struktur¢ zmiennosci mozna przedstawi¢ w postaci dwuwymia-
rowej tablicy jako macierz wartosci indeksowanych dwoma zmiennymi, okre-
sami, ktore odpowiadajg wystandaryzowanym terminom zapadalnos$ci opcji oraz
delt opcji (wzglednie cenom wykonania). Indeksy czasowe oraz konwencje delty
byly juz wczesniej zaprezentowane. Dyskretna struktura zmienno$ci impliko-
wanej ma wigc postac¢''

Ti\aAk 10 25 50 75 90
1D 81d,10 81d,25 81d,50 81d, 75 81d, 90
1W 81w, 1081w, 2581w, 5081w, 7581w, 90

1y 81y,10 61y,25 81y,50 51y, 75 81y, 90

Ksztalt uSmiechu zmiennosci dla okresow krotszych jest wyrazny, a dla
okresow dtuzszych staje si¢ bardziej plaski i wygladzony. Implikowana ptasz-
czyzna zmiennosci jest tworzona na podstawie struktury zmienno$ci i ma trzy
wymiary: delty lub ceny wykonania, okresu do zapadalno$ci oraz poziomu
zmiennosci.

""'W. Walu$, M. Barylo: Inzynieria finansowa. Matematyka stosowana. UW, Warszawa 2011,
s. 121.



280 Piotr Zasgpa

Wykres 4

Plaszczyzna zmiennos$ci dla pary walutowej EUR/USD 01.01.2011

16-18
m14-16
m12-14
m10-12
m8-10

m6-8

m4-6

m2-4

m0-2

Zrodlo: A. Castagena: FX Options and Smile Risk. Wiley Finance, Wiltshire 2010.

6. Interpolacja metoda Vanna-Volga

Po raz pierwszy metoda ta zostata przedstawiona w pracy A. Liptona
i W. MgGhee'”. Aby oszacowaé zmienno$é dla poszczegélnych opcji znajduja-
cych si¢ na osi plaszczyzny zmiennos$ci i odpowiadajagcym wezlom jg tworza-
cym, a nienotowanych przez rynek, nalezy zastosowa¢ metode interpolacji.
Nalezy okreslic zmiennos¢ dla opcji z nastgpujacymi cenami wykonania:
KxxP, KATM, KxxC oraz odpowiadajacym im zmienno$ciom implikowanym

12 A. Liption, W. McGhee: An Efficient Implementation of the Universal Volatility Model, 2001.
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oxxP, cATM, oxxC przeprowadzajac interpolacje miedzypunktowa. Jedna z me-
tod interpolacji jest wykorzystanie metody Vanna Volga (VV)". Pozwala ona
dostarczy¢ warto$¢ zmiennosci implikowanej dla kazdego z weztéw delty znaj-
dujacej sie na osi ptaszczyzny zmiennosci. Zaprezentowana zostanie uproszczo-
na notacja, ktora przyjmuje ceny wykonania Ki, dla i=1, 2, 3. Metoda VV
opiera sie na skonstruowaniu portfeli replikujacych sktadajace sie odpowiednio
z xI = xI(K), x2 =x2(K), x3 =x3(K) jednostek opcji o cenach wykonania
K1, K2, K3 oraz A, ilosci aktywa, na ktére wystawiona jest opcja. Dokonujac
odpowiednich obliczen otrzymujemy wzory na

5Cps(t:K 5Cps(tK;
Vegq:%=2 1 X (¢ K)L
Vann 6CBS(t K) Z . X (t K) 52 CBS(t Kl)

. 8Cps(t:K) _ 3 (4. 52 Cps(t;K;)
Volge: ——— = ¥i_; X;(t; K) ~sa6s,

Vega wskazuje na zmian¢ ceny opcji pod wptywem zmiany zmiennoSci,
Vanna wskazuje na zmiang¢ parametru Vega pod wptywem zmiany ceny instru-
mentu bazowego, Volga wskazuje na zmiane Vegi pod wplywem zmiany
zmiennoS$ci. Po przeksztalceniu wzorow BS mozna uzyskac¢ analityczng postac
Vegi, Vanny oraz Volgi.

26 K) = 52Chs(t;K)
6005,

w = S;DF;(t, )NT®(d+(t, K)) = SN'(d VT — ¢,

8%Cps(t; Ky) _ v(t,K)
%0

d.d_
dy(t, K)d_(t,K) = S)VT — tN'(d,) *a

5%Cxs(t; K; t,K N'(d))d_
Bs( L)=_17( )d_(t,K)= (dy)
5J5St Sto' T

Bazujac na powyzszych wzorach i przyjmujac za zmienno$¢ cATM otrzy-
mamy wagi xi (¢, K) oraz przyjmujac, ze KI < K2 < K3

v(tK)ln( )ln( 3)
_v(t,Kl)ln( )ln( 3)

13 A. Castagena, F. Mercurio: Consistent Pricing of FX Options. Wiley Finance, Mediolan 2007.
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x2(K) =
’ v(t,K,)In (%)ln %
K K
v(t,K)In(=2)In (52)
e (s

v(t, K3)1n (%) In (%)
Xarm (K) = %1 (K) + x,(K) + x3(K)

1
xrr(K) = E(x3(K) —x1(K))

xpr = (K) = x;1(K) + x3(K)

Podsumowaniem modelu interpolacji usmiechu zmiennosci metoda Vanna
Volga jest wzér na cene opcji dla danego ¢ i K, ktory implikuje krzywa
zmiennosci:  C(t,K) = Cgs + Yi_1 xi(t, K) (Cuxr (t, K)) — Cps(t, K})), gdzie:
Cuxr(t, K;) — cena opcji call wyliczona z modelu BS z cena wykonania Ki
i czasem zapadalnosci ¢ oraz zmienno$cig a;, Cgs(t, K,) — cena opcji call wy-
liczona z modelu BS z ceng wykonania K, i zmiennos$cia o,7-

Odwracajac formute krzywej zmiennosci wzgledem ¢ mozna policzy¢ za-
leznos$¢ od kazdego K i tym samym krzywa usmiechu zmiennos$ci. Ekstrapolacja
dla bardzo wysokich delt nie ma duzego znaczenia, gdyz zmienno$¢ dla wy-
sokich cen wykonania nie jest mocno wrazliwa. Czasowa ekstrapolacja tez nie
ma wigkszej wrazliwosci dlatego, iz ptaszczyzna ,,wyplaszcza” si¢ wraz ze
wzrostem termindéw do zapadalnosci.

Podsumowanie

Zrozumienie dynamiki zmian na rynku walutowym jest kluczowe w przy-
padku zarzadzania ekspozycja walutowa. Ciaggle zmiany na rynku walutowym
wymagajg zaangazowania coraz bardziej zaawansowanych technik analizy ry-
zyka walutowego i zmiennoS$ci. Stosowanie coraz bardziej zaawansowanych in-
strumentdéw finansowych powoduje zapotrzebowanie na tworzenie modeli ma-
tematycznych probujacych opisa¢ zachowanie sie kursow walutowych oraz ich
zmienno$ci. Niniejszy artykut pozwala na zrozumienie podstawowych aspektow
wplywajacych na ksztattowanie sie ryzyka walutowego.
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CONSTRACTION OF THE VOLATILITY SURFACE
ON FOREGIN EXCHANGE MARKET

Summary

The foreign exchange market is one of the most important segments of the financial
market. FX options market is also one of the largest in the world. In the case of the basic
model of option pricing — Merton Scholes model variability Blacks used for option
pricing is constant and flat over time and does not change in relation to the strike price.
The term structure of volatility is creating volatility surfaces for which variability
has different levels depending on the date and the exercise price of options. This paper
presents the characteristics of the exchange rate and pattern construction plane volatility
smile in the currency market. Article characterized the basic concepts of interpolation
and extrapolation of pairs trading volatility certain exchange rates.



